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СЕРИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ТОМ 38f № 4, 1974 

УДК 517.5 

В. И. БУСЛАЕВ и А. Г. ВИТУШКИН 

ОЦЕНКА ДЛИНЫ КОДА СИГНАЛОВ С КОНЕЧНЫМ СПЕКТРОМ 
В СВЯЗИ С ЗАДАЧАМИ ЗВУКОЗАПИСИ 

В статье дается оценка энтропии бернштейновского класса Ва. Этот 
класс, по определению состоит из функций одного переменного, веществен­
ных на вещественной оси, ограниченных на вещественной оси по модулю 
единицей и таких, что носитель их преобразований Фурье расположен 
на отрезке [—а, сг]. Смысл полученных оценок будет прокомментирован 
на примере задач звукозаписи. 

Введение 

В технике звукозаписи чаще всего используется так называемый 
аналоговый метод записи сигналов. Сигнал записывается без каких-ли­
бо существенных преобразований в том естественном виде, в каком он 
был получен от датчика. При воспроизведении записанного таким обра­
зом сигнала всякого рода погрешности в работе приборов, неоднород­
ность, старение материала и тому подобное приводят к искажениям сиг­
нала. Другой, цифровой способ записи, заключается в том, что первона­
чальному сигналу ставится Р соответствие некоторый дискретный код, 
при воспроизведении по этому коду восстанавливается первоначальная 
функция. Эта система записи имеет большие возможности защиты сиг­
нала от различного рода (помех. Успешная реализация такого способа 
записи требует прежде всего построения подходящей математической 
модели и отыскания простых способов кодирования. 

Среди параметров, в терминах которых в технике характеризуют 
качество прибора, с теоретико-информационной точки зрения сущест­
венными являются следующие: Q — максимальная частота, воспроизво­
димая прибором, е — относительная погрешность воспроизведения, 

D = 201og10 — динамический диапазон прибора (М — норма макси-
о 

мально возможного на выходе прибора сигнала, б — норма шумов на 
выходе прибора). Норма сигнала f(t) определяется следующим об­
разом: 

/ t+r 

| | / (01| = max l / jp^f(x)4x 

где г > 0 — константа, соизмеримая с величиной 1/Q. 

10* 
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Принимая эти параметры в качестве образца, приведем несколько 
определений. Прибором Р будем называть пару преобразований Pt и 
Р2, действующих следующим образом. Всякой функции f (t) преобразо­
вание Pt ставит в соответствие некоторый двоичный код, состоящий из 
чисел Pi(kx)=0,l (k=0, ± 1 , ±2, . . . ) . Число т > 0 не зависит от выбо­
ра кодируемой функции. Преобразование Р2 ставит в соответствие это­
му коду некоторую вещественную функцию f*(t), определенную на всей 
вещественной оси и ограниченную единицей. Кроме того, предполагают 
существование константы А такой, что для всякого k значение Pi{kx) 
однозначно определяется значениями функции f(t) на отрезке 
[kx—h, kx+h] и при всяком t значение f*(t) определяется значениями 
Pi(kx) на отрезке [t—hy t+h]. Число h обычно называют величиной за­
держки прибора, а число — плотностью используемого кода. Эти 

параметры (А, —) характеризуют сложность прибора. 
Качество воспроизведения будем характеризовать тремя параметра­

ми: а, е, б. Фиксируем число г > 0 . Функцию f*(t) будем называть 
(е, 6)-приближением функции f(t), если при всяком t выполняется не­
равенство: 

| / ( / ) - П 0 | < в т а х | / ( * ) | + а. 
[t-r, t+r] 

Будем говорить, что прибор имеет параметры не хуже, чем а, е, б, если 
для всякой функции f(t)^Ba соответствующая функция f*(t)=P(f(t)) 
является ее (е, б)-приближением. 

Содержание статьи составляет доказательство следующего утверж­
дения: для всяких а, е, б можно указать преобразование Р=Р2-Ри па­
раметры которого не хуже, чем а, е, б, а сложность оценивается нера­
венствами: 

- i - < -£- log min i - L , - U -И С < -Н- log - i - + С 
X П I 8 О J Я 8 

(С не зависит от е и б), 

/ i < C ' m a x j — , — | 

( С не зависит от е и б). Подчеркнем, что в правой части первого нера­
венства отсутствует б. Оценка плотности кода состоит, как всегда, в 
подсчете энтропии класса Ва.ъ соответствующей метрике на достаточно 
длинном отрезке времени. Величина задержки усматривается непосред­
ственно из конструкции приближения. 

Независимость энтропии от б (при малых б) показывает, что в прин­
ципе можно построить прибор со сколь-угодно широким динамическим 
диапазоном, использующий коды ограниченной, не зависящей от б плот­
ности. В аналоговой записи ширина динамического диапазона является 
наиболее трудно реализуемым параметром. 

Отметим еще одно обстоятельство, связанное с цифровой системой 
записи. Если прибор воспроизводит функции класса Ва с точностью 
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(е, б), то небольшим усложнением преобразований Р± и Р2 можно до­
биться того, чтобы при всяком не очень большом k (например, k^a) 
функции класса В% воспроизводились с точностью (е\ 6). Достигает­
ся это приписыванием к коду сведений о спектре кодируемого сигнала. 
Плотность кода при этом практически не увеличивается. Это обстоя­
тельство позволяет значительно снизить верхние оценки для плотности 
кода, учитывая реальное распределение в звуковых сигналах энергии 
по частотам и различную восприимчивость к искажениям в различных 
частях спектра. 

§ 1. Формулировка результата 

Фиксируем число г>0 и отрезок [—Г, Т] вещественной оси. Пусть 
/ ( / ) и/*(/)—две функции, определенные на отрезке [—Т—г, Г+г]. 
Функцию f*(t) будем называть (е, б)-приближением функции f(t) на 
отрезке [—Т, Г], если для всякого t^[—Г, Т] выполняется неравенство: 

| / ( 0 - Г ( 0 1 < е т а х | / ( * ) | + * . 

Пусть F и F* — два множества функций, определенных на отрезке 
[—Т—г, Т+r]. Множество F* будем называть (е, б)-сетью множества F, 
если для всякой функции f(t)^F найдется функция f*(t)^F\ являю­
щаяся ее (е, б)-приближением. Обозначим через Ntt&(F9 T) нижнюю 
грань числа элементов множества F*, взятую по всевозможным F*9 
являющимся (е, б)-сетями множества F. Положим 

Htt6(F, r)=log2We ) 6(F, T). 

ТЕОРЕМА. Пусть заданы положительные числа г, а, е ^ 1 , 6 ^ 1 . 
Тогда при достаточно больших Т величина Нгб(В6, Т) удовлетворяет 
неравенству 

<т[*"*{т-т}+4 
где С, С" не зависят от а, Г, е, б (определение класса В0 приведено в на­
чале статьи). 

С л е д с т в и е . Я8,б(Ва, Г ) < — log —. 
Я 8 

Нижняя оценка Не 6(Ва, Т) при всяких е, б и верхняя оценка 
Не,ь(В0, Г) при б > е легко получаются из оценок е-энтропии в равно­
мерной метрике (1). Мы будем заниматься доказательством неравен­
ства 

яе,6(ва, rx^iog-^-
я е 

При ВСЯКИХ 8, б. 
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В доказательстве сначала предполагается, что а ^ я и г = 1 . Лем­
ма 1 дает возможность при больших Т равномерно на отрезке 
[—Т—1, Г+1] приблизить функцию f(t)^Bn с точностью б/З функцией 
специального вида <p(t)R(t). Множитель . ср(*)—универсальная функ­
ция, не зависящая от выбора приближаемой функции. Второй, завися­
щий от выбора приближаемой функции множитель R(t) —многочлен 
степени п^.2Т-\-о(Т). Тем самым задача сводится к подсчету величины 

>в/з. класса функций вида y(t)-R(t). Функция q>(t)-R(t) однозначно 
(с точностью до постоянного множителя) определяется набором 
А={аи..., яЛ корней многочлена R{t). Если два набора корней А и Л 
в некотором смысле близки, то функция <р(/)Л(/), определяемая набо­
ром Л, является (е, 0) -приближением функции q>{t)R(t), определяемой 
набором А. Близость наборов корней характеризуется в терминах спе­
циально введенных для этой цели функций \x(t) и v(t) (§ 4) и вспо­
могательных характеристик х\ (Л) ( § 5 ) . В § 5 строится (е, 0)-сеть в 
пространстве функций чр(/)7?(/) и дается оценка числа элементов этой 
сети. Таким образом, получается верхняя оценка для He6(BaiT) при 
а=п и г = 1 . Соответствующей линейной заменой переменного оценка 

переносится на случай произвольного а и г= —. 
а 

Если в вышепринятом определении (е, б)-близости положить /*=0, 
то три больших Т и достаточно малых б • - .. -

Яе .в(Да,Г)> — l 0 g | - 1 ..: 
л о 

§ 2. Приближение функций изВа функциями специального вида 
Знаками Сь С2, С3 , . . . мы будем обозначать абсолютные положи­

тельные константы. Для всякого выражения v различные величины, 
пропорциональные величине v, мы будем обозначать одним и тем же 
знаком Сго. Будем применять это обозначение, лишь* в тех случаях, когда 
не будет необходимости точно указывать коэффициент пропорциональ­
ности. 

ЛЕММА 1. Всякую функцию f(t)^Ba ( а ^ я ) на отрезке [—Т—1, 
Г+1] (Г целочисленно) можно равномерно приблизить с точностью СJT 
функцией g(t) вида 

где ф (0 — , / - [(Г + 1)3/Ч + 1, 

R(t) = (t — aL)y . . . , (/ — an) — многочлен, принимающий вещественные значе­
ния при вещественных tyn^27 + 3/ + 3, 

|Rea f - |<2 r , | Ima t - |<2 r , 

константа М удовлетворяет неравенству \М\^Т сгт 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем функцию f(t)^Ba(a<.n) и пред­
ставим ее в виде (см. (2), стр. 105) 

/г=-со 

где Pi (t) — многочлен степени не выше I, а знак V означает, что выраже­

ние 
л л 

t - k + k + ' " +
 kt* 

при k = 0 принимается равным l/t. 

Положим 

sin nt 
T+l+i 

f(0 = P/(0sin^ + ^ ^ v (-1)7 (ft) 
k=-T-l-l 

и оценим разность \f(t)—f*(t) |, fe[—T—1, Г+1]: 

- Г - / - 2 

1 1 г —^—+- + ... + — 
t - k k kl+l 

oo i 

+ 2 
£=Г+/+2 ! 

v £ = - o o l л 

1 1 

+ 
//+1 1 

jfck-i / — & 

oo i 

+ s 
k=T+l+2 

//+1 1 
^ + 1 f.—Jfe 

. (Г + 1/ 
я/ 

/+i l-T-1-* 

bl+i 
k=T+l+2 T+l+i 

= 2(Г + 1)/+1 1 : 
я/ / (Г + / + l)f 

(Г + 1У ,1+1 

P(T + l)l(l 
r + i 

(r +1)2 

/4 

Полагая / = [(Г + l)4 ] + 1, имеем: 

|/(0-Г(01 Г + 1 

Функцию f*(t) можно переписать, приводя члены в ее выражении к об­
щему знаменателю, в следующем виде: 

Г (9 = sin nt 
п (t — Т — I — 1) (/ — Т — I) .. . (t + Т + / + 1) К* (9. 

где R*(t)—многочлен, принимающий вещественные значения при ве­
щественных t (так как функция f(t) принимает вещест­
венные значения на вещественной оси), степени не выше 
г = 2 Г + 3 / + 3 . Итак, для функций из £ 0 ( о < я ) имеем: 

1 / (0 — Г (0 
т + 1 -. П 0 = Ф (О-'-ЯЧО-
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Пусть f(t)^Bn. Введем Д (/) = /(—•). Тогда для всякого Х^>1 функция 

Д (t)EzB0 и <т < я. Для всякого % > 1 построим приближение fl (t) = 
= Ф (0 • Rk (0- Проверив, что коэффициенты многочлена Rl (t) непрерывно 
зависят от Я, предельным переходом при X -> 1 мы получаем приближение 
П 9 = Нт/х(0 функции /(/): 

Я->1+0 

1П0-/О1 Г- f - l по = Ф (')**(')• 
Представим #*(0 в виде 

Я*(0 =-*f (/ — o j . . . (* —о«) (/ —fl^i) . . . (t — Or), 
где fli,..., an — те из корней многочлена, у которых мнимая и действи­
тельная части по модулю меньше 2Т, а a „ + i ) . . . ( ar — оставшиеся корни. 

Положим g(t)=(p(t)M(t—a,),..., (t—an), где 

М = Л Г ( - 1 Г Ч + 1 . . . а , . 
Тогда при / е [ — Г— 1, Г+1] 

l/(0-g(OI<l/.(0-r(OI + l f ( 0 | - | i - "n+i • • 

^ 
T+i 1 + ; г + i 

1 

(an+1-t)...(ar-t) 

\ 2 r — 

T+L\r\ 
т т 

где Ci — абсолютная константа. 
Для завершения доказательства остается лишь оценить константу М. 

Из теоремы Чебышева о полиномах, наименее уклоняющихся от нуля 
на отрезке [—Т—1, Г+1] , следует, что существует некоторая точка 
tQ^[—Т—1, Г+1], в которой 

\(t0-ai)...(t0-an)\>(T+ir^-. 

Тогда 

g(to) 
sinjt/o 

я(^ 0 -Г- / -1 ) . . . ( / 0 + Г + /+1)и° ""' •Co-eJ, 
<г сгт 

Лемма доказана. 
Докажем теперь три подготовительные леммы. 
ЛЕММА 2. Пусть многочлен R(t)=P(t)Q(t)9 где P(t) —многочлен 

с вещественными коэффициентами, 
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a Q(t)—произвольный многочлен степени q. Тогда если в точке 
z R(z)=0, то 

СзЛф+1+2 

где М = max | R (t) |. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При | г | > — 
о 

Я(0) < 3 | R (0) | < 3И. Поэтому 

будем предполагать, что | z | < —, # > 1. Так как P(t) — многочлен с веще 
О 

ственными коэффициентами, то S\ -вещественное число. 

Положим 
t = i 

Hi]- + 1=Р. 

Р(0 = - { 
(1 —Я) э(1—0 е . если а > 0 , 
(1 —/2)р(1 + 0"а, если а < 0 , 

#(0=P(0Q(0-
Покажем, что 

Л(0) <7в.Й(<7+..2Р), (1> 

где 

М = max | /?(0 | . 

Проведем доказательство на примере, когда а ^ О . Рассмотрим два 
случая: 1) а < 6 ( ? + 2р), 2) а > б ( ? + 2 р ) . 

В первом случае оказывается, что R(t)—многочлен степени г не 
выше, чем 7(<7+2р), и требуемое неравенство (1) является следствием-
теоремы Бернштейна (3), дающей оценку производных многочлена 

| t f ( s ) (0) |<Mr s -s , s = l , 2 , . . . . 

Действительно, если | г | > —, то 

|<г |£ (0 ) |<7(<7+2 |} ) .М, Я(0) 
г 

Л 

если же |г |<!—, то 
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* (0) Я ( г ) - Я ( 0 ) 
Я'(0)2+...+Я<'>(0 ) — 

< М ( г + г2 |2 | + . . . + ( 7 Z I j j l z P ) <Mer<7eM(q + 20). 

Во втором случае а^6(<7+2|3). Пусть 

Y = max 
*«<-ги_г 

(1 — / 2 ) р 

достигается в точке t0E=\—1, . Тогда, обозначая через Г,_1+аз (О 

чебыиевский (наименее уклоля:о д шея от нуля) поллном степени q— 1 + 2JJ 
на отрезке — 1, и оценивая по другой1 теореме Бернштейна (4) рост 

- г 

R(0) 

многочлена - ^ - (1 — t2f, получаем: 

Q(t) (1 — Я ) Р Tl У т р (0)1 < 
t=0 

q-i+tf1 2 

< T . 8 < ' - P > < X ( | p P ) < X | ( 1 _ g « | < T ( i _ g « U o _ 2 | = 

( l - g a ( ^ o - 2 ) Q('n)(i-0' 2чР 

tu—2 
= | ^ ( д | < Л 1 < 7 е М ( ( 7 + 2р). 

Итак, неравенство (1) доказано. 
Покажем теперь, что 

| Р ( 0 | < е | Р ( / ) | , *€=[ -1 ,1 ] . 

Заметив предварительно, что в силу условия |а<|<^1, i = l , . . . , р, 

(2) 

р 1 р 1 
к — z, о, . . . , 

имеем: 

lne\P(t)\ = 1 + 
р °° tk l 

/2 / 

'-'2г)-2т2-т>-"'-2;д:5!т> A/ a,-

> a l n ( l — 0 + Pln(l—f") = ln |P (0 | . 
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Итак, при а > 0 из (1) и (2) получаем: 

Я(0) Mle (q + 2PX 7в2М (q + 20) = га 
г 

г* \а,р 
1=1* " 

При а < 0 доказательство леммы проводится аналогичным образом. 
ЛЕММА 3. Пусть заданы вещественные числа t',t0 такие, что \t' — / 0 | ^ 

<;—, и многочлен R(t) = Р (t)Q(t), где Q(t) — вещественный многочлен сте-
р I t \ пени q, P (t) = Д (1 ) — вгщественный многочлен, \t0 — at | > 1. Тогда 

если в точке г R(z) = 0, то 
V 

где 

| Ш | < С 4 М lq+ 1 + V L— 

М= max |/?(0|. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для определенности tf^tQ. Пусть 
bu...ybs — все корни многочлена Q(0» лежащие вне круга 
\t—t'\^t0+l—t'. Положим 

P*(/) = P ( O ( I — ^ V ) . . . . f i '-'' 
bi — *7 \ & s - w 

в-»-в«[('-^7)--О-0)Г 
и представим многочлен /?(£) в виде 

R(t) = R* (0 = Р* (0 Q* (0-
Делая замену переменных ^ = 6 (J0 + 1 — /') + f и применяя лемму 2 к 
функции # (0) == RI———-], имеем: 

tmu + i-f) < С з max fRm(q_s + l + ^ + i~n\^(io±tzni) 
z-t' 3-,<8<J К,Л\Ч ^ , 4 | a,— *'|2 . g (*/-<)• j 

Следовательно, 

Л (О , -
2 — f *„ + 

f_ max | t f ( 0 | ( < 7 - s + l + 
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£ (4 + 1 - О 2 , 4 , (*, + i - Q » N 

Замечая, что 

:S, 

так как \bj—t'\^t0-{-l—t', и 

^ < * о + 1 - О 2 . Р V 1 

£ К - - П 2 ^ К - ' . ! ' * 

так как | а,—? | ̂  | a—101 — | t0—t'| ^ | a<—10| (1+*0—*"), имеем: 

р Л (О с4и «+1+2^hrP «*-*»• | Г -z I 
Лемма доказана. 
ЛЕММА А. Пусть вещественный многочлен R(t)=P(t)Q(t), где 

Q(t) —многочлен степени q, 

P(0 = n ( i - т2^)' 1*-'.1>ь 
zu...,zs — некоторые корни R(t). Тогда 

W (t0) 
(t0 — Zl) . . . (t0—Zs) M H<+ , + t .^)J 

(M, C4 см. в лел«же 3). 
Доказательство проведем индукцией по числу 5. При s = l утверж­

дение получается из леммы 3 при t'=t0. Пусть 

К*+1+!^М 
тогда в силу предположения индукции 

Д('о) 
(/о — ^ ) . . . (/0 — z w ) A>-zs 

<+('+,+l^)I 
т. е. в данном случае лемма доказана. Поэтому будем далее предпола­
гать, что 

1 ' о - * 1 
1 

с'( , + 1 + | ,к^) 
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Покажем, что для всякого t<^[t0—1, t0+l] 

Я (О 
t-z. ^с,м U+1 + 2|«г-4й] 

А 

При \t —101 ^ — неравенство утверждается леммой 3. 

При |^ — /0|;>—неравенство вытекает из соотношения 

\t-zs\\ 

Ц'+1+!к=*г) C 4 ( 9 + I + I J ^ ) 
Индуктивное предположение в применении к многочлену ——означает, что 

R(to)/(to-Zs) 
(t0 — 2j) . . . (t„ - Zs_t ) 

max 
1<*<*о+1 

< 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 5. Пусть заданы целые числа 1>\ и Т, вещественное число t0 

и функция g{t)=y(t)P*(t)Q*(t) такие, что —T^t^T, Q*(t) —вещест­
венный многочлен степени q, P*(t) —вещественный многочлен, р корней 
которого лежат вне круга \ t—101 < 1, 

Ф(0 = - sin nt 
я (* — Г — / — 1) . . . ( / + Г -И + 1) 

Тогда если g(Zt) = 0 , t '= 1, . . . , S,TO 

tt»-*)...('o-0 \М С4 7+2-h-Sl^-'-l'jJ 
где 

М = max | g (*) [. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция cp(f) может быть представлена так: 

Ф(0 = - \Г+г+1 (-1)'+'+1[(Г-{- ( 
П (1--) П ( i - -V 
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Полагая 

p,{t)=p*{t) n f i - S ) . 

Qv(0 = Q*(0 

/г=7,+/+2 

1 

( - 1 ) 7 , + /+1[(7 , + / + 1)!12 

и делая предельный переход по v—^оо, мы получим утверждение этой, 
леммы из леммы 4. 

§ 3. Оценки энтропии некоторых простейших множеств 

Пусть Хт — m-мерное пространство векторов х с вещественным:! коор­
динатами (xlf . . . , хт) и нормой | х | = max \xk\> E — компакт в Х т , Ме (Е) — 

число элементов минимальной е-сети этого компакта, Нг (Е) = log Ne (E) — е-
энтропья компакта Е. 

ЛЕММА 6. Пусть Е = \х:^ | xt | < Dtm\. Тогда: 
l i = i ' 

при D>\ # £ ( £ ) < 8 Ш , 
(3) 

npuD<:\ tfe(£)<19Dmlog-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Укажем некую условную запись вектора х,по 
которой х восстанавливается с точностью е, используя три знака: 0, 1,2. 
Код вектора х состоит из т групп, разделенных между собой условным 
знаком 2; /-ая группа представляет собой двоичную запись (использую­
щую только 0 и 1) числа I— . Общая длина кода для всякого х 
оценивается числом 

т + 2 {lo& (l + ^ Ч •+- 2J<3m+ Dm. 

Следовательно, при D^\ He(E) ^4Dm\og23^8Dm. 
Будем, далее, предполагать, что 0 < 1 . Заметим, что для всякого х 

общее число индексов /, для которых | * * | ^ е , не превышает q=[Dm]. 
При q=0 точка начала координат (0 , . . . , 0) будет являться е-сетью 
множества Е, т. е. в этом случае # 8 ( £ ) = 0 . Поэтому будем предпола­
гать, что <7^1. 

Фиксируем некоторый набор индексов {iv . . . , iq) и обозначим через-
Eilt...,i подмножество £, состоядее из всех векторов X G £ таких, что для 
всякого i&{iv...,iq) \Xi\<e. Так как \хи\ + . . . + \xiq\<Dms<2qer. 
то, применяя доказанное неравенство (3), получаем, что в Ек..лЯ! существует* 
е-сеть, состоящая из не более, чем 216q элементов. 
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Кроме того, так как Е a U Eitt (объединение берется по всем наборам из 
q индексов), то в £ можно построить е-сеть, состоящую из не более, чем 

w/ ^ о18? ^ тЯ оыя <^ (TLS? . 218q 

элементов и, следовательно, 

He(E)<l8q + q\og-^l8Dm + Dm\og-<l9Drn\og-. 
q D D 

Лемма 6 доказана. 
ЛЕММА 7. Пусть 

m 

{*:|*il+2 (Si + Sz-j) ; D,nel, 

где D > 1, sv . . . ,sm — действительные положительные числа такие, что 

— < — < С5 (i = 2, . . . , m). Тогда Я8 (£) <CeD.7i (Сб > 1, Св > 1 — абсолют-
с* si~i 

ные константы). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем записывать точки множества Е кодом, 

состоящим из знаков 0,1,2. Этот код состоит из т групп, разделенных 
между собой знаком 2; i-ая группа представляет собой двоичную запись 
целого числа уи i= 1 , . . . , т. Числа у{ определяются рекуррентным обра­
зом вместе со второй группой чисел хс 

Уг -и- *i = ух • е, 

У1+ 

si+i + s/ s<+i + s« 

•^t'+l — Ui+ 
Si+l , ~ SU\ '8 -f* %i 

Si + S/+l °i 

Проверяется, что \x{—xi\ ^ e . Затем проверяется, что 

2 \yt\<CDm. 

Отсюда следует, что для всякого х^Е длина его кода не превосходит* 
числа 

т + 2 0og(l + |y/|) + 2}<Cam 

и, следовательно, 
Яе(Е)«уХл. 
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Лемма 7 доказана. 
ЛЕММА 8. Пусть 

£ = \х:\х1\ + \х2\+ v ' l f ^ i l ^ - i L ^ 
I f-=2 I \ s/+i "г si Si -г si-i / I J 

гае D^>1, sv ..., sm — действительные числа такие, что — ^ ^ С5 
Сь si_1 

(i = 2, . . . , /я). 7ог*1 Я8(Я) < C 7 D m . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При использовании рекуррентных соотно­
шении 

xi+1 

У± = 

Уи-i 

yt+i 

xl ~~ Xi—l\ S / - l "^ Si "^ S /+ l 

4 S / + 1 + S i S i + S * - 1 

+ (Xi — Xi-X) 
si-l + si + si+ 

(Si+i + S/) + ^ 

доказательство проводится аналогично доказательству леммы 7. 

§ 4. Вспомогательные функции, характеризующие плотность 
дискретного множества 

При подсчете энтропии класса Ва будет использован некоторый спе­
циальный способ записи нулей целых функций. Для этого введем не­
сколько вспомогательных характеристик множества, состоящего из ко­
нечного числа точек, и рассмотрим соотношения между ними. 

Фиксируем некоторый набор Л, состоящий из точек ai9..., ап ком­
плексной плоскости и примем следующие обозначения: ty{G}—число 
точек набора Л, лежащих в множестве G, 

V.(f) = \ + 4i\z-t\<t}+\ S т-1^! ' 

v(0 = l + *{|z-<|<^} + 
д е л 

\o-t\>i 

а^А И02Н->12 

^ < | a - / i : < i 

Для всякого набора А функции n(t), v(t) обладают свойствами: 

1) 4>{|2-<|<T><TV(0 (Т>1). 

^{ |2-^K-^}<T 2 V(0 (Кт<|*(0); 

2) если \и — о | < 1 , т о - < ^ < 4 ; 
4 (х (о) 

3) если |и — о|<—^— + - ^ — , т о - < ^ < С 8 ; 
(1(и) |i (о) С8 v(t>) 
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4) если отрезок [—71*—1, Т + 1 ] разбит на 2Г+2 единичных отрезка 
At, . . . , А2Т+2 с центрами в ?очках 6 i , . . . , 92*+2, то при п^ЪТ 

2Г+2 

2ii(e,)<c9r ; 

5) если единичнйй отрезок \t0 , t0 + -- (/0 вещественно) разбит на 
1 fi(/0) отрезков длины • с центрами в точках 8^ . . . , ĵLt(̂ o), то 

И- (А>) 

2 v(e,xc10jx(g. 
k=l 

Д о к а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 4). Учитывая, что для всякого 
2Г+2 

р = 0, 1 , . . . U {р<;|z — 9/1<р + 1} покрывает каждую точку плоскости 

не более, чем дважды, имеем: 
2Г+2 2Г+2 / 

+ S^{p<\z-di\<p+\}\<2T + 2+2nll + 2l -)<C9T. 
p=ip > \ P=I ! 

Свойство 4) доказано. 
Д о к а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 5). Учитывая, что при всех 

2{4^г-в''<4;4Иг-'«'<17>' 
причем каждая точка последнего множества покрывается не более, чем 
8 раз, из свойства 2) получаем: 

£1, Р2 *- МАО . ' МЛ,)// 

<ц(д+'8ф{|2-/0 |<17>1ц- 2 ^ ] < с 1 0 и д . 

Свойство 5) доказано. ' . ' '• 

Р = х Р / 

11 Серия математическая. № 4 
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Обозначим через Ф соответствие, которое всякому набору А = {av...,an} 
следующим образом ставит в соответствие разбиение Ф(Л) отрезка [—Т—1, 
Т + 1] на отрезки {Д}. Отрезок [—Т— 1, Т + 1] делится сначала на еди­
ничные отрезки Д/ с центрами в точках 6/, / = 1 , . . . , 2Г + 2. Отрезок Ду-
разбивается на fx(9y) отрезков Д/Л длины с центрами в точках 0/&, fe=l,.... 

И- (&/) 
. . . , ц(6/), а каждый из отрезков А/* делится на v(0/^) отрезков А/^ длины 

с центрами в точках 0ш, / = 1, . . . , v (0/*). 
^ ( е у ) v (djk) 

Получившиеся отрезки {А/*/} перенумеруем одним индексом i (в естест­
венном порядке), получая разбиение Ф(Л) отрезка [-Т—1,Т+1] на 
отрезки Д , i = 1, . . . , m. Обозначим через sL длину отрезка Д , через tt — 
центр отрезка Д , а через Д- — множество { а Е Л : |а — ^ | > s , } . 

ЛЕММА 9. Разбиение Ф(Л) отрезка [—Г— 1, Г+1] яа систему от­
резков Д ( г = 1 , . . . , /п) удовлетворяет следующим условиям: 

1) Т^т^СпТ, 

2) — ^ — < sf < Cl3 , / G D / , t = l , . . . , m , 
M')v(f) |i(0v(0 

3) ± < _ f f _ ^ c 5 , i = 2, . . . , / n . 

m 

4) 2 * { { 1 2 - * ' I < s '} U (I z - ' м I < *-.} U(I *-tt+1\ 0 / + i » < Q J ^ 

5) если |f — / / | > s / f то | — ~ . < C U , 

2 2 h ^ j <c»r- '-2-3. 
I = 1 СЕЛ; \ ' l ' / 

Утверждения пунктов 1)—5) следуют из свойств функций \x(t) и v(t)._ 
Докажем лишь п. 6). 

По определению система отрезков {Д} совпадает с системой {А^} 
(см. определение Ф(Л)). Это ставит в соответствие каждому индексу i 
тройной индекс jkl. Положим 

Л/, = { а е Л : | а - 9 / , | > - 1 ? } , 

Я/ = { а е Л : | а — В/ |>1}. 
Легко видеть, что А^А^сА^. Представим выражение 

у у у у i t 
A *=i Й, Д . « (I* <»/) v (в/)к) | а - Ьт \У ' 
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которое требуется оценить, в виде суммы двух слагаемых: 

2 2 — — = 2 2 — — - + 
/, k.l af=Aikl (ц (в/) v (6/ft) la - в /ы|)л /, k,i ceAm\Alk (|x (ву) v (0jk) | a - 6/ы1)г 

+ S 2 
J . W O E ^ (ix (в,) v (в/л) |а — в/1Ы|)г 

Оценим сначала первое слагаемое. Фиксируем индексы, j , k и обозна­
чим через хи 1=0, ± 1 , ••-, точки вещественной прямой, разбивающие 
ее на отрезки равной длины. Эта система точек «выбирается таким обра­
зом, чтобы множество точек %и / = 1, . . . , v(8№),- оказалось совпадающим 
с множествам точек 0iW, / = 1, . . . , v(8jft). 

Положим 

Р/ = * {Pi}. 

Отметим, что ] 

OQ 

2 Pi = ti ){u-e / fe)<-^-}<t{K-8 / fe|<-f-)<i6v (8/*)-

Разбивая множество \\t — Щк\< 1, в котором могут лежать корни 
I \i (бу). J 

аЕЕЛ/#\Л/*, на непересекающиеся подмножества {Р/} и для каждого {Р/> 
беря всякий раз самый плохой случай, когда все из pi корней, лежащих в 
Р/, расположены наиболее близко к точке 0/̂ /, получим неравенство 

у у —Л = у у у + 

/+1 
+ 2 2 , ,» ', . „ + 2 2 4='-i aePq (Ц (в,) v (в/Л!) | a — в/А/|)г « - / « - е Р , (M.(e /)v(e / f t)|a—6 /А/ |Г 

2 { 2 л % , + &»-.+/»•+»«) + 2 r^vr i 

СО 00 

2 (pi-i+pi + pi+l)+ 2 Р« 2 т ^77«Х0/*> 
/ я ё - t i O 0*кл*ОО-' 

*q,qttl \l V ' 2 / 

Суммируя теперь полученное нера&ежшо по / и &, из свойств 4) и 5) 
функций \кЩ и v(ty нахщиш: 

И* 
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2 Г+2^/> Wjk) 
V V ^ у i < 

•£ £ £ « е ^ ч л у * d*(»/)v(e / j b) |a^e / i t f | r 

2Г+2 М-(ву) 2Г+2 

< S 2 c17v(9/ft)-<c17- c 1 0 2 и(в/).<,с;-с1в.с17.г = сиг. 
Таким образом, получена нужная оценка для первого слагаемого. Пре­
образуем второе слагаемое. Для этого заметим, что если 

1 
и, следовательно, | а — 9/« | > — | a — 6/* |, / = 1, . . . , v (0/&). Поэтому при 
v(9/*)>2. 

у 
£ (I* (ву> v <e/ik) | в — ©/JM |У 

; 2Г - v (В,к) 
(|i (8,) v (0/ft) | a - bjk \)r (ц (в;.)| a - djk\)r 

a npit v(0^);==l это неравенство тривиально. Таким образом, для вто­
рого слагаемого имеем: •'• 

2 2 — 1 — — < 2 2 2 1 

/А/ «ел,* (|1 (ву) v (в/А)|о - в д а | ) г /.ft esA / f t (|i (в;) 1 a - 9 /ft|)r 

Замечая, что получившееся выражение сходно по форме с первоначаль­
ным, и примецяя рассуждения, аналогичные вышеприведенным, будем 
иметь: 

-.".;-...у....„2 'з ; •' * <C1ST+ •: 
/.w«^f«G*(e/)v(Vle-e'wl> 

1 . 2Г+2 ^ 

+*£Д да^<^+СиГ+4 & Д f^F t f с-г-
Лемма доказана. 

Пусть Ф (А) и Ф (Л) — два разбиения отрезка [— Т — 1, Т -|- 1] на системы 
отрезков {Z)/} = {Ajfe/} и {Д} = {Д/«}# Эти разбиения будем называть тож­
дественными, если для всяких /,&, / Д/& =Д/«. В противном случае разбиения 
будем н^зывдть различными. . 

ЛЕММА 10. Если д ^ 5 Г , то^число различных разбиений Ф(Д) отрез­
ка [—Т—1, Г+1] не превосходит С20-2Т. 

; I -Д'о ка за те л ьст-в о. Всякое разбиение Ф( А) однозначно опреде­
ляется двумя комплектами целых положительных чисел {\i-(fij)}^{yiQ.jk)}t 
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j= 1, . . ..> 2ГН-2, k= 1, . . . , jx(0j). Но в силу свойств 4) *и &} функций 
[i(t) и v(0 "и в'силу леммы 6 таких различных комплектов существует 
не больше, чем С20-2Г. Лемма доказана. 

§ 5. Построение сетей в пространстве многочленов 

Будем говорить, что набор Л является е-приближением -набора* к, 
если они состоят из одинакового числа элементов и если существует та­
кая перестановка у(1), . .., у(п) чисел 1, . . . , п (п — число элементов в 
наборах), что 

\ак — ат\<г1тх I—————, р (я*)}, Й'= 1, .... , л 

(p(tf)—расстояние от точки t до отрезка [—77 Т]) . Нижний индекс Л 
у функций \i и v означает, что они вычисляются по набору М. В даль­
нейшем всегда будем предполагать, что если Ж является е-приближе­
нием А, то соответствующая перестановка уже сделана, так что для 
А = 1 , - . , . г я выполняется оценка: ; w ••« /• 

| ak — ak | < e max { —-——-, P (ak)\ . . ;•, f 

Сразу же отметим два простых свойства, вытекающих из приведен­
ного определения е-приближения: 

Л) .если А—8-цриближение А и fe[—Г,Т], то 

1 14* (0 1 vx(0 
C2i "^ \iA(t) ^ 2U С22 ̂  vл(О •>22-

2) Пусть А — е-приближение Л и ф (А) — разбиение отрезка [—Т—1, 
Т + 1] на систему отрезков {Д} с центрами {/,-} и длинами {s*}, соответ­

ствующее А. Тогда если \ar — tt|>S/, то 
аг-;<, 

^ С23е (свойство 2 

легко может быть получено из отделения е-приближения использованием 
предыдущего свойства и пункта 5 леммы 9). 

Обозначим через Q квадрат {|Re^|^2T , | I m / | ^ 2 T } , а через 
3? — множество наборов Л, состоящее из п точек ( я = 1 , 2, . . . 

з 

. . . , 2Т+3[(Т+\)4 ] +3 = Т)У лежащих внутри tl и таких, что если 
а^А, то и комплексно сопряженная точка а^А. Эти ограничения свя­
заны с тем, что в дальнейшем мы будем рассматривать наборы корней 
многочленов (см. лемму 1). 

ЛЕММА И. 5 множеств наборов X существует е-сеть, состоящаая из 
т \ о ё

с - 2 ± * :.,:."• : . '* 
Ne (5?) ̂  2 е элементов. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р есть множество всех наборов Л ^ Ж , 
дающих одно и то же разбиение Ф отрезка [— Т—1,Т+1] на отрезки 

{Di}. Построим е-сеть множества р, состоящую из N ^ 2 элементоз. 
Для этого квадрат й разделим на систему прямоугольников Qs, s = 1, ... , q> 
обладающую следующими свойствами: 

{QJ попарно не имеют общих внутренних точек; 

U & = Q; 
S = l 

система {Qs} содержит квадраты {Re /еО<, 0 ^ I m / ^ s < } и {Re t^Dh 
— 5 ^ I m t^.0} (Si см. в определении Ф(А))\ 

если прямоугольник Qs не имеет общих точек с отрезком [—Г, Г], 
то его одномерный диаметр d(Qs) не превосходит расстояния p(£2s) от 
этого прямоугольника до отрезка [—Т, Г]; число q этих прямоугольни­
ков не превышает С267\ 

Систему отрезков Д-, i = 1, . . . , m, доопределим до системы D/, /=* 1,.'.., М, 
включая в нее, кроме отрезков {Д}, все отрезки, являющиеся пересечениями 
прямоугольников £2S с вещественной осью. Отрезки {D*} попарно не имеют 
общих точек и 

U D) == [- 2Г, 2Г], Л1<Сзв7\ 

Фиксируем C^esJ-сеть (s/ —длина отрезка D*, а абсолютная константа 
С27<С 1 будет предполагаться достаточно мало*) на отрезке D*f состоящую 
из точек aj(kj) (kj = 1 , , . . , П. В прямоугольнике Qs фиксируем C27ed(Qs)-

сеть, состоящую из точек bs{ks) [ ks = 1, . . . , ). Будем предполагать 
V [С27е]2/ 

точки {bs (ks)} выбранными так, чтобы ,эта система вместе со- всякой точкой 
bs(ks) содержала и bs (ks). 

Обозначим через р множество наборов из «S7, состоящих из точек 
{dj(kj)} и {bs(ks)}; Если константа С27 достаточно мала, то для всякого 
набора Л ^ Р найдется набор А^$, являющийся его е-приближением, т. ё. 
Р является 6-сетью для р. Оценим число N элементов этой е-сети. Обо-
значим через р(&, г) все наборы из р, каждый из которых имеет ровно k 
точек на вещественной оси и 2г пар комплексносопряженных точек, 
а через N(ky г) —число элементов р(&, г) (k+2r^T): 
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Следовательно, 

т _ #<2#(М<(^) . (f)«<pi 
Так как из леммы 10 следует, что X можно представлть в виде объеди­

нения из не более, чем С2о2г подмножеств Р/, в каждом из которых суще­

ствует е-сеть, состоящая из Nt ^ (—) элементов, то, значит, Ne (X) ̂  [—) . 

Лемма доказана. 
п п 

Пусть заданы два многочлена P(t) = J j (t — uk) и P (t) = \\ (t — а*) с 

наборами корней A = {av . . . , an) и A = {ax, . . . , a„}. Если Л является е-при-
ближением Л, то многочлены, вообще говоря, не обязаны быть близкими в 
относительной метрике. Введем еще ряд вспомогательных характеристик 
корней многочлена, в терминах которых можно будет сформулировать доста­
точные условия близости многочленов. 

Фиксируем набор А = {аи . . . , ап} и соответствующее ему разбиение 
Ф(Л) отрезка [—Т—1, Г+1] на систему отрезков {Д} (с центрами в точ­
ках U и длинами Si). Через Ri будем обозначать комплект целых чисел 
r(l^r^n), определяемый следующим образом: г включается в Rif если 
\аг—ti\^su и г не включается в Ru если \ат—/г|<5г-. Фиксируем набор 
В= {Ьи . . . , Ьп) и положим 

4(B)- 21п|ьГ-*,|. 

Xi (*) = 2 
r^Rt \br ~ h 

(£=1,2 , . . . ) . 

ЛЕММА 12. Если набор А является г-приб лишением набора Ву то 
выполняются неравенства: 

1) 

2) 

f»=2 

1х°(В)-xl(A)\ + \ х\{Е)-х\(А)| + 

(*°+1 (В) - х?+1 (Л)) - (*° (В) - ж» (А)) 

+ si 

(л? (В) - х» (А)) - (х1г (В) •+• х?., (Л)) 
sf + si-i 

(SM + ft + Si+i)<(ieTe, 

1дс1(В)-*1(Л)|+3 
t = 2 

*?(В)-**(Д) i i № ) - 4 i № 
4 - 1 

(st_x +s t)<C29re, 
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3) 21^(5)-^(Л)|<С30Ге (I) (£ = 2,3,...) 
/ = i 

\ 4 

Начнем с доказательства неравенства 3). Из свойства 2) е-приближе-
ний наборов и пункта 6 леммы 9 следует: 

21*?(В)-;*?(Л)| = 2 
i = i £<i Vr-rt к - ' / 

•2 2 
S? 

а. — t, «= 1ге«,- I "/•—'« ' K-Uj 
1 

^СмТАСвеО + О в е ^ ^ С ^ Т е ^ (ft = 2, 3, . . . ) 

при достаточно малых е. Неравенство 3) доказано. 
Докажем теперь неравенство 2). Покажем, что \х\(В) — д;1(Л)|^СГе. 

Из свойства 2) е-приближений имеем: 

\х\(В)-х\(А)\< 2 
r e « i ft,-*i ar-h 

^ 

, 4 ler-'il | l *,-'. J 
l <! С2чпе ̂  5СазТе. 

Распишем общий член под знаком суммы: 
xlW-хЦА) xl^-xl^A) 

2 

+ 2 

br-h ar-h br — h-i ar — h-i + 
4 - 2 

*=Ri\Ri-x \br ~*i ar~ *i-i j reRj-ЛЛ,- \ b r ~ *l-\ 

ar-'t-i 

< у h + s.-i 1 

1 + ^ V l + J ^ Z ^ | - l 
* , - ' / ^ - ^ - i + \a.— t,\ 

a—b 

( ,+^r)-' + s a . - f t , 

геКцЧЯ/ К — ^-i I 
1 + 

V - ^ r i 
— 1 

• £ UoqO 

Si + V i 

fSRini?!-! l a r - ^ l l a r - ^ - J 
-4-

+ 2 
/•e/?i\Ri-i I a r ~ h \ rt=R, li-^yK-^-ilJ ' 
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Умножив последнее неравенство на (Si+Si-i) и просуммировав его по i 
от 2 до т, из пункта 3 леммы 9 получим: 

х}(В)-х}(А) xl^^-xl^A) 
(Si + S M ) г 

\Сг + 
т г s? s? 

2л 2j 1/7 __ /. 12: "*" 2л \а _ / . 12 

+ фл {| Z — * м | < sM} + я|)Л {| 2 — ^ | < S,}1 . 

Применяя к полученному неравенству пункты 4 и 6 леммы 9, получим 
требуемое неравенство 2). 

Неравенство 1) доказывается почти так же, как и неравенство 2). 
Лемма доказана. 

Введем вектор xk (В) = (х% (В), . . . , хк
т (В)) с нормой 

1^(В)|Нтах|4(В)|. 

ЛЕММА 13. Пусть р — множество всех элементов В^З?, для кото­
рых А является г-приближением. Тогда р можно разбить на подмноже­
ства рь / = 1 , . . . , L, L^Cn, так, чтобы для всякого I и для всех набо­
ров B^fa и B&$i выполнялись неравенства: 

||**(В)-**(В)||<е(!)* (й = 0,1,...)-

Доказательство. Пусть xkA, . . . , xk'Pk — (—)(—j -сеть множества, 

являющегося объединением векторов xk(B)(B пробегает все значения из Р). 
Покажем, что ее можно выбрать так, чтобы 

log Pk<C31Tk[pik 

Действительно, в силу пункта 3 предыдущей леммы при &=2, 3, . . . 

2 \xUB)~xf(A)\<C30TB i <2C30 f i n i i 
/ = 1 

5 \ * б / 3 
2 12 

и, следовательно, из леммы 6 имеем: 

1 logp*<C — immax l,log 0цТ*(4' \ 6 
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Точно так же при &=0, 1, в силу пунктов 1 и 2 предыдущей леммы, из 
лемм 8 и 7 имеем: 

log р0 < С31/1\ log л < СпТ. 

Пусть Р/ = рг°,Г1'" (1 <>/<!/?/) COCTOIT из всех наборов ВЕЕР таких, что 

с«т+ ^9Ъ 
Число L множеств р, не превосходит 

Ро х Pi X 

и объединение множеств р, покрывает все множество р. Легко видеть, 
что для любых В и В из одного и того же р* 

|| х" (В) - х* (В) || < в ( | )* (Л = 0,1,2, . • • )• 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 14. Пусть В={Ьи . . . , Ьп) и Б={Ъи . . . , Ъп}—два набора, 

принадлежащие одному и тому же множеству % 

Piif) - П С ~ *')• Р'Ю = П ( ' - ^ ' * = L -. . ,/я 
refy 

{обозначение R{ см. перед леммой 12). Тогда для всех i при t^Dt 

|Р (0-P/(0 |<6emin<|P, (0 | , |£(*)|>. 

Доказательство. Покажем, что 1п •Р, (0 
Pi(t) 

] 5 е при t e= D*: 

In Р< (0 
' Pi (О 

ш П *-К 
t — br 

1пП ' ' " * ' 
rGE^ /, - ьг 

+ 1пП 
r&Ri 

1 + 
/ — л 

'/-<V 

1 + t —и 
t-K 

Первое слагаемое равно | х\ (В) — х] (В) \ и поэтому меньше е. Оценим вто 
рое слагаемое. Так как при на лих условиях ч < 1 и ^ < 1, тс 

К— ьг\ 
допустимо разложение в ряд 

h-K 
то 



ОЦЕНКА ДЛИНЫ КОДА СИГНАЛОВ т 
t — t. 

In П ''"'' 

h-br 
r&ii 

(t-tp ( 1 
2 U-л)2 <'.-v 

' — < V ' ' " ' г 

+... 

^ 1 3 , 1 / 1 \2 / 3 \2 
s^— e — e — 

2 2 2 1 2 / U ^ + ^ )<M^ I +...<4e. 

Таким образом, In Pt (0 ! 5 s при / €E Д-. Следовательно, 

Л- (0 
P,W 

откуда 

Аналогично, 

I Pi ( 0 - ^ ( 0 l < 6.e | Pt it) |. 

\Pi(t)-Pi(t)\<te\Pi(t)\. 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 15. Пусть наборы B={bu . . . , bn} и Б={Ьи . . . , Ъп} при­
надлежат одному и тому же р*, 

g (о = Ф о e-w.-('--&»). 

((f>(t) см. в лемме 1). Тогда 

1в(0 — g W K Q e e m M max |g(x)| , max | g > ) | b •*<=[—Г, Г]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

<мо = П е-м, &ю = п е-й>-
Таким образом, для всех i 

8 (0 = Ф (0 Р* (0 &(0> 5 (0 = Ф (0 ft (0 0/ (0. 
Из определения множества индексов {R{} и пункта 2 леммы 9 сле­

дует, что число Рг сомножителей в Q{(t) и Qi(t) удовлетворяет неравен-
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ству 
Pi =^А{\г — /* |<_s/} < - ф л { | 2 — tt\ 

РАЩ^АЪ) 

( РА ('/) J 

Поэтому из свойства 2) функции vA(0 получаем, что при; 

Пусть ^ Д . Тогда, полагая р=ри имеем: 

1 —-Q, W 

<?*(') 
= U(0 1-п 1+4^ 

t—b, 
'Р i 

+ 
8 г Е 2 

( / _ * ) ( , _ * ) 

I ' ep-t£p w 4 - _ g l • • • e*> 

где rlf . . . , rv — индексы, не принадлежащие Ru 

:Ы*=\Ьг,-Ьгя\<\аг,-Ьг,\+\аГ1-Ьг,\< 

V 

.8 max 

'S ' S ' ^ i ' S rS I ' I rS rS I 

I , P ФгЛ + smax/ =4 ^ - , P(br)\-. 

' *^2llj2%& ' 
Сз4е 

при t^Dt. 
М 0 ^ ( 0 vAV)vA(t) 

пз леммы 5 и свойства 1) е-приближений наборов получаем: 
1 _ Qt(t) 

QiV) 
< C 3 4 8 — — ^ — - C4fxB(0 max \g(x)Y+ . . . 

- (C«M9)" m a x U W K C e max \g(x)\. 
(PA (0 v ^ W>" * - I«*<M-I * - K * < * + I 

Следовательно, 

I я (0 - g (0 К I Ф (0 Pi (0 Q/ (*) - Ф (0 Л (0 0. (01 + 
Pi(t) + |Ф(0Pi(0Q/(0-Ф(0Pi(t) Qt(t)\<\g(t)\ 1 
Pi(t) + 

+ 
Pi (t) 

Pl(t) 
\s(f)\ 1 — Qi W ;С328 max |g(*) | . 

Аналогично, 

1 U ( 0 - g W I < C 3 2 6 max \g(x)\ 

Лемма доказана. 
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§ 6. Доказательство теоремы 

Мы должны показать, что #(8,б)(Ва, Т ) < —log— (см. пояснение после 
к г 
3 С формулировки теоремы § 1). Фиксируем Г > —- (С± см. в лемме 1). По 

лемме 1 всякая функция f(t) из Вп равномерно на отрезке [—Т—1, 
Т + 1] приближается с точностью 6/3 функцией вида 

g(t) = Mv(t)R(t). 
Множество функций указанного вида, обладающих свойствами, пере­
численными в лемме 1, обозначим через G. Всякая функция g(t)^G 
однозначно определяется соответствующей ей константой М и набором 
А = {аи . . . , ап} корней многочлена R(t). Обозначим через & множество 
наборов Л, соответствующих функциям g(t)^G. Сопоставляя определе­
ния SB и & (3? определено перед леммой 11), получим SczS'. 

По лемме 11 в множестве наборов X можно выбрать е'-сеть, состоящую 

m q < 2 8 ' наборов Л'. . . . А\ где Т = 2Т + 3 [(Т + 1)3/4] + 3. Обозна­
чим через fir множество всех наборов B G X , ДЛЯ которых А! является е-
приближением. Множество (57 разобьем на подмножества Р/ == pi, / == 1, . . . 
, . . , L, L ^Сц (см. лемму 13). , 

Выберем в каждом множестве по представителю В\у / = 1, . . . , q,.l = 1,..., L, 
и обозначим через g\ (t) функцию ср (t) ^[(t — b) (b пробегает все значения 

набора В\). 
Фиксируем систему чисел {М{}, — s ^ / ^ s , 

fCtT # 2^35т2 

S = lQg(i+e) — 1 > 

такую, что M-i = — Mi, M0 = О, МХ = и при положительных t 

2е»572 

ЛГ,+1 =ЛЬ(1 + в).-

Покажем, что множество G*, состоящее из функций 
g\,i(t) = Mig\{t)y — s^i^s, / = 1, . . . ,</, / = 1 , . . . ,L , 

при надлежащем выборе в' образует (е, б)-сеть множества Вп на отрез­
ке [ -Г , Г]. 

Фиксируем g (t) =Mq>(t)R(t) ^множества G. Пусть А = {аи . . . , ап} 
— набор корней многочлена R(t). Этот набор принадлежит 3?аЗ?у по­
этому существуют /, / такие, что Л е р J . Из леммы 15 следует, что 

L(t)l[(t~af)^gi(t) ^32s max Ф w f i (*— >̂ 
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Пусть для определенности M^.Q и / таково, что 

Если М{=09 то 

.\g(Q-8ft\<Mi 

Если М{фО, то 

\8(f)-gl.i(Q\ = 

ф(0Ц('-«) 

Щ(*)ЦУ-ад-М&а) 

\g(t)\ 1 м Mt <e(t)H(t-ai)-gi(t) <с 

м, < | g ( ' ) | e + - f C32e' max | g (х) | < С36е' max | g ( * ) | . 

Итак, 

I* ( 0 - « $ ( ' ) К С**' max |gW | + 4 » ' е [ ~ - 7 \ Г ] . 

Как указывалось выше, для всякой функции / (t) ё Вп найдется функция? 
g(t)^G такая, что \g(t) — / (t) | ^L —, t^[—Т— 1, Г + 1 ], а так как эта функ-

о 

ция g (t) может быть приближена функцией glti с (С36е', 6/3)-точностью, то* 

1/(9-«Ь(0|<|/(0-*(01 + |*(0-«Ь<0|*5 
<4+c^e'max I*WI+4< 

< 4 ( 2 + Сзв8') + Сзве' max | / (*) | . 

Полагая е' равным е/С36, получим: 

1 / ( 0 - « Ь ( * ) | < в max | / ( * ) | + ф, / е [ - Т , Г Ь 

Итак, множество G* является (е, б)-сетью пространства функций из Вж 
на отрезке [—7\ Г]. Число элементов этой сети равно 

тЬш-~г Tctr2c„r« 
(7 X L X 2s < 2 8 x Cn X log(1+e) g 

Следовательно, 

Г log £t7 (2r+3[(7"+i)3/4]+3)log Si7 

^ М ) ( В Я , Г ) < 2 е ^ 2 
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Поэтому если T^>CS8l log —) и константа С38 достаточно велика, то 

f l o g ^ i < 2 7 4 o g ^ 
е е 

и, значит, 

НМ) {ВЮТ)<2Тlog^L. 
8 

Так как заменой переменных f = — класс 5 а может быть преобразован: 
(Т 

в Вл, то при 

r > C 4 o 0 m a x | ~ , ( l o g i ] 4 j 

имеем: 

H M ) ( B „ , 7 ) < ? - ^ l o g ^ . 
Я Е 

Теорема доказана. 
Поступило* 

4.IV.1974 
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