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Рассматривается задача минимизации функ­
ции/: M —> R, где M - n-мерное гладкое многооб­
разие. Для этой задачи предлагается метод, кото­
рый естественно реализуется в (управляемой) 
возбудимой среде. 

Возбудимой средой будем называть такую 
сплошную среду, каждый элемент которой (ней­
рон) имеет два состояния: возбужденное (1) и со­
стояние покоя (0). В этой работе предполагается, 
что при отсутствии внешнего потенциального по­
ля возбуждение распространяется локально: каж­
дый нейрон переходит в возбужденное состояние, 
как только возбуждение его достигло, и продол­
жает оставаться в этом состоянии, становясь сам 
источником возбуждения [1,2]. Характеристикой 
такого процесса служит множество D(x) всех воз­
можных скоростей распространения возбужде­
ния из точки х, задаваемое в касательном прост­
ранстве ТХМ. 

С множеством D(x) свяжем функцию Минков-
ского на касательном расслоении ТМ 

к(х, у) = kD(x, у) = mf{t > 0 | у G tD(x)}. (1) 

По построению, k(xi у) = ——— , где v(x, у) -
v(x, у) 

скорость распространения возбуждения из точки х 
по направлению у. Граница dD(x) множества D(x) 

с 
называется индикатрисой, величина — = 

v(x, у) 
- ск(х, у), где постоянная с имеет размерность 
скорости, называется коэффициентом преломле­
ния возбудимой среды. 

Из принципа Ферма следует, что множество 
D(x) выпукло [1, 3], а из (1) следует, что функция 
к(х, у) положительно однородна по у е ТуМ. До­
полнительно будем предполагать, что множество 
D{x) симметрично относительно начала коорди­
нат TJA. В этом случае введенные выше характе­
ристики возбудимой среды задают ее естествен­
ную метрику d(x, у) = ckD(x, z - х). 
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Пусть при t = 0 был возбужден нейрон х и пусть 
R(t, x) - множество возбужденных нейронов при 
t > 0, /?(0, х) = {х}. Определим функцию 

Ф(х, z) = M{ct > 0 | г G R(t, x)}. . (2) 
Ф(х, z) - это оптическая длина пути от х до z (по гео­
дезической метрического пространства (M, d)) и 
определяет в соответствии с принципом Ферма 
время (Ф(х, z)lc) распространения возбуждения из 
х в z. Граница множества уровня [z \ Ф(х, z) < с?} -
волновой фронт. 

Вернемся к поставленной задаче поиска миниму­
ма функции/, относительно которой будем предпо­
лагать, что она непрерывна, ограничена снизу и для 
любой фиксированной точки хе M fix - z) -> °°, ес­
ли d(x, z) —» °°, так что/достигает своего миниму­
ма (в точке х*). 

Процесс минимизации будем рассматривать как 
обратный процессу распространения возбуждения. 
Именно, будем предполагать, что функция fix) с ка­
кой-то точностью аппроксимируется функцией 
Ф(х; х*, d), где Ф определена в (2); х* - начальная 
точка возбуждения. В силу свойств Ф, тш{Ф(х, 
х*) | x G M] = Ф(х*, х*); Ф(х, х*) > 0, х Ф х*. 

Будем различать три случая. 
1 . И д е а л ь н ы й с л у ч а й : множества уров­

ня функции fix) совпадают с множествами уровня 
функции Ф(х; d), при этом метрика d, порождаю­
щая Ф, известна для всех хе М. 

Из предположения о симметричности множе­
ства D(x) следует 

П р е д л о ж е н и е 1. Время распространения 
возбуждения из точки х в z равно времени рас­
пространения возбуждения из z в х, т.е. для оп­
тической длины пути 

Ф(хл) = Ф^,х). (3) 
Траектория возбуждения из х в z (если она су­

ществует) будет траекторией наискорейшего спу­
ска (геодезической) для функции Ф(г, х) из х в ее 
минимум z = x* (и обратно). 

Необходимым условием существования траек­
торий возбуждения является строгая выпуклость 
множеств D(x). 
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П р е д л о ж е н и е 2. Пусть множества уров­
ня f совпадают с множествами уровня функции 
Ф(-, d), где d = ck(x, y), k(x, y) - гладкая положи­
тельная функция на ТМ\{нулевое сечение] и 
строго выпуклая, положительно однородная 
функция у е TJA при всех х е М. 

Тогда наискорейший спуск в минимум функ­
ции f'из произвольной точки х0е M определяет­
ся уравнениями 

Л = $НОс1£)г x(ttX)\rsQ = Xot (4) 

где функция Гамильтона 

иг \ (Р>У) df(x) /сч 

у*ок(х,у) дх 
Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2 следует 

из предложения 1 и из того, что уравнения (4), (5) 

при х(0) = х* и р ~ -jr- будут определять траекто­
рии возбуждения из точки х*. Отметим, что здесь 
"наискорейший спуск" понимается в нелокальном 
смысле, для любых начальных точек х0, при этом 
функция /может иметь сложную структуру: быть 
невыпуклой, иметь овражный характер и т.д. 

2. Э к с т р е м а л ь н ы й поиск без обу­
чения: ставится задача минимизации заданной 
функции/в метрическом пространстве (M, d) без 
приближения ее функцией Ф(-, d). 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть функция/непре­
рывно дифференцируема и имеет изолирован­
ный минимум. Тогда процесс (4), (5), где к(х, у) -
произвольная строго выпуклая функция Минков-
ского на ТМ, локально сходится к минимуму f. 

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 3 следует 
из того, что для любого строго выпуклого мно­
жества D(x), порождающего функцию к, поиск 
осуществляется по улучшающему направлению: 

( | , « < 0 . 

З а м е ч а н и я . 1) Аналогичный (4), (5) про­
цесс можно построить для дискретного времени и 
негладких функций. В последнем случае вместо 
градиентов Я и / необходимо использовать суб­
дифференциалы этих функций. 

2) Пусть индикатриса возбуждения задается 
положительно-определенной квадратичной фор­
мой, т.е. возбудимая среда имеет риманову метри­
ку. В этом случае функция Гамильтона (5) как 
опорная к эллипсоиду также представима поло­
жительно-определенной квадратичной формой. 
В результате уравнения (4), (5) будут иметь вид 

х = -&х)Щ£, Q(x)>0, 

т.е. иметь структуру квазиньютоновских алго­
ритмов. 

3) В процессе (4), (5) роли Я и/можно поме­
нять местами. В результате приходим к спуску в 
сопряженном пространстве 

р = j£Mt х = Шы1. 
дх др 

Этот алгоритм был предложен A.C. Немиров-
ским и Д.Б. Юдиным и получил название метода 
зеркального спуска [4]. 

Покажем, что процесс (4), (5) легко реализует­
ся в управляемой возбудимой среде. Будем пред­
полагать, что в среде внешним потенциальным 
полем U(x) можно активировать (0 -» 1) или инги-
бировать (1 -> 0) нейроны в соответствии с прави­
лом £(*) = o(U(x) - а), где а - величина порога, 
o(z) = 1, z > 0, CT(Z) = 0, z < 0, £,(х) - состояние ней­
рона. 

Выберем два положительных числа г и с и 
пусть х0 - начальная точка поиска. Возбудим во­
круг х0 множество нейронов Dr(x0) ={z\ t,(z) - <з(г-
- d(x0, z)) = 1}, г - время активации. Затем погасим 
возбужденные нейроны, за исключением множе­
ства Grc(x0) = Dr(x0) n ЯДх0), где Rc(x0) = {z \f(x) < 
^ÂXQ) -С], например, в соответствии с правилом 
Grc(x0) = {z\a{[r-d(xQ,z)W(xo)~Âz)~c]} *= 1}. 

При увеличении с множество Grc(x0) сокраща­
ется, стягиваясь в х* ~ точку касания множеств 
Dr(x0) и Rc(x0). Очевидно, у = х{ - х0, где хх 6 Grc(x0), 
является направлением спуска, при х{ - xf совпа­
дающим с касательным направлением к траекто­
рии процесса (4), (5). 

Эффективность процесса поиска: хк+1 б Grc(xk), 
к = 0, 1,2,... (и процесса (4), (5)) зависит от соот­
ношения скоростей активации и ингибирования 
(определяемом параметрами г и с), а также от то­
го, насколько хорошо функция Ф(-, d) с известной 
метрикой d приближает заданную функцию/ По­
этому в экстремальный поиск желательно ввести 
этап обучения. 

3. Поиск с обучением . Пусть ^ - теку ­
щая точка поиска. Рассмотрим задачу 

\{f{z)~<$>(z;d)fp{xk,z)dz-*M, (6) 
M 

где неотрицательная функция р(хк, z) может ин­
терпретироваться как плотность вероятности 
возбуждения нейронов вокруг центра хк и опреде­
ляет обучающую выборку для решения задачи (6). 
В простейшем случае функция р(хк, z) постоянна 
на множестве D{xk), 

Полученная в результате решения (6) функция 
является моделью экстремальных свойств/в ок­
рестности хк и для нее может быть организован 
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"идеальный" спуск из хк в новый центр аппрокси­
мации Xk+i И Т.Д. 

Реализация алгоритма обучения в многослой­
ных нейросетях для решения задач вида (6) рас­
сматривалась в [5]. Задача обучения в нелокаль­
ном поиске для квадратичного случая аналитиче­
ски изучалась в [6]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (проект 93-01-00470). 
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