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ВЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ 
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Ха Зуй Банг 

При решении нелинейных дифференциальных уравне­
ний бесконечного порядка в классе периодических функ­
ций возникает необходимость изучения теорем вложения 
пространств Соболева бесконечного порядка периодиче­
ских функций. Теоремы вложения пространств бесконеч­
ного порядка рассматривались в [1—4]. В данной работе 
методом, отличным от методов [1—4], получены легко 
проверяемые условия вложения и компактности для та­
ких пространств. 

Пусть 0 <^ ап — произвольная последовательность чи­
сел, которая содержит некоторую бесконечную подпос­
ледовательность положительных элементов, 1 ^ р ^ с х > , 
1 <^ г < оо. Обозначим через W°° {an, р, г} (0, 2л;) про­
странство всех 2л-периодических функций / (х) G= C°° (R) 
таких, что 

\Wf\\\raSZ=0an\\Dnnp<°°-

Аналогично вводится пространство W°° {bn, /?, г} (0, 2jt). 
Изучим следующее вложение: 

W" К , р, г}(0, 2я) С W°° {bn, р, г}(0, 2л). (1) 

Докажем сначала вспомогательные результаты. 
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ЛЕММА 1. Пусть f (х) e C°° (R) — 2л-периодическая 
функция и 1 <; р <; оо. Тогда всегда существует предел 

d / =lim| |Z?7Bj / n . 
П-»оо 

df = Of = sup {| /с |: /с е supp / (£)}, 

где / (£) — преобразование Фурье функции f (x). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим функцию / (х) в 

ряд Фурье: 

где /* - (2Я)"1 (/, ег**) (к = О, ± 1 , . . .). Тогда 

Dnf(x) = X=-J* №Г*"* (* = 0, 1- • • •)• 

Отсюда получим для к = 0, + 1 , . : . ; п = О, 1, . . . 
| f4kn | = (2я)-11 (Z>7, е-***) | < (2Л)-1/Р || Л»/ ||р. 

Следовательно, для всех индексов к таких, что Д. ̂  О 
имеем 

•lim|/fcA5n|Vn = |&|<l im| |Z)7l |p n -

Отсюда, учитывая 

/G) = XL»/*6 (£ + *). 
получим 

< r / < l i m l D n / i r - (2) 

Далее, покажем, что 

Й ^ 1 Р 7 1 1 Р / П < ^ - (3) 
П—оо 

Нам надо доказать только случай оу < оо. Тогда из 
теоремы Пэли—Винера—Шварца следует, что / (z) явля­
ется целой экспоненциальной функцией типа <j/. Следо­
вательно, учитывая неравенство Бернштейна, получим 

II Dnf ||р < <т?Ц / lip (* = 0, 1, . . . ) • 
Отсюда вытекает неравенство (3). 

Объединяя (2), (3), немедленно получим то? что надо 
доказать. Лемма доказана, 
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ЛЕММА 2. Пусть 0 < ап, О < хп < хп+1, п = О, 1, . .. 
Тогда имеет место тождество 

где eS = SHfc«i (̂  = 0,1,...). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При лг = 0, 1, . . . имеем 

= х0 (е0 — 8i) + ^ (8 ! — е2) + .. . + хп(гп — еп+1) + хп+18п+1= 
= а0х0 + а^\ + . . . + ап

хп + a w £ + r (5) 

Рассмотрим сначала случай 2ап#7г = оо. Тогда (4) 
легко вытекает из (5). 

Далее, пусть 2апжп < оо. Тогда, в силу (5), для по­
лучения (4) нам осталось доказать равенство 

limxn8n = 0. 
П-*оо 

А это немедленно вытекает из следующих неравенств: 
0 < хпгп — хп (ап + ап+1 + . . . ) < апхп + ап+1хш1 + ... 

и сходимости ряда ^апхп. Лемма доказана. 
Найдем теперь условие вложения (1). Естественно 

предполагать, что 
lim <#* = (), (6) 

7 1 - * оо 

так как это условие необходимо и достаточно для беско­
нечномерности пространства W°° {ап, р, г} (0, 2я) (см. 
[5]). Ясно, что достаточным условием вложения (1) явля­
ются неравенства 

Ъп < Кап, га > 0, К < оо. (7) 
Однако эти неравенства слишком ограничительны, ибо 
требуют обращения в нуль коэффициентов Ъп по крайней 
мере для всех тех номеров, для которых ап = 0. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть выполнено следующее 
условие: 

8ь 
M = s u p - £ - < o c . (8) 

Тогда имеет место вложение (1). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для кратности будем обо­
значать W™ вместо W°° {an, р, г} (О, 2я) и считать, что 
а0 Ф 0. Очевидно, что имеет место вложение (1) тогда, 
и только тогда, когда существует такое число Мг, что 

IHHK^i l l№ r . « W G C , IIвII, = 1- (9) 
Положим 

Wx={u{x)eiWZ: | |u||p = l, \D*u№ < « ? - , * = l f2 f . . .} , 

W2= [и (х) e= ̂ : || it ||p = 1, 3 * > 1: I D«u $* > -J-J. 

Зафиксируем произвольную функцию • и (ж) E= WY (и з 

условия (6) и леммы 1 легко видеть, что W™ содержит 
все 2я-периодические функции / (х) ЕЕ С°° (R) такие, что 
а} < оо. Следовательно, PF2 непусто и обозначаем 

£0 = к0 (и) = min {&: || D«u $* > -£} . 

Тогда имеем 
| | ^ и | | р < | | ^ ^ | | р , Л > Л 0 . (10) 

Действительно, из неравенства Колмогорова (см. [4]) и 
|| и ||р = 1 следует 

1 1 ^ ^ 1 1 Р < ( - ^ ) П | | Д ^ | 1 Р % л > £ 0 . 

Отсюда, учитывая определение числа k0i получим 

-г < (4-И ^ « И Р ^ Ч II ̂ "иЯГ. »>*.. (И) 

С другой стороны, из неравенства Колмогорова имеем 

11^1"«ГЧ(Т-)П+111^+1"11Р- «>i . 

Следовательно, 

l l ^ ^ l l ^ ^ l ^ ^ l l ^ ' l l ^ ^ l l p , п>1. 

Из последних неравенств и (11) немедленно получим (10). 
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Далее, из леммы 2, неравенств (8), (10) вытекает 

Tn^Jn\\Dnufv = 

= || D^u \\l e t + ST=St (II D™u \\l - || D*u fp) sb
k+1 < 

< M [|| D*-u \\l e?o + 2Г=1 . (II Д*+1" UP - II ^*« UP) «&I] -

= м 2£U. «n II Д"и 1ГР < м in и HI;. (12) 
Следовательно, и (x) ЕЕ И^Г\ и в силу произвольности 
функции и (х) ЕЕ W2 вытекает W2CZ W™. Обозначим через 
Ra (Rb) — радиус сходимости ряда 2an£n (2&п£

п). Тогда 
из Ra = оо (это следует из (6)) и W2 CZ И Г̂ вытекает 
i?b — оо. Положим 

Тогда Мх < о о и Мг есть искомое число. Действительно, 
для и (х) ЕЕ WP2 из (12) имеем 

11И11ь=У*°~\||Дп"11;.+ УГ ^Идп"11р< 
<У° bn\\Dnu\\l + b(-^)^M\\\u\\\: + 

+ * ( £ ) < ^ 1 III "III--
Наконец, если и (х) Е= TFl7 то 

I l l 4 l l b < ^ n = / n ( - ^ ) < III « I i e ^ * ( - p - ) < ^ l III «Ilia-

Из доказанных неравенств получим (9). Предложение до­
казано. 

З а м е ч а н и е 1. В [1] было доказано, что неравен­
ство 

SEUMupigv^DKoo (13) 
является достаточным условием вложения (1). 

З а м е ч а н и е 2. Нам не удалось окончательно 
сравнить условия вложения (8), (13). Однако можно 
привести пример, при котором (8) выполняется, а в тоже 
время (13) не выполняется. 
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П р и м е р . Пусть ап = (nl)"1, п = О, 1, . . .; Ь0 = 1, 
К = еП (2ялгп+1)-1, га = 1, 2, . \ . Тогда легко видеть, 
что 

sup [Ра"1 (|)] = sup gne-^ = ппе-п (п = 1, 2 , . . .). 

Следовательно, 

У°° 6n sup [Га"» (g)]= V " 4 г = °°' 
т. е. (13) не выполняется. С другой стороны, имеем 

Ъпа~п = епп! (2ппп+1)"1 -> 0, п -> оо. . 

Следовательно, lim 8n (е£)-1 = 0 и имеет место (8). 
П->оо 

З а м е ч а н и е З . Из (7) вытекает (8). Легко привести 
пример, при котором sup Ъпа^ = оо, и в то же время 
имеет место (8). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть существует число к^>0 такое, 
что 

Тогда справедливо вложение (1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у > 0 — произволь­

ное число. Положим 
Ту if) = Г 1 / р / (V-1*), / G C 

Тогда из следующих очевидных равенств: 
II DnTy (/) ||Vo,2Ya) = Y-" il Dnf IUp(o,«*> • » = 0, 1, . . . , 

вытекает, что 7\ является взаимно однозначным изо-
метричным отображением из W°°{an, /?, г} (0, 2jt) на 
W~ {а7у г , р, г} (0, 2Тя), где Ж - {an7

nr, р, г}(0, 2уя) обо-
значается пространство всех 27я-периодических функ­
ций и (х) ЕЕ С°° (R) таких, что 

K^anTr\\Dnu\lp{^n)<^00. 
Следовательно, для любого у ^> 0 справедливо вложение 
(1) тогда, и только тогда, когда имеет место следующее 
вложение: 

W- {апупг, р, г} (0, 2уя) С W°° {Ъпупг, р, г} (0, 2ул). (14) 
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Учитывая, что утверждение леммы 1 переносится на 
случай и (х) СЕ С°° (R) — 27Л-периодической функции (это 
делается легко) и lim (апупг)1/п = О, повторяя рассуж-

П->оо 

дения, приводимые в доказательстве предложения 1, 
получим, что 

является достаточным условием вложения (14). Следо­
вательно, (15) также является достаточным условием 
вложения (1). Для завершения доказательства теоремы 
нам осталось подставить в (15) 7 — ^1/г- Теорема доказана. 

Перейдем теперь к нахождению условий компактности 
вложения (1). 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть выполнено условие 
hmeb

n(ea
n)-i = 0. , (16) 

П-*оо 

Тогда вложение (1) компактно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из критерия компактности 

вложения, установленного в [11, следует, что вложение 
(1) компактно тогда, и только тогда, когда для любого 
е > 0 существует число такое N = N (s), что 

2^Nbn\\Dnu^^E, u(x)<=WZ, | 1 И | в < 1 - (17) 
Ясно, что неравенства (17) эквивалентны следующим: 
Для любого е > О существует число такое N = N (е), что 

2Г=Ип1|Япи|1р<е, « ( 1 ) 6 С И И 1 а < 1 . 1 И 1 Р < 1 . 
(18) 

Докажем теперь (18). Пусть выполнено условие (16). 
Тогда имеем условие (8). Следовательно, как было до­
казано в начале доказательства предложения 1, Rb = оо. 
Зафиксируем теперь произвольное число 8 > 0 и выберем 
такой номер п0 = п0 (е), что 

*—too / „ЧГ \П 

Для каждой функции и (х) <= W?,ou> -^- , \\\ и |] |0< 
<̂  1, || и ||р <J 1 положим 

Ap = ft,(i*) = min{ft>l: №*u$*>%-}. 
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Тогда, как было показано в доказательстве предложения 
1, имеем 

\\Dnu\\p^\\D^u\\p, n^k0. (20) 
Далее, пусть пх — такой номер, что 

в^(е^Г 1 <- | - , n>nv (21) 

Положим N = max {п0, пг}. Тогда для всех и (х) Е= W™, 
ви> \ , |||м |||а < 1» II и \\р < 1 из неравенств (19), (20), 
(21) и леммы 2 вытекает 

V 0 0
 6 j j ! ) » „ ^ < ^ - + у* • б„!•£>"« и; < • • 

=max{JcolN} 

=тах {?c0,JV} 

Наконец, для каждой функции 
я 2 

< 4 - + Т - Л М Л Ъ Ц ^ в . (22) 

u(x)(=WZ, a u < ^ , HI и |||„ < 1 , | | и | | р < 1 

из неравенства Бернштейна имеем 
<гт2П 

1|Дп"1!р<<^1М1Р<-^г' в > 0 . 
Отсюда 

для достаточно большего числа iV = TV (e). Предложение 
2 доказано. 

З а м е ч а н и е 4. В [4] было доказано (см. теорему 
1.1), что 

limbnan1 = 0 (23) 

является достаточным условием компактности вложения 
(1). Легко видеть, что наше условие компактности (16), 
действительно, слабее условия (23). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть существует число Я > 0 такое, 
что 

П-*оо 

Тогда вложение (1) компактно. 
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Теорема 2 доказывается рассуждениями, приводи­
мыми в доказательстве теоремы 1 и предложения 2. 

В заключение автор благодарит Ч а н Д ы к Вана за 
внимание к работе. 

Институт математики Поступило 
Ханой, СРВ 15.12.86 
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