
В заключение приведем одно тривиальное, но важное в приклад­
ном отношении следствие доказанной теоремы. 

С л е д с т в и е . Если функция f{x, t) имеет кусочно по t непрерыв­
ную в Q частную производную ft(x, /), то смешанная задача ( 1 ) — ( 3 ) 
разрешима. 
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О ТЕОРЕМЕ ГУРЕВИЧА ДЛЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 

Теорема о понижении обычной размерности при отображениях хо­
рошо известна в разных предположениях [ 1 — 3 ] . Здесь доказывается 

Т е о р е м а . Имеет место неравенство Fd X<dim (fX) + Fd f, Zde 
FAX— фундаментальная размерность компакта X Г41, a F d f = 

- s u p {Fd(f-m 
у 
Рассматриваются только непрерывные отображения метризуемых 

.компактов. Заменить &\m{fX) на Fd(/Jf) здесь нельзя, как видно на 
примере проекции окружности на ее диаметр. 

Л е м м а. Для всякого отображения f: компакта в полиэдр и 
для всякого его подкомпакта X, Fd X^k, найдется такая окрестность 
U множества X, что \ \ v гомотопно некоторому отображению в k-мер-
пый остов Lk полиэдра L. 

Это утверждение легко следует из равенства размерности Fd и де­
формационной размерности в смысле Дыдака [ 5 ] и того, что остов 
Lk является деформационным ретрактом некоторой своей окрестности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . В силу теоремы Новака [6] 
можно считать компакт X связным. При d i m ( / X ) = 0 теорема очевидна. 
Предположим, что она верна для всех компактов из Y=fX размерно­
сти <n=dim Y. Пусть m=Fdf. Вложим X в гильбертов куб Q. Доста­
точно показать, что для любой призматической (окрестность'С? назы­
ваем призматической, если она имеет вид nrl{L), где L — подполиэдр 
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куба / ' Х О Х О Х . . . , а щ: — естественная проекция) окрестности 
О компакта X в Q включение Х^О гомотопно в О некоторому отобра­
жению в (т + п)-мерный компакт [5, 6 ] . Для этого согласно лемме 
для каждого у из У выберем такую призматическую окрестность Uy 

слоя f-l(y) и такую окрестность Vy точки у, что IntOzDUyz}f-1 (Vy) и 
проекция Ki\uy'-Uy-+L гомотопна некоторому отображению в /п-мер-
ный остов основания L призмы С, так как F d f f - ^ X m для каждого ц 

(у)). 
В покрытие {Vy} можно вписать такое конечное замкнутое покры­

тие {У г}, что dim(yjon . . . f l ^ K / i - t для любых индексов ц и лю­
бого £, 0<£<л+1, так как dimY<rc [7]. Покрытие {Х{}у X ^ f - i (У<), 
вписано в {Uy}. Пусть Ui=Uy. ZD Xt. По предположению Fd(X*0 П . . . П 
f\Xik)^.m + n—k для любых индексов (?- и любого ky 

Построим такие призматические окрестности ..,sfe непустых 
пересечений Xio f] . . . f| X f f t , что l/ l e < f e cz 0 , o i f t = П ?, ih 

—знак вычеркивания индекса ij) и проекция щ\uiQ,...,ik • Ut0 ih-*~ 
->Li 0 tk в основание призмы Oio t гомотопна отображению в 
(т+п—&)-мерный остов полиэдра Li0t...ti,(l—l(i0y . . . yik)). Сделаем 
это по индукции, начиная с двухиндексных окрестностей пересе­
чений Xi0(]XitJ с помощью леммы и неравенств 

Fd(Xu{]...(]Xih)^m + n-k. 

Найдется одно такое число /, что Q=njlLy Oio th=WflLio.....iki 
UiQt,,,tih=njlKi0,...,ik для всех построенных выше окрестностей, при этом 
основания всех этих призм лежат в 11Х0Х0Х . . . . Схема пересечений 
всех этих призм — та же, что и у их оснований. Можно считать, что 
эти основания — подкомплексы куба 7 Z X 0 X 0 X взятого с достаточ­
но мелкой триангуляцией, и что при всех гомотопиях, основания рас­
смотренных призм уже лежат в / 'ХОХОХ . . . . Дело в том, что если 
U cz 0=л~1

 L'=Tiyl L при V>1 и если щ\и'- U-+L гомотопно отобра­
жению в й-мерный остов полиэдра L, то Щ'\и• £/->L' гомотопно отоб­
ражению в ^-мерный остов полиэдра В самом деле композиция 
включения i: LczL' с данной гомотопией дает искомую гомотопию, так 
как ы, где я : L'-**L — естественная проекция, есть деформационная 
ретракция и ini — inni> c*ni>. 

Заметим, что для всех построенных по индукции включений 
Ut0 ikcz0i9t...tik включения оснований KiQ,...tikczLi0 *fc также гомо̂ -
топны отображениям в те же (т + п—k)-мерные остовы, нужно лишь 
прежние гомотопии # z 0 , . . . , * f e заменить на гомотопии Ht0 tkiy где i— 
включения Ki0,...,inaUi0 *fc. 

Индукционное построение в обратную сторону сложнее. Если Х*0П 
...(\ХгпФ0у то (так как Fd (Х«в П •• * П т ) проекция щ\хип...пх1п 

гомотопна в Kiot...,t отображению в m-мерный остов Ki™?..;,tn- Пусть Z— 
= Xit П . . . П Xtn- Пересечения Z 7 = Xj П Xh П . . . П Xin попарно не пересе­
каются. В силу предыдущего утверждения проекция щ\ \Jzj гомотопна в 

(J/C/.ц inczKitt...,in отображению в m-мерный остов КТи...лп- По теореме 
Борсука [8] эту гомотопию можно продолжить в такую гомотопию G= 
=Git tn:Z х I-»Kil9....in, что G0=nt\z и Gt(Zj)cz/C/ile...,in для всякого 
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/ (для любой гомотопии я|)(х, /) мы полагаем %(х)=^(л;, t)). Эту гомото­
пию можно подправить. 

Пусть /—включение Ktt tncz Lix i n , а Л—остов K?lt...tin. Так как 

/ гомотопно отображению в Ц j (т. е. со( / )^т) , то по лемме 4.3 из 
[6] найдется такая гомотопия Ф = Ф ^ ^ K i l , . . . , i n X I-+Litt...,inJ что ф0 

является включением K=Kiit...,incz Ltt,...,in, ф](&) с: LT*l..,in и <pt(Km)cz 

czLTttl.,in при любом t. 
Далее, по теореме 2.2.5 из [5] существует такая гомотопия F=Fitt...tin : 

•:KxI-+Li%,....in, что F0(y)=y при yei K = K h , . . . j n , Ft(y)=y при y e 
:K m =/C£. . . . f n и любом / и F 1(K)c:L?;+!..i n. Наконец, полагаем 

H=Hilt...,in(x9 t) = 

' G(x, 2t) при 

F(G(x, 1), 2/—1) при f > 

Это определение корректно, так как F(G\(x9 1), 0)=F 0 (G(A; , 1 ) ) = G (А:, 1). 
Легко проверить, что Н0(х)=щ(х) и Я ^ ^ Е ^ ! . , ^ при любом хе= 

е Х^П • • • П X j n и что # x (x) еЕ L£,...,fn и e'L/j *п при любых X G 
е Xj П Xj t П • . • П X* и любом t. Беря всевозможные непустые Xit f| . . . 
. . . f lX* , получаем таким образом гомотопии / /* 1 ( . . . ,« п , которые совпадают 
друг с другом на пересечениях по я + 1-му элементу. 

Это же построение проводим Для непустых пересечений Z=Xtif\... 
. . . П X* : «продолжаем гомотопии» #/*2 t с U Zh где Z ; = Х;- Г) X*, Г) • • • 
. . . ПХгп=т^= 0 , в такую гомотопию G=Gh in\Z х I~+Ku tn, что G 0 = 

= f t / j z и G^Zj) cz K!ji^..ti . С помощью уже упомянутой леммы 4.3 и теоре­
мы 2.2.5 получаем такую гомотопию F=Ft2 * : /G2,...,i X / L * 2 *я , 
что F0(y)=y при у ЕЕ K=Ki2 in, Ft {y) = y при y€EEKm+l и любом * и 
что Fx(К)cz LT2t2.,in- Из G=Gt2 i n и F=Fi9t...tin по формуле, приведен­
ной выше, строим гомотопии H = Hi2 %п: Х*2П . . . П Хгп X I -+-Li9t..,,in для 
любого непустого пересечения Х*2 П . • • П Х^. Эти гомотопии совпадают 
друг с другом на попарных пересечениях и обладают следующими свойствами: 
1) Н0(х) = Щ(х) и Нг(х)GE Ь?+2.лп при хе= Х|, П . • . П Х, я ; 

2)H1(x)^L?X I n и Я ^ е = 1 , 1 1 1 в , . . . в « л при х es X, t П X,, П . . . П ЪП и 
любом /; 
3) H ^ E E L T M . . . ^ и ^ W e L W l , i , i n при Х, в П X, t П . . . П X l f | 

и любом tf. 
Эти свойства гарантируют дальнейшее индукционное построение, и в конце 
концов мы приходим к таким гомотопиям Ht: Xt X I-+LtczLy что # f(x;, 
0 ) = х и Ht(x, \) ̂  LT+n cz Lm+n при x e X j , Все эти гомотопии совпадают 
друг с другом на попарных пересечениях. Поэтому получаем гомото­
п и ю Н: XXI-+L, связывающую проекцию щ: X-+L с отображением в 
(т + п)-мерный остов Ьт+п. Так как тождество 1& гомотопно проекции 

ni\ г0 » 1 0 включение XczO гомотопно ограничению щ\х и тем самым 
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отображению в (т + п)-мерный полиэдр L w + n , лежащий в б?. Таким об­
разом, FdX^n+m. 

Автор выражает благодарность профессору Ю. М. Смирнову за 
постоянное внимание к работе и ценные замечания. 
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ОЦЕНКИ МЕРЫ ВЗАИМНОЙ ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТИ 
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ЧИСЕЛ 

I. Введение. В 1949 г. А. О. Гельфонд и Н. И. Фельдман доказали 
[1], что если а и р— алгебраические числа, а отлично от 0 и 1, сте­
пень р равна 3, Р(х, у) — многочлен с целыми рациональными коэф­
фициентами степени d и высоты Я, то при достаточно большом 7, где 
f=max (d, In Я) , и для любого е > 0 выполнено неравенство 

|Р(а р , а р 2 ) | > е х р ( - е х р ( Г 4 + 8 ) ) . 

Дальнейшие улучшения этого результата есть в работах Г. В. Чуд-
новекого [2] и Д. Броунвелла [3]. 

В данной работе доказывается следующая 
Т е о р е м а . Если Р, а и р такие же, как выше, t(P)=degP+ 

+ 1пЯ(Р), то существует постоянная ji=ji,(a, Р)>0 , такая, что 

| Р (a p, а р 2) | > ехр (— exp (\it (Р) deg Р)). 

Аналогичный результат доказан Диасом [4] с использованием 
оценок кратностей нулей многочленов на алгебраических многообра­
зиях и критерия алгебраической независимости Джаббури. 

2. Доказательство оценок для идеалов. Пусть Z[X] =Z[x 0 , о, j]> 
1 < J ^ 3 , — кольцо многочленов от 13 переменных с целыми 

рациональными коэффициентами, а величины N(p), Я ( р ) , р(оз), р 
определены так же, как в работе [5]. Можно также считать, что р — 
целое алгебраическое число. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть а и р удовлетворяют условиям теоре­
мы, р — однородный простой идеал кольца Z[X] высоты 12, 

p f l Z = ( 0 ) , t:(p)=N(p)+lnH(p)y ш = ( 1 , аь eai% at = ^~\ 
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