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СИНХРОНИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТНЫХ МАШИН 1 

Получены необходимые и достаточные условия существования у линейной 
последовательностной машины (ЛПМ) синхронизирующей последовательно­
сти, изучены свойства синхронизирующих ЛПМ. Предлагается метод обна­
ружения неисправностей в синхронизируемых ЛПМ. 

1. Введение 

Одной из основных причин, порождающих сложности при решении задач контро­
ля или диагностирования цифровых устройств, является отсутствие, как правило, 
информации об их начальных состояниях. Для преодоления указанной неопределен­
ности начального состояния устройства перед началом процесса контроля или диа­
гностирования его желательно установить в некоторые заранее известные состоя­
ния. Такая установка может быть осуществлена различными способами: либо пред­
варительной подачей на устройство так называемой установочной последовательно­
сти, либо последовательности синхронизирующей. Последняя выгодно отличается 
от установочной, поскольку ее применение для цели установки устройства не требу­
ется ничего, кроме как подачи на вход. В то же время использование установочной 
последовательности влечет за собой необходимость наблюдения выходной реакции 
устройства на эту последовательность и некоторого анализа полученной реакции. 
Именно поэтому процедуры контроля и диагностирования цифровых устройств, ко­
торые поддаются синхронизации, являются достаточно простыми и эффективными, 
что делает их привлекательными в практическом аспекте. Проблема синхронизации 
автоматов общего вида, используемых в качестве математических моделей цифро­
вых устройств с памятью, уже исследовалась, однако полученные результаты свиде­
тельствуют о том, что методы построения синхронизирующих последовательностей 
для них являются довольно трудоемкими. ЛПМ, хотя и представляют собой только 
частный случай автоматов общего вида, тем не менее находят широкое применение 
при кодировании информации, при организации контроля устройств с применением 
сигнатурного анализа и т.д. В силу существенной специфики ЛПМ по сравнению с 
автоматами общего вида для них решение проблемы синхронизации и поиска неис­
правностей значительно упрощается. Работ, связанных с исследованием указанных 
выше проблем применительно к ЛПМ, в научной литературе нет, и предлагаемая 
статья восполняет этот пробел. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим ЛПМ А над полем GF(p) с £ входными и га выходными полюсами, 
имеющую п состояний. Условимся далее обозначать входной и выходной векторы, 
а также вектор состояний соответственно следующим образом: 

u(t) = [ul(t)u2(t)...ut(t)]T, 

У ( ' ) = Ы%2(<)-.-2/т(<)] Т> 

eft(*) = [*i(<b(*)-...*»(*)]T, 
где Т - операция транспонирования. 

1 Исследование выполнено при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований. 
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При фиксированном t в записи векторов символ t может быть опущен. 
га-мерное пространство векторов состояний называется пространством состояний 

ЛПМ и обозначается 5„ , где \S~\ = pn. 
Ь>ак известно [1], ЛПМ задается системами уравнений состояний и выходов со­

ответственно: 

(X) s ( l + l ) = ^ s ( 0 + BuW, 

(2) y( i ) = Ce(*) + Du(*)> 

где матрицы А = 1Ы|пХп, В = | | М | П Х / , С = \Ы\тхп> D = H*jlLx*> называются 
характеристическими. Все эти матрицы заданы над полем GF(p). 

Пусть заданы входная последовательность u(0), и ( 1 ) , . . . , и(к) длины к + 1 .и на­
чальное состояние s(0) ЛПМ. Тогда соответствующая им реакция и конечное со­
стояние вычисляются по формулам 

(3) s(t + 1) = Ai+1s(0).+ A*Bu(0) + А*-гВи(1) + . . . + ABu(t - 1) + Bu(t), 
(4) y(t) = СА*в(0)Ч C A ^ B u f O ) + C ^ - 2 5 u ( l ) + . . . + CBu(r - 1) + Du(t). 

Условимся далее через U* обозначать множество всевозможных входных после­
довательностей конечной длины во входном алфавите U ЛПМ, а через О -т нулевую 
матрицу. 

В работе рассматриваются следующие задачи: 
1) найти необходимые и достаточные условия существования у ЛПМ синхрони­

зирующей последовательности, а также только необходимые и только достаточные, 
но легко проверяемые условия существования такой последовательности; 

2) разработать метод построения последовательностей, обнаруживающих задан­
ную неисправность в синхронизирующей ЛПМ. 

3. Синтез синхронизирующих последовательностей 

Входную последовательность u(0), и ( 1 ) , . . . , и(к) Е U* ЛПМ А назовем синхро­
низирующей, если 

(б) ysiiSjeSnAk+\(0) + AkBu(0) + ... + Bu(k) = 

= А* + 1я,-(0) + АкВи(0) + . . . + Би(*). 

Содержательно приведенное определение означает, что синхронизирующая по­
следовательность переводит ЛПМ в одно и то же конечное состояние независимо от 
ее начального состояния. 

Перенося в (5) правую часть выражения налево, получим 

(6) V s £ ) S i G SnAk+l(Si(0) - e,-(0)) = О. 

Поскольку в (6) s,(0) и Sj(0) являются произвольными состояниями, то (6) экви­
валентно выражению 

(7) Ak+1s = О, 

где s понимается как вектор-столбец [si, s2i..., sn]T с га компонентами ( Т - знак 
транспонирования), возможными значениями которого являются все элементы из Sn. 
Выражение (7) можно рассматривать как систему линейных однородных уравнений 
относительно неизвестных si, s 2 i s n . 

Доказательства всех приводимых ниже утверждений даны в приложении. 
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Лемма 1. Для того чтобы ЛПМ А имела синхронизирующую последователь-
ность длины к, необходимо и достаточно, чтобы Ак+1 = О. 

ЛПМ, для которой существует синхронизирующая последовательность, назовем 
синхронизируемой. 

Лемма 2. Для того чтобы ЛПМ А была синхронизируемой, необходимо, чтобы 
ее основная характеристическая матрица А была вырожденной. 

Лемма 3 Если для ЛПМ А существует хотя бы одна синхронизирующая 
последовательность длины к, то для этой ЛПМ синхронизирующими являются 
любые входные последовательности длины к и более. 

Полученный результат свидетельствует о принципиальном различии между ко­
нечными автоматами общего вида и ЛПМ с точки зрения возможности их синхро­
низации. Если для некоторого конечного автомата синхронизирующие последова­
тельности длины Jb в принципе существуют, то их число может быть невелико. В 
частности, автомат может иметь одну единственную синхронизирующую последо­
вательность. В то же время для ЛПМ существование одной синхронизирующей 
последовательности длины к автоматически влечет существование рк таких после­
довательностей. В частности, в их число обязательно входит и нулевая. 

Состояние ЛПМ А, в котором она оказывается после подачи на нее некоторой 
синхронизирующей последовательности, назовем синхросостоянием. Обозначим че­
рез Syn(j4) множество всех синхросостояний ЛПМ А. Ясно, что в общем случае 
попарно различные синхронизирующие последовательности могут переводить ЛПМ 
как в различные, так и в совпадающие синхросостояния, т.е. Syn(A) ^ рп. 

Приведем одно достаточное условие существования синхронизирующей последо­
вательности. 

Лемма 4. Если основная характеристическая матрица ЛПМ размерности п 
имеет вид 

Г 0 ai2 Ol3 • <*l,n-l ain 
0 0 023 • «2,n-l 

0 0 0 . • an-2,n-l On-2,n 
0 0 0 . 0 
0 0 0 . 0 0 

или 

" 0 0 0 . . . 0 0 " 
a 2 i 0 0 . . . О 0 
a 3i a 3 2 О О 0 

J 

«п-1,1 «п-1,2 fln-1,3 ••• О 0 
. an,i fln,2 аПгз ... a n j n _i 0 . 

то для этой ЛПМ существуют минимальные синхронизирующие последователь­
ности длины, не большей п. 

Обратимся теперь к вопросу о том, как для заданной ЛПМ установить факт су­
ществования для нее синхронизирующих последовательностей. Из теории автоматов 
известно [3], что длина максимальной синхронизирующей последовательности для 
автомата с w состояниями не превосходит величины w(w — 1)/2. Используем этот 
факт для решения проблемы существования. С этой целью достаточно вычислять 
последовательно степени Ак для к = 1 , 2 , . . . до тех пор, пока на очередном шаге 
она не выродится в нулевую. Очевидно, что наименьшее целое Jb, такое, для ко­
торого Ак = 0, равно длине минимальной синхронизирующей последовательности. 
Если же в процессе вычисления окажется, что Ак ф 0 при ib = 2 n _ 1 ( 2 n - 1), где 

143 



п - размерность ЛПМ (тогда, очевидно, w = 2 П ) , то синхронизирующей последова­
тельности для этой ЛПМ не существует и на этом процесс вычисления матриц Ак 

прекращается. 
Как уже упоминалось выше, "синхронизация" ЛПМ может быть осуществлена к 

различным синхросостояниям из множества Syn(A). Рассмотрим следующую зада­
чу. Пусть задана ЛПМ А, имеющая синхронизирующую последовательность длины 
&, и некоторое состояние s Е Syn(A). Требуется найти такую входную последова­
тельность длины которая переводит ЛПМ А в синхросостояние s. 

Для рассматриваемой ЛПМ выражение (3) можно переписать в виде 

(8) A * - i B u ( 0 ) + A f c - 2 5 u ( l ) + . . . + A5u(Jfe-2) + 5u(Jfe- l ) = s. 

Далее (8) будем рассматривать как систему линейных неоднородных уравнений 
относительно неизвестных u i ( 0 ) , . . . , u / ( 0 ) , . . . , ui(k — 1 ) , . . . , ui(k — 1), общее число 
которых равно £ • к. 

Пусть Q == Hffcjllnx/* есть матрица системы (8), a Q есть расширенная (добавле­
нием к матрице Q столбца s) матрица той же системы и rank Q = г. Необходимым 
и достаточным условием совместности системы (8) является, как известно [2], усло­
вие rankQ = rankQ (теорема Кронекера - Капели). Легко сообразить, что для 
выполнения этого условия вектор s должен быть линейной комбинацией г линейно 
независимых столбцов матрицы Q. Иными словами, только для s, представляющих 
собой такие комбинации, соответствующая синхронизирующая последовательность 
может быть найдена, в противном случае заданное s заведомо не принадлежит мно­
жеству Syn(A). 

Напомним, как могут быть найдены упомянутые решения. С этой целью выбе­
рем в матрице Q г линейно независимых строк и в (8) оставим лишь уравнения, 
коэффициенты которых вошли в выбранные строки. В левых частях этих уравнений 
оставляем такие г неизвестных, что определитель из коэффициентов при них отли­
чен от нуля, а остальные неизвестные объявляем свободными и переносим в правые 
части уравнений. Варьируя значения свободных переменных (все они являются эле­
ментами поля GF(p)) и вычисляя значения остальных неизвестных (например, по 
правилу Крамера), мы получим все решения системы (8). 

Проиллюстрируем сказанное на примере. Пусть ЛПМ задана следующими ха­
рактеристическими матрицами: 

• 0 0 0 о • ' 1 1 • 
1 0 0 0 , в = 1 1 
1 1 0 0 , в = 1 1 
1 1 1 0 1 1 

Пусть U = [txi, и 2 ] т . 
Из леммы 4 следует, что АА = 0, т.е. рассматриваемая ЛПМ имеет синхронизи­

рующие последовательности длины 4 и более. 
Система (8) в нашем случае в матричной форме имеет вид: 

(9) А3Ви(0) + А2Ви{1) + АВи(2) + Би(3) = s. 

Вычислим матрицы А 3 Б , А2В, АВ : 

" 0 о • ' 0 о • • 0 о • 
А3 В =• 0 

0 
0 
0 , А2В = 

0 
1 

0 
1 , АВ = 

1 
0 

1 
0 

1 1 1 1 1 1 
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Используя эти матрицы, выпишем систему уравнений (9) в обычной форме, где 
неизвестными являются ui(0), u 2 (0) , u i ( l ) , u 2 ( l ) , « i (2) , «2(2), « i (3 ) , u 2 (3): 

ui(3) + « 2 ( 3 ) = si, 
«i (2) + tta(2) + « 1 ( 3 ) + i»a(3) = *a, 

( 1 0 ) u i ( l ) + u 2 ( l ) + « i (3) + u 2 (3) =• s 3 , 

» i (0) + « 2 ( 0 ) + « i ( l ) + « 2 ( 1 ) + « i (2) + « 2 ( 2 ) + « i (3) + « 2 ( 3 ) = s 4 . 

Матрица Q этой системы имеет вид 

Q = 

О 0 0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 1 1 1 1 
0 0 1 1 0 0 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

Легко подсчитать, что rankQ = 4. Выберем в Q четыре линейно независимых 
столбца, например с номерами 1, 3, 5, 7, которым соответствуют неизвестные « i (0) , 

« i (2) , « i (3) . Можно убедиться, что минор этой матрицы, составленный из 
названных столбцов, отличен от нуля. Оставим перечисленные неизвестные в левых 
частях уравнений системы (10), а остальные переменные и 2 (0) , и 2 (1) , "г(2) и «г(3) 
объявим свободными и перенесем в правые части уравнений: 

ui(3) = u a (3) + ei, 

щ (2) + u a (3) = .113(2) + u 2 (3) + s 2 , 

щ(1) + ui(3) = « 2 ( 1 ) + « 2 ( 3 ) + s 3 , 

« i (0 ) + « i ( l ) + « i (2) + ui(3) = u2(Q) + ,uj(l) + « 2 ( 2 ) + u 2 (3) + s 4 . 

После простых и очевидных преобразований последняя система примет вид 

't*i(3) = t*a(3) + ei > 

tii(2) = t*2(2) + * i + e 3 , 
= u2(l)-\-s1 -Мз, 

Ul(0) = u2(0) + si + s2 + s3 + s 4 . 

Упомянутые преобразования выполнены в предположении, что элементами ма­
триц А и В являются элементы из поля GF(2)} а операция сложения есть сложение 
по модулю 2. 

Из выражения (8) следует, что нулевая синхронизирующая последовательность 
всегда синхронизирует ЛПМ в нулевое состояние. Определим теперь множество 
ненулевых синхросостояний рассматриваемой ЛПМ. Как упоминалось выше, все 
такие состояния можно получить, если составлять все возможные линейные комби­
нации из г = rankQ линейно независимых столбцов матрицы Q и использовать их в 
качестве правых частей системы (10). Выполнив вычисления для нашего примера, 
получим следующий результат: в множество Syn(A) не входят только состояния 
(1,0,1, I f и (1,1,0, O f . 

Выберем, например, синхросостояние (1 ,1 ,1 ,1 ) т Е Syn(A) и найдем такую син­
хронизирующую последовательность длины 4, имеющую минимальный вес (весом 
ее назовем число i«i(0) + u 2 (0) +... + ui(3) + г/ 2(3)), которое переводит рассматривае­
мую ЛПМ из любого начального состояния в выбранное. Поскольку в нашем случае 
si == s2 = s$ = S4 = 1, то система (11) примет вид: 

t*i(3) = tf2(3) + i, *i(2) = й 2 (2), tii(l) = u 2 ( l ) , ui(0) = u 2 (0). 
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Варьируя значения переменных и 2 (3), и2.(2), и2(1) и м 2(0), принадлежащие полю 
GP(2), получим все множество входных последовательностей, переводящих нашу 
ЛПМ в состояние (1,1,1,1)^. Соответствующая последовательность минимально­
го веса будет получена, если положить и 2(3) = и2(2) = и2(1) = и2(0) = 0. Эта 
последовательность такова: ui(3) = 1, а все остальные неизвестные равны нулю. 

4. Обнаружение неисправностей в синхронизируемых ЛПМ 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть заданы синхронизируемая ЛПМ А и не­
которая ее неисправность из множества допустимых. Требуется построить такую 
входную последовательность, которая эту неисправность обнаруживает. При этом 
предполагается, что рассматриваемое множество допустимых неисправностей тако­
во, что наличие в ЛПМ каждой из них не приводит к увеличению числа состояний. 

Рассмотрим случай, когда возникшая в ЛПМ неисправность сохраняет свойство 
синхронизируемости. ' 

Входную последовательность и(0), • • •, u(t) назовем обнаруживающей задан­
ную неисправность, если независимо от начальных состояний ЛПМ А и ЛПМ с неис­
правностью (обозначим ее через А*) выходные реакции на нее обеих ЛПМ различны. 

Пусть характеристическими матрицами ЛПМ А* являются матрицы | | А * | | П Х П , 
Н5*11пхг> l|C"41mxn> IPIImx*- Пусть для ЛПМ А и А* существуют синхронизирую­
щие последовательности длины ki и к2 соответственно. Обозначим .к = max(A?i, А?2), 
тогда А% = 0 и (А*)* = 0 для всех к. 

С учетом сделанных предположений реакции ЛПМ А и А* будут выражаться 
следующим образом: 

у(* + 1) = СА*Би(0) + СА*-гВи(1) + . . . + CBu(t) + Du(t + 1), 

y* ( t+ l ) -= C*{A*)tB*u(0)+C*(A*)i-1B*u(l)+.. .+C*B*u(t)+D*u(t+l). 

Произведя вычитание, получим 

(12) [СА*В - С*(А*УВ*]и(0) + [СА*~гВ - С*(А*) ' - 1 Б*]и(1) + . . . . " 
... + [СВ - C*B*]u(t) +[D- D*]u(t + 1) = y(t + 1) - у*(t + 1). 

Очевидно, что заданная неисправность будет обнаружена последовательностью 
и ( 0 ) , . . . ,ц(£ + 1), если и только если y(t + 1) —-у*(£.+ 1) ф 0 по крайней мере для 
одного из значений £ ̂  к. 

Будем интерпретировать (12) как систему линейных неоднородных уравнений 
относительно неизвестных u i ( 0 ) , . . . , и*(0) , . . . , ui(t + 1 ) , . . . , ui(t + 1 ) . Исходя из это­
го, нахождение искомой обнаруживающей последовательности может быть органи­
зовано в виде следующего процесса. 

На первом этапе формируется система уравнений вида (12) при t = к, где к =' 
= max(fci, к2). Обозначим через Р матрицу этой системы, а через Р ее расширенную 
матрицу. Пусть rankP = г. Чтобы сформированная система была совместной, ее 
правая часть y(t + 1) — y*(t + 1) должна быть линейной комбинацией г линейно 
независимых столбцов матрицы Р, поскольку в этом случае rankP = rankP, что 
является необходимым и достаточным условием совместности системы (12). 

Предположим, что rankP == г ф 0. В этом случае система (12) имеет решение, 
если в качестве ее правой части выбрать вектор, являющийся линейной комбина­
цией г линейно независимых столбцов. Поскольку исследуемая система задана в 
поле GP(p), то общее число ненулевых комбинаций (а именно только такие пра­
вые части нас и интересуют) равно р г . Ясно, что каждой упомянутой комбинации 
соответствует некоторое множество решений, а каждое такое решение и есть ис­
комая обнаруживающая последовательность. Поиск решений системы (12) осуще­
ствляется обычным образом, описанным в конце раздела 1. 
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Рассмотрим второй возможный случай, когда rankP = 0. Поскольку определи­
тель системы (12) в этом случае равен 0, то упомянутая система решений не имеет 
и для поиска обнаруживающей последовательности перейдем к следующему этапу. 

На этом этапе значение к увеличивается на единицу и для него формируется но­
вая система вида (12). Если эта система совместна, то ее решения дают искомые 
обнаруживающие последовательности, в противном случае процесс продолжается 
далее аналогичным образом. Описанный процесс обязательно завершится за конеч­
ное число шагов построением искомой последовательности. 

В самом деле, задача построения обнаруживающей последовательности для за­
данной неисправности эквивалентна задаче построения так называемой установоч­
ной последовательности для расщепляемого автомата, содержащего в качестве под­
автоматов автоматы А и А*. Названные автоматы предполагаются минимальными 
(если это не так, то их всегда можно минимизировать), а для таких автоматов, как 
известно [3], установочная последовательность всегда существует, причем длина ее 
не превосходит величины (2n — I ) 2 , где п - число состояний ЛПМ А и А*. 

Проиллюстрируем метод синтеза обнаруживающей последовательности на при­
мере. Пусть ЛПМ А задана следующими характеристическими матрицами над по­
лем GF{2)\ 

Пусть неисправная ЛПМ А* описывается следующими характеристическими 
матрицами: 

• 0 0 0 о • - 1 1 • 
1 0 0 0 ,в = 1 1 

А = 1 1 0 0 ,в = 1 1 
1 1 1 0 1 1 

" 1 1 1 1" " 1 1 " 
1 0 1 1 1 1 

А* = 
0 0 0 0 
1 0 0 0 
. 1 0 0 0 
1 0 0 0 

В* =В, С* = С, D* = D. 

Для ЛПМ А, как это следует из леммы 4, существует синхронизирующая после­
довательность длины к\ — 4, а для ЛПМ А* существует синхронизирующая после­
довательность длины А?2 = 2, поскольку (А*)2 = 0. В соответствии с изложенным 
на первом этапе сформируем систему вида (9) для к = max(fci, fc2) = тах(4,2) = 4, 
которая в матричной форме записывается следующим образом: 

[СА3В + С*(А*)3В*]и(0) + [СА2В + С*(А*) 2В*]и(1) + 
+ [CAB + С*А*В*]и(2) + [С В + C*S*]u(3) + [D + £>*]u(4) = 
= У(4) + У*(4). 

Вычислив все матрицы, фигурирующие в приведенной системе, применительно 
к нашему случаю получим следующий результат: 

1 1 ' " « i (0) ' + 
" 0 0 " • U l ( l ) • 

. 1 1 . X 
. «2(0) . 

+ . о о . X 
. "2(1) . + 

+ 
' 0 0 " ' « i (3 ) ' + ' 0 0 ' г 

. 0 0 . X 
. "2(3) . 

+ 
. 0 ° . 

X 

1 1 1 Г U l ( 2 ) 

1 1 J Х [ « 2 ( 2 ) 

« i (4) 1 _ f 2/i (4) + у ? (4) 

+ 

] • [ «2(4) J L y 2 (4) + yj(4) J 
Перейдем от матричной формы записи системы к обычной: 

(13) 
« i (0) .+ u 2 (0) + U l ( 2 ) + u 2 (2) = У 1 ( 4 ) + y\(A) 
«i (0) + u 2 (0) + U l ( 2 ) + u 2 (2) = j/ 2 (4) + y*2(4). 
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Неизвестными этой системы являются U i ( 0 ) , U 2 ( 0 ) , . . . , u i ( 4 ) , и г ( 4 ) , а матрица 
системы такова: 

1 1 0 0 1 1 О О О О 
1 1 0 0 1 1 0 О О О 

Поскольку, как легко убедиться, rankP = 1, то в системе (13) выбираем первое 
уравнение и в нем переменные гг2(0), u i ( l ) , 1*2(1 )5 . . . , MI(4), и2(4) объявляем свобод­
ными, перенеся их в правую часть: 

t*i(0) = u a (0j + ui(2) + u a(2);+ t/i(4) +: j,ft4). 

Для того чтобы система (13) была совместной, в качестве ее правой части вы­
берем, например, столбец [1,1] из матрицы Р, что равносильно t/i(4) + у*(4) = 1. 
Итак, получим окончательно 

tt;(0^ 

Используя это выражение, найдем обнаруживающую последовательность мини­
мального веса. С этой целью положим иг(0) = t/i(l) = ui(2) = . . . = t/i(4), и2(4) = 0, 
тогда ui(0) '= 1. Следовательно, искомая последовательность есть wi(0) = 1, и2(0) = 
= u i ( l ) = u i ( 2 ) ^ 

Рассмотрим еще один случай, когда обнаруживающая последовательность для 
заданной неисправности всегда может быть построена. 

Пусть ЛПМ А имеет синхронизирующую последовательность длины A?i, а неис­
правная ЛПМ А* синхронизируемой не является, однако является //-определенной. 
Напомним, что ЛПМ А называется //-определяемой, если ее реакция зависит лишь 
от входных воздействий, т.е. имеем 

y(*) = / ( u ( t ) , u ( i - l ) , . . . , u ( * - / * ) ) • 

Известно [1], что ЛПМ А /i-определена тогда и только тогда, когда // является 
наименьшим целым числом, для которого СА** = О. 

Положим к = max(&i, / / ) , тогда из синхронизируемости ЛПМ А и //-определеннос­
ти ЛПМ А* вытекает, что-А* = О и 'С* (А*)* = О для.всех t ^ Jfe, где A*,B*,G*,D* -
соответствующие характеристические матрицы ЛПМ А*. 

Используя (4), сформируем уравнение 

y(t + 1) - у*(< + 1) = [ (L4 t + 1 s (0) - C*(A*) t + 1 s(0)] + 

+ [СА*Ц-(Г(А?)*В*]и(§ 

Первое слагаемое этого выражения, взятое в квадратные скобки, в силу сказанно­
го выше обращается в нулевой вектор. Таким образом, это выражение эквивалентно 
системе вида (13), решение которой, как было показано, всегда существует. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство леммы 1. Пусть матрица Ak+1 имеет ранг г, где г ^ п. 
Как известно [2], в этом случае число свободных неизвестных s r +i , $ r + 2 , . . . , sn в си­
стеме (7) равно п — г. Тогда переменные si, s2i..., sr будут выражаться через сво­
бодные переменные и, следовательно, подпространство решений системы (7) будет 
иметь мощность р п _ г . Поскольку для существования синхронизирующей последо­
вательности необходимо и достаточно, чтобы решением системы (7) являлся любой 
вектор-состояние из 5 „ , где | 5 П | = р п , то, сравнивая рп и р п _ г , можно утверждать, 
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что г должно равняться 0. Наконец, из того, что rank(A* + 1) = 0, вытекает, ч т о ' 
Ак+1 = 0. 

Доказательство леммы 2. Пусть ЛПМ А синхронизируема, тогда суще­
ствует такое целое ib, что Ак = 0. Это означает, что матрица Ак является выро­
жденной. Известно [2], что определитель произведения матриц равен произведению 
определителей. Отсюда следует, что \Ак\ =-\А\к, где \Ак\ и \А\ - определители 
матриц Ак и А соответственно. Но поскольку \Ак\ = \0\ = 0, то и \А\к = 0. Из 
последнего равенства следует, что \А\ = 0, т.е. матрица А вырожденная. 

Доказательство леммы 3. Из леммы 1 следует, что для ЛПМ А, имею­
щей синхронизирующую последовательность длины fc, выражение (3) вырождается 
в следующее: 

s(Jb) = A*- l ! Bu(0) + A*~ 2 Bu( l ) + . . . + ABu(k - 2) + Bu(k - 1). 

Поскольку правая часть этого выражения не зависит от s(0), то это означает, что 
при любом начальном состоянии некоторая фиксированная входная последователь­
ность u(0), и ( 1 ) , . . . , u(fc—1) переводит ЛПМ в одно и то же конечное состояние. Этот 
факт остается справедливым и для любой другой фиксированной входной последо­
вательности. Иными словами, любая входная последовательность длины к является 
синхронизирующей. Ясно, что и любая входная последовательность большей длины 
также будет синхронизирующей. 

Доказательство леммы 4. Рассмотрим первую слева из этих матриц, кото­
рую обозначим через А. Условимся нумеровать диагонали матрицы, параллельные 
ее главной диагонали и расположенные выше нее, в порядке убывания числа эле­
ментов в них. Тогда диагональ, содержащая элементы ai2, агз? • • • > fln-2,n-i, On-i.ru 
получит номер 1, а диагональ, содержащая единственный элемент а\п номер п — 1. 
Непосредственными вычислениями можно убедиться, что в матрице А2 все элемен­
ты первой диагонали равны 0, в матрице А3 все элементы первой и второй диагонали 
также равны 0. Методом индукции можно доказать, что в матрице А* наряду с ее 
нижней треугольной подматрицей, все элементы которой равны 0, диагонали с но­
мерами 1,2,. . , , к — 1 также содержат только 0. Из последнего утверждения следует, 
что по крайней мере в матрице Ап все элементы равны 0. Тогда, на основании лем­
мы 1 рассматриваемая ЛПМ имеет синхронизирующую последовательность, длина 
которой не превосходит п. 

Для матрицы другого вида, фигурирующей в условиях леммы, соответствующее 
утверждение доказывается аналогично. 
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