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1. Введение. Для двух- и трехслойных разностных схем необходимые 
и достаточные условия устойчивости получены для задач с самосопря­
женными операторами [ 1 , 2 ] . Полностью исследованы также важные 
прикладные классы разностных схем с постоянными весами. Начаты 
исследования схем с переменными весами, которые относятся к сим-
метризуемым разностным схемам [3, 4 ] . В наших работах [5, 6] проведено 
рассмотрение разностных схем с переменными весами для эволюционных 
уравнений первого и второго порядка. Рассмотрены два типа схем со 
взвешиванием самого решения и взвешиванием оператора. 

В данной работе выделен еще один класс разностных схем с пере­
менными весами, который используется для уравнений с дивергентными 
операторами. При решении уравнения теплопроводности такой класс 
разностных схем соответствует взвешиванию не решения (температуры), 
а потока. Рассмотрены двух- и трехслойные разностные схемы для эволю­
ционных уравнений первого и второго порядка соответственно. 

2. Дифференциально-разностная задача. Пусть Я — евклидово 
пространство, снабженное скалярным произведением (y,v) и нормой 

= (у,у)*/ 2, и Л—линейный оператор в Я. Рассматривается задача 
Коши для определения u(t)^H из условий 

- ^ - + Л и = ф, 0 < / < / т а х , и ( 0 ) = и 0 . (1) 

3. Схемы с переменными весами. Рассмотрим двухслойные опе-
раторно-разностные схемы дивергентного типа 

yt+T*(STy)™ = ip, /€=ео т, y(0)=yQi (2) 
где t / ( 2 ) = S t ) + (£ — 2 ) о , Е — единичный оператор, а 2 ( / ) , S (/)••, Т, Т* — 
линейные ограниченные операторы. Схемы такого вида встречаются, 
например, при аппроксимации параболических уравнений с дифферен­
циальным эллиптическим оператором Lu = d\v(k grad и). 

Определим через Я* евклидово пространство со скалярным произве-
дением^ (yf v] и нормой \\у) \ = (у, у] */2. Пусть оператор Т действует из 
Я в Я*, операторы 5 ( / ) , £(t) заданы в Я*, оператор Г* действует из 
Я* в Я. Тогда оператор A = T*ST отображает Я да Я, т. е. А:Н-+Н. 

Будем предполагать, что для операторов, входящих в разностную 
схему (2), выполнены следующие условия: 

1°. Операторы Г и Г* постоянные и сопряжены в следующем смысле: 

{Ту, v] = (у, T*v) для всех «/€=Я, £е=Я*. (3) 
2°. S = S(t), 2 = 2 (0 —самосопряженные перестановочные операто-
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ры, удовлетворяющие при всех / е с о х неравенствам 

kiE^S(t)^k2Ey i ± l £ < ; s ( / ) < b e , (4) 

где k\, кз — положительные постоянные, не зависящие от шагов сетки, 
0 < е ^ 1 — произвольное действительное число. 

3°. S{t) липшиц-непрерывен по / с постоянной с0 

| | S ( * + T ) - S ( * ) ] I < T C 0 . (5) 

В данной работе используются безындексные обозначения теории 
разностных схем [1,2] для разностного решения задачи (1). Пусть 
/ п = А1т&о)т, A i = l , 2 , ... , где т > 0 — шаг по времени; y=yn = y(tn), 
y=y(tn+\) и An = A(tn). 

Имеет место следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия 1° — 3°. Тогда операторно-

разностная схема (2) абсолютно устойчива по начальным данным и 
правой части, а для решения задачи (2) справедлива оценка 

1 Ы 1 1 < Л * 2 ( | | * / ( 0 ) |Ц + 0,5 Y *ИФ*11 2 )> ( 6 ) 

где M = exp(0 ,5c^ a x ) , с = 2 с 0 ( 1 + * з ) / ( А п / в ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя тождество 

(STy)<2) = т (2 — 0,5£)$Ту, + 0.5SY(у+у) + т ( 2 - Е ) S , T y , 
уравнение (2) запишем в виде 

(Е + т Г ( 2 - 0 , 5 £ ) § Т ) у , + 0 . 5 Г § Т ( у + у ) -\-xT*(2 — E)StTy = <p. 
Последнее уравнение скалярно умножим на 2xyt. Используя определение 
сопряженного оператора (3), получим энергетические равенства 

2т(уи (Е + т Г (2 - 0.5Е) §Т) у,) = 2т||у, | | 2 + 2т 2 ( ( 2 - 0,5£) §Ту1г Ту]), 
2x(yt, ГЗТ(у + у)/2) = (Щ, Ту]-(STy, Ту] = ||£||2 - \\у\\2

Д-x(StTy, Ту]. 

Так как S = S'>0, то существуют операторы S,/2 и S _ l / 2 и для нормы 
обратного оператора справедлива оценка [7] 

| | S - ' ] | < l / f t i . (7) 
Тогда 

x(StTy, Ту] < T | | S , ] | (S-l/iSl'2Ty, S~i/2St/2Ty] < 

< x | | S , ] I US" 1] I (STy, Ту] < -HL (STy, Ту] < т с | | у | | 2 . 
« i 

Для оценки следующих слагаемых воспользуемся е-неравенством, 
условиями 1°—3° 

2т(у,, т Г (2 - Е ) StTy) = 2х2(Р/2Ту,, §~1/2(2 - Е ) S J y ] < 

< т 2 е - ( ^ / , Г ^ Ц - т 2 е - 1 | | У - ' ] 1 l l ( 2 - £ ) 2 ] l \\S]\ \ \\S~l]\ (STy,Ty]^ 

< т 2 е | | у , | | | + T 2 ° + f e 3 ) 2 \\У\\2л<г2г\Ш\2

я+ \\yfA, (8) 

*2т(у,, ф)<2т | |у ,Ц 2 + 0,5т||ф|| 2. 
После суммирования полученных оценок имеем 

I I P H ? + 2 T ( ( Z - ^ ~ е ) $ТУь тУ] < 
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< ( l + T C + ^ - ) | | у | | 2

+ ^ т | | ф | | 2 . 

Учитывая очевидные неравенства 

Т2С2 1 4 - 8 

1 + т с + - ^ - < е х р ( т с ) , 2 - - Ц р £ > 0 , 
приходим к рекуррентному соотношению 

\\У\\2

л<ехр(хс) | |1 / | |Н0,5т| |ф| | 2 

Отсюда и следует требуемая оценка (6). Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е 1. Если оператор S постоянный, то теорема 1 имеет 

место при менее жестких ограничениях на оператор Е( / ) : ^ 0 , 5 £ , 
причем в неравенстве (6) постоянная A f = l . 

З а м е ч а н и е 2. Предположим, что правая часть операторного 
уравнения (2) может быть представлена следующим образом: ф = 
= 1 + т 1 / 2Г*т]. Тогда оценку (6) можно записать в виде 

| | | , . | l ! i .<AI»( | | i , ( 0 ) | | 5 .+ 0 , 5 " f T ( . | | 6 . | | » + - ^ r l h J I 8 ) ) . (9) 

Действительно, аналогично (8) можно получить неравенство 

2xQ,,, т Г ( 2 - £ ) З Д ) < т 2 8 1 | | ( / / | | 2 + - 1 ^ 1 | |у| | 2 . 

Скалярное произведение с правой частью оценим так: 

2тQ/, , Ъ + т1/2Гц) < 2 т | Ы | 2 + ~ \\1\\2 + 2т($1'2Туи т1'2$-1'21\] < 

< 2 т | | ^ Ц 2 + т 2 8 1 | | ^ | | 2

т + - 1 - Ш 2 + —1— ||Т|] I 2 . 

Полагая ei = e /2 , приходим к неравенству (9). 
Разностная схема (2) может быть изучена на основе соответствую­

щих результатов общей теории разностных схем [1 ,2 ] . Однако в этом 
случае оценки вида (6) могут быть получены лишь при ограничениях 
на малость шага т (безусловная устойчивость). Чтобы показать это, 
запишем операторное уравнение (2) в канонической форме 

Byt + Ay = y, (10) 
где 

B = E + TR1 R = rz§T, A = T*S{Z)T. (11) 
При выполнении условий теоремы 1 и достаточно малом т схема (10), 

(11) принадлежит исходному семейству разностных схем [1 ,2] , которое 
определяется так: 

A(t)=A*(t)>0 для всех *<=©т, (12) 

\((A(t)-A{t-x))vy v) I < т с , ( Л ( / - т ) и , v) (13) 
для всех v^H, / е с о т , где c\ — положительная постоянная, не зависящая 
от шагов сетки, 

В ( / ) > 0 для всех / G ( O T . (14) 
Сначала докажем самосопряженность оператора А. Действительно, 

так как оператор S ( 2 ) = S ^ + (£ — 2 ) S самосопряженный, то для любых 
элементов и, v^H на основании (3) будем иметь 

(Аи, v) = (S{Z)Tuy Tv] = (u, T*S{11)Tv) = {uyAv). (15) 
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Из (15) следует, что если S ( 2 ) > 0, то и оператор А будет положительным. 
На основании (4), (5) имеет место оценка 

S ( Z ) . = S + T 2 S , X * I - T | | Z ] I ||S,] | ) £ > T* 3 c<>)£>0 ,5* i£> О 
(16) 

при T < ; & i / ( 2 c 0 & 3 ) - Следовательно, неравенство (12) выполнено. 
Докажем, что условие (13) для А справедливо. При этом не будем 

требовать каких-либо дополнительных свойств от оператора 2 ( / ) , кроме 
его равномерной ограниченности при всех / е с о х . 

Используя предположения (4), (5), неравенства (7), (16) и тождество 

(S<*>) (/) - (S<2>) (t-т) = x ( 2 S , + ( £ - З Д (/), 
получим оценку 

\((A(t) -A(t-T))v9 v) I = т | ( ( 2 S , + (Е-Щ)Ти9 Tv] | < 

< т ( | | 2 ] | ||S,] | + (1 + № \ )\\Sj] \ )\\Tv] l 2 < T C 0 ( l + 2 * 3 ) X 

X II ( S ( 2 ) ( / — т ) ) - 1 ] I I (A (t-x) v,v)\< тег I (A (t-i) v,v)\, 
справедливую для всех и е Я , / G ( o T . Итак, мы доказали, что оператор 
A(t) удовлетворяет неравенству (13) с константой с,==2соХ 
X (1+2Аз) /Й1 при т < Л 1 / ( 2 с 0 Л з ) . При сделанных выше предположениях 
на операторы Г, Г*, 2 ( / ) , S(t) нетрудно заметить справедливость опера­
торного соотношения (14). 

Проверим теперь выполнение достаточных условий устойчивости 

£ ( / ) >0 ,5тЛ( / ) для всех /е=(от, (17) 

B(t) >гЕ + 0,5тЛ(/) для всех /G=(D t, 0 < е < 1 (18) 

схемы (10), (11) с переменными операторами A(t)> B(t). 
Рассмотрим оператор 

В — 0,5тЛ - е£ = (1 - е) £ + т Г ( 2 $ — 0,5S. ( S )) Т. 
Следовательно, чтобы имело место неравенство (18), необходимо пока­
зать, что ойератор S = 2 . ? — 0 , 5 S ( 2 ) ^ 0 . Используя тождества 

S = S ( 0 ' 5 ) +0,5xS, , S< 2 ) = S ( 0 ' 5 ) + T ( 2 - 0 , 5 £ ) S , , 

оператор 5 запишем в виде S = (2 — 0,5£)S ( 0 ' 5 ) +0,25xS, . В силу (5) 
S > ( 2 — 0,5£—0,25т^о ( S ( 0 ' 5 ) ) " 1 ) S ( 0 ' 5 ) . Так как S ( 0 , 5 ) — положительно-опре­
деленный самосопряженный оператор, то 

|| ( S ( 0 ' 5 ) ) - ' ] I < l / * i , - ( S ( 0 - 5 ) ) - I S ( 0 - 5 ) > - ( l / A i ) S ( 0 - 5 ) . 

Следовательно, 

5 ^ ^ _ i ± M l L £ ) S < o . s ) в , ( т ) - ^ - . 

Потребуем, чтобы функция 8 i ( x ) удовлетворяла неравенству 8 I ( T ) < 

< е , что возможно при x<2fc ie /c 0 . Итак, достаточное условие устой-
1 + 8 

чивости (18) выполнено при 2 ( / ) > — - — £ , / е с о т . Таким образом, 
можно выписать оценку, подобную (6) (см. [1, с. 378]) , при допол­
нительном условии т < (fti/c 0)min {1/(2* 3 ) , 2е } с оператором А = Т S ( 2 ) Т. 

З а м е ч а н и е 3. При менее жестких ограничениях на операторы 
А и В (17) имеет место следующая априорная оценка устойчивости в 
негативной норме по правой части [1, с. 377]: 

| | ( / n + 1 | | , n < A f { | |(/о||Л о + ||фо||Ло-1+!1фп1и„-.+ I T | | M - 4 ) , - . J U } . 0 9 ) 
k=\ 

где M = exp(0 ,5c 0 / m a x ) , An = A(tn) = r * ( 2 „ S „ + i + (£ —2„)S n )7 \ 
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З а м е ч а н и е 4 . Если оператор S является постоянным, а 2 ( / ) — 
переменным, то ограничений на шаг т при получении оценок (6), (19) с 
использованием общей теории разностных схем нет. Однако константа 
М в этих оценках сохраняет свое значение (так как оператор A=A(t) 
остается переменным), в то время как при непосредственном исполь­
зовании техники метода энергетических неравенств (см. теорему 1 и за­
мечание 1) постоянная М=\. 

4. Консервативные разностные схемы с переменными по пространству 
и времени весами. Введем в области [0, /] X [0, tmax ] равномерные по 
пространству и времени сетки 

ibh=[xi = ih, / = 0, 1,... , N, hN = l), 

© T = {f/==/'T, / = 0, 1 /о. т / 0 = / т а х } . 

Рассмотрим на шЛт == соЛ X сот разностную схему для первой краевой задачи 
одномерного уравнения теплопроводности 

yt = ((щ){а))х + Ч>, (*,/)е=соА т , (20) 
у(х, 0)=и0(х), хе=(оЛ, 1/(0, t) = */(/, 0 = 0 , (21) 

Здесь ^°) = a M + 1 + ( l~-ai)t; l , v{ = v(xiy f,), a a = a(x,t), o = o(x,t), 
(JC, /) есол т — некоторые сеточные функции. 

Для данного примера Я = й л есть пространство сеточных функций, 
заданных на сетке сол, со скалярным произведением 

(У, f ) = ] [ y(*)v(x)hy yyveEHy 

а H* = Qf—пространство функций, заданных на множестве узлов 
сод" = солU \xN = l). Скалярное произведение в Я* есть 

(y>v]= £ y(x)v(x)h9 y,v<=H*. 
*€=(!> + 

Тогда оператор А:Н-+Н имеет вид 

1 Л ч йыУы-\ , AN-\yi,N-\ ,пп\ 

(Ay)N_, = — - 2 — Н Й . ( 2 2 ) 

Операторы Ту, Tv, S(t)v, 2 (t)v, f e w T , зададим формулами. 

(Ty)x=-!fr, (Ty)i = yiA при « = 2 ,3 JV—1, 

(Ty)N = — так что v = Tye=H , если i / е Я , ( 2 3 ) 

( 7 * y ) , = —y^,« при / = 1, 2 , ... , N— 1, так что T*v^HK если » Ё Я ' , ( 2 4 ) 

(So)j = a M , (So ) | = a M , / = 1 , 2 , ... , N, ( 2 5 ) 

т. e. Sv^H', 2 у е Я * , если о е Я \ / е ш т . 
Отсюда видно, что 

(STy)\=a[y[/h, (STy^aiyi,, i = 2, 3, ... , tf- 1, 

(SryU = - a ^ L , A . 
( ( S 7 y p > ^ a j a ' + 'aJ+Jf- (1 -cr!)a ' ,yl , = ( (<%) ( a ) ) j , 

t = 2, 3 N—l, 
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((STy)™ ){=((ay)M)[/h9 ((STy)™ )£ = - « ^ _ , IK 

T(STy)™=-((ayi)^U < = 1 , 2 , . . . , / V - 1 , при у!

0 = у1=0. 
Таким образом, оператор задачи (20), (21) может быть факторизо-

ван в виде (2). Сопряженность операторов Т и Т* следует из формулы 
суммирования по частям: (у, vx) = — (и, ух], так что (у, T*v) = (vy Ту]. 

Покажем, что условия теоремы 1 выполнены, если для всех узлов 
(ху t) < = ( 0 Л х 

0 < £ , < а < £ 2 , ( 1 + е ) / 2 < а < £ 3 , | а , | < с 0 , (26) 
где фигурирующие в (26) константы определены в 1° —3°. Действительно, 
так как S(t) =a(t)E, l>(t) =o(t)E, то из (26) с учетом последних 
равенств следует: S , 2 — самосопряженные перестановочные операторы, 
удовлетворяющие при всех / е а ) т неравенствам (4). Следовательно, 
условие 2° выполнено. Операторы Т и Т* (согласно построению (23), 
(24)) постоянны. Рассмотрим выражение 

| | S ( / + T ) - S ( / ) ] | = sup | ( ( S ( / + T ) - S ( 0 ) " , M ] I < 
| |u]l = l 

< sup У x\at(xy t) I u2(x,t)h^T max | at(x, t) | < x c 0 . (27) 

На основании (27) заключаем, что оператор S ( / ) липшиц-непрерывен 
в смысле (5). 

Тем самым при выполнении условий (26) разностная схема (20), 
(21) абсолютно устойчива по начальным данным, правой части и для ее 
решения имеет место неравенство 

Данная оценка следует из (6) и цепочки неравенств £ i | | ^ ] l 2 ^ 
<-((ayx)x,y) = (rSTy,y) = \\y\\l 

5. Консервативные разностные схемы на адаптивных сетках. Построен­
ные в [8] разностные схемы на адаптивно-временной сетке (оАто = 
= (оЛХо)то имеют вид 

М . . = ( ( а й ) ( 0 в + | ) ) х + Я\ а ) , < P ( a ) = f a * + l ) , (28) 
где переменный вес а а ( х , / ) , (х, t) G O ^ T o , определяется формулой 

_ г а при / = 1 , 2 , ... , m\ + 1, mi, ... , А/ — 1, 
а — 1 а с при i = mi-\-2, ... , my — 1, a c = const> 0,5, 

Я M,a = ( l / ( a + l ) - J / ( a ) ) A o , = « = 0, P, Т 0 = т/р. 
Вводя оператор 2 ( t } + a / p ) = o a + 1 E аналогично рассмотренному выше 

примеру, схему (28), (21) можно записать в каноническом виде консер­
вативных операторно-разностных схем с переменными весами 

где v%=x{t.+a/p)vi+(«+^+(E-Z(tj+a/p))v>+«/>', a = 0 , p - l . Заме-
тим, что если при всех ( х , / ) G W ^ 

0 < f e i < a < f e 2 , ( l + e ) / 2 < a c < £ 3 , k3>p, 0 < е < 1 , | а * | < с 0 , 
то на основании теоремы 1 для разностных схем (28), (21) при любых 
то и й имеет место априорная оценка 

max \\ух]\<с(\\у0х]\+ max ||<р(0И), 

где с = const>> 0. 
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6. Уравнения второго порядка. Пусть теперь ищется решение задачи 
d2u 

——-\-Аи = (р, u(0)=u0y ut(0)=u0. (29) 

Для (29) рассмотрим трехслойные операторно-разностные схемы ди­
вергентного вида 

у и + T*(STy)™^ =q>, |,(0) =уо, yt(0) =jj0, (30) 
где v i ^ 2 ) = Zlv+ (E-2i-Z2)v + l2vy a 2*(/) , k = l 2 —равномерно 
ограниченные операторы. Операторы A(t)y S(t), 7\ Т* введены в п. 3. 
Схемы такого типа применяются при аппроксимации гиперболических 
уравнений с переменными коэффициентами на адаптивных сетках (см., 
например, [8]) . 

По аналогии с условиями 1° — 3° считаем, что на операторы, входя­
щие в разностную схему (30), наложены следующие ограничения. 

4°. Операторы Г и Г постоянные и сопряжены в смысле (3). 
5°. 5 ( / ) , 2*(/)—самосопряженные перестановочные (S2* = 2*S) 

операторы, причем для S справедливы соотношения 

klE^S(t)^k2E, | | S ( / + T ) — S ( / ) ] I <тсо, (31) 
где k\, k2j Co — положительные постоянные. 

Введем необходимые обозначения, которые будут использованы ниже: 

P ( / ) = r z 2 ( / ) S ( / - T ) 7 \ 2 3 ( 0 ^ 2 , ( / ) - 2 (

2 ° ' 5 ) ( / ) - 0 , 5 £ , 

R(t)=E + T2P(t), B(t)=R(t)+T2A(t-T), ||У(011(2о = 
= iiy(oiuVx) + ii^(')iu2

(0-
Сформулируем достаточные условия устойчивости решения задачи (30) 
по начальным данным и правой части. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия 4°, 5°. Тогда при выполнении 
операторных неравенств 

2 2 ( 0 = S ; ( / ) > 0 , - Ц ^ £ + 2 (

2 ° ' 5 ) ( 0 < 2 , ( / ) < £ з £ (32) 

с е > 0 и достаточно малом т < т о имеет место априорная оценка 

I I ^ I U _ , < A f ( | | j , ( 0 ) | | i , n + | |« , / (0) | | e ( t ) + ' , X т| |ф.| |) , (33) 

М = const>> 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Преобразуем операторное уравнение (30) к 

виду, удобному для дальнейших исследований 

y-tt+Ay + i:r(Zi(STy)t-Z2(STy)-t)=<p. (34) 
Затем умножим уравнение (34) скалярно на 2т*//. Очевидно, что 

2T(yt,yh) = \\yt\\2-\\yI\\2 + T2\\yIt\\^ 
Из (7) и (31) следует, что \\St] 1<Со, | | S - 1 ] | < l / £ i . Следовательно, 

2т{уи Ау) = 2т{у и А (у^-0,5т*/,)) = ||у\\ 2 — ( Г ( £ + T S - ) 7у, у) — 

- ^ y t \ \ l > \ \ h \ l - ( i + ^f) \\y\\}-j*\\yt\\l 

Следующее скалярное произведение представим в виде двух слагаемых 
2т 2(у,, rZi(STy)t) =2т2(yt, T*ZlSTyt)+2T2(yty ГЪ&Ту). 

Учитывая (7), условия (31), (32), легко получить оценку 
2т 2 (у и miStTy) <т 2 е , (5Г/ / , , Tyt] + 
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+ T V I I S - 1 ] | 2 | | S , ] | 2 | |S,] \ 2 \ \y\ \Z<t 2 (*\\yt\ t i+cl\\y\\Z) 
с постоянной С2 = Сокз/(e\/2ki). 

Используя тождество (uv)-i=ujv-\-uv-t—xujv-t, последнее слагаемое 
в левой части (34) перепишем в виде 

-xr22(STy); = -TTtMSiTy + STyj-xS1Ty1). 

Нетрудно получить неравенства 

-2х2(уи T^SjTy) <т 2е,||у ( |1л 2 +**сЦу\\» 

~Ь2(Уи Рщ)^тЧу,\\* + т*(1 + ^jf) \\У;\\2

Р, 
2 2 

2 т 3 ( у ь Г 2 2 5 , ^ ) < т 2 ( е , | | ^ | 1 л 2 + ^ И^Ия) > 
2 т ( ^ , ф ) < т | | у - | | 2 + т 2 | | ^ | | 2 + т ( 1 + т ) | | ф | | 2 . 

Суммируя полученные оценки и полагая ei = e/3 , т < т о , т о = 1 / ( 2 с 2 ) , 
приходим к неравенству 

2тг2||г//||^з_0^е^ -Ь I I ^ 1 1 с

2 , ^ т > ^ (1 Ч - ^ з ) (И КЦС

2

0Ч-^11ФН2), (35) 
где постоянная с 3 > 0. Так как по условию теоремы 2 з > 0 , 5 е £ , то из 
данной оценки и следует требуемое неравенство (33). Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 5. Если существует оператор Т~то в случае постоян­
ного оператора S решение разностной задачи (30) абсолютно устойчиво 
и на операторы Ег(0» 2з(/) накладываются менее жесткие ограничения 

2 з ( / ) ^ 0 ДЛЯ В С Е Х t^tox-
S 2 ( 0 = 2 * 2 ( / ) > - ( T 2 | | S | | \\ТГ]\)~1 ДЛЯ всех /GW, 

При исследовании сходимости разностных схем с переменными и 
разрывными по пространству и времени весами удобно использовать 
следующую теорему. 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия 4°, 5° и (32), а правая часть 
уравнения (30) представила в виде ф = £ + т1 / 2Г*т]. Тогда для решения 
разностной схемы (30) при достаточно малом т < т о имеет место оценка 

\\Уп\\Ая-><М(\\у(0) I U + H J M O ) | | В ( т ) + т ( | | Ы + 2 ( в * 1 ) - | / 2 | | л * ] 1 ) ) . 

(36) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты рассуждений ограничимся 
случаем постоянного оператора S. Умножая скалярно уравнение (34) на 
2ту,, подобно (35) получаем энергетическое неравенство 

2т 2 | | ( / / | | 2

2 з _ 1 ? 5 е 1 £ + II Г | | ( 2 , + т ) < (1 + т с 2 ) (|| Г|| (

2

) + т | т | 2 ) + 2 т ( { / . т 1 / 2 Г Л ) . 
Так как оператор S самосопряжен и положительно определен, то 

2x0,,, тх/2Т\) =2T(Sl/2Tyty т 1 / 2 5 - 1 / 2 л ] < 

<&х\Ы\\+ н л] l2=T2eiiij,,|i5+ -j-fr И I2-

Полагая ei = e /4 и учитывая, что 2 з ( 0 — 0 , 5 е £ > 0 , приходим к утвержде­
нию теоремы. 

З а м е ч а н и е 6. Аналогично исследуются и операторно-разностные 
схемы вида 

Д ^ + Г ( 5 Г ( / ) ( 2 " 2 2 ) = ф, y(0)=y0,yt(0)=yo, (37) 
где D = D(t) — положительный самосопряженный оператор. При получе-
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нии соответствующих априорных оценок необходимо учитывать энерге­
тические соотношения 

2т(у/, D y h ) = \\yt\\l- \\y-t\\2

D + x2\\yt\\l 

2т(Уи Ф) <T\\y-fD + x4yJ2

D+x(l + т ) ||<р||*-.. 
Нетрудно доказать следующее утверждение. 

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда разностная 
схема (37) устойчива по начальным данным, правой части и при доста­
точно малом х < т 0 имеет место оценка 

1 Ы и _ , < М ( | | ( / ( 0 ) | | ^ ( 0 ) | | В ( Т ) + "£*Ш\о-чьд-

7. Консервативные разностные схемы с переменными по пространству 
и времени весами для многомерного волнового уравнения. В цилиндре Q = 
= QX [ 0 < f < * m a x ] , Q = Q|jr, рассмотрим первую краевую задачу для 
р-мерного гиперболического уравнения 

j£jL=Lu + f(x9t), Lu= £ ̂ (м*.0-|£). <*''>esQ, (38) 

u(xy0)=u0(x)9 -?jf(x,0)=uo(x), X G Q , м | х е Г = 0. (39) 

Считаем, что область изменения х есть р-мерный параллелепипед 
Q = { х = (х\, x2l ..., хр) : 0 < л : а < / а } . Пусть для каждой компоненты вектор-
функции k = k(x,t) = (k\(x,t), k2 (*, /),..., kp(x, t)) выполнены соотно­
шения 

0 < f e i < * a ( x , / ) < * 2 , (40) 
\ka(x9 t) — ka(x, t — x) | < T C o , a = l , 2 , ... , p . (41) 

Введем в рассмотрение в Q равномерные сетки узлов: (o^ a, ©лт = 
= о)АХсот, сох = {// = /т , / = 0, 1, . . . , /о,т/о = / т а х } , соЛ = {л:= (ixhu ..., iPhp) : 0 < 
< i p < W p , Nfa = lfr р = 1 , 2 , ... ,р}, <o+a = w , U { % a = U « = 1 , 2 , ... , р. На 
сетке со/иг дифференциальную задачу (38), (39) аппроксимируем консер­
вативной разностной схемой с переменными весами 

у-и= t (<«<* i e ) ( e , - e 2 * ) )x e +q>. (42) 
a = 1 

у(х, 0) =U0(X), yt(x, 0) =Uo(x)9 XGE(DA, y(x9 t)\X(=y=0, (43) 
ио(х) =йо(х) + 0 , 5 T ( L U 0 + / ( X , 0 ) ) , 

где a a , a i a , a 2 a , a = 1, 2, . . . , p, есть некоторые сеточные функции, причем 
аа = аа(х9 t) =ka(xu х2, ... , * a _ l f —0,5/i a, x a + i, ... , xp, / ) , a i a = a i a (x , /) , 
о2* = в2а(х, t), (x, t) е<о Л т ; y ( a i « , °2« ) = a l a t ) + ( l - a i a - ( T 2 a ) y + ^ a ^ 

Пусть H — пространство сеточных функций, заданных на ©л, со 
скалярным произведением (у, v) = £ j/(x)u (x)fti ... А, и нормой ||z/|| = 

= (#>*/) 1/2> У> v^H. Для определения Н* дополнительно введем в рас­
смотрение пространства Я* функций, заданных на со^01, и снабженные 
скалярным произведением (uyv](a)= £ ua(x)va(x)h\ ... hp и нормой 

IIУ] I («)= (У* У] Jo)* J/» v^H*a. Определим Я* как прямую сумму пространств 
Я ! , . . . , Я;, т.е. Я * = ф = (и,, ... , i v ) , и а е Я * , а = 1 , 2 , ... ,р} (см. [2, с. 
218]). Введем в данном пространстве скалярное произведение и норму 
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следующим образом: 

(u,v] = £ (ua,va](a)= X I ua(x)va(x)h\ ... hP9 u, vt=H\ 
a = l a = 1 *e=G> + a 

II0] I = (w, v]1/2 для любых u^H*. 
Для построения операторов Г, Г*, Si, S 2 , 5 из операторно-разностной 

схемы ( 3 0 ) будем использовать операторы Г А : Я - > Я * , 5 А : Я * - ^ Я * , 
2 i a : Я * - > Я * , 5 2 А : Я А - ^ Я А , Г * : Я * - > Я , которые определяются так: 

( S e o ) ( x , / ) = a a ( x , / ) o ( j f , 0 . *^*> л

+ а > / е [ 0 < / < / Т А Х ] , VEEHI 

(ТаУ) (Хи ... • * a - b Aa, *a+l, - , Хр) =у(Х\, , * a - b Аа, Ха + и . . . , Х „ ) / А , 

(^аУ) = #ia> ( ^ o j / ) ( * 1 , - . . , Х а - Ь ^ а / * а , * « + Ь . . . , Xp) = 

= —y(xu . . . , * a - i , ( # а — l)A a , x a + b . . . , * P ) /A , T*av=—vXa, 
a = 1, 2 , . . . , p. Тогда 

v = Ty= (Tiy, T2y, . . . , 7 » € = Я * для всех J / Е Я , 

^ = 5 ^ = (Si^i, S 2t; 2, . . . , SpVp), u = *L\v= ( 2 , ^ 1 , 2 , 2 U 2 , . . . , 2 , i>p), 

a = S 2 y = ( S 2 I I M , 2 2 2 u 2 , . . . , 2 2 y p) для всех м = (wi, и 2, . . . , up) 

v= (vu V2, . . . , vp) е=Я*, y = Tv= £ Г ^ е Я , у б Я . 
a = 1 

Используя формулу суммирования по частям (у, vxJ = — (v, yXJ (A), 
можно непосредственно убедиться, что операторы Г а и Г* сопряжены 
следующим образом: (у, Тау] {а)= (T*av, у), у^Ну v^H*A. Так как 

(ТУ>*>]= I ( ( ^ ) a , &«]<«) = I ( ^ a f / , » « ] < « ) = 

a = l a = l 

= I ( 7 > a , * / )=( £ O a , ! / ) = ( ! / J ^ ) » 
a = 1 a = 1 

(7y, у] = (y, Г и ) , у е = Я , у е Я * . Из построения S, Si, S 2 видно, что 
эти операторы самосопряженные и перестановочные. 

Оценим оператор S снизу и сверху. Пусть и ^ Я * , тогда 

(Sv, v] = £ ((Stf)a, U a ] ( a ) = I ( S a ^ a , »a] (a) = 

a = 1 a = 1 

= t I aa(x,t)vl(x,t)tn ...hp^k2\\v}\2. 
a = l x e a > + e 

Аналогично можно показать, что (Sa, У ] ^k\\\v] I 2 . 
Покажем, что оператор S липшиц-непрерывен 

| | S ( / + T ) - S ( / ) ] | < sup I £ X (a«(*, ' + * ) - a a ( x , 0 ) X 
II"] 1 = 1 a = l x e © + e 

Xw 2

a(x, /)Ai ... Ap| < max |a e (x , t + т) — aa(x, t) | < т с 0 . 
(x, t) e = a > A T 

Таким образом, разностная задача ( 4 2 ) , ( 4 3 ) , приведенная к факторизо-
ванному виду, принадлежит исходному семейству, определяемому 
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условиями 4°, 5°. Следовательно, для ее решения справедлива оценка 

Шл.-,<М(\\у(0) \\А,+ ||у,(0) | | e ( t ) + "l т\Ш\) . 

8. Сходимость разностных схем с переменными весами. При использо­
вании в вычислительной практике гибридных вычислительных методов 
(явно-неявные разностные схемы), численных методов на адаптивных 
сетках переменные веса <J*(JC, t) не обладают достаточной гладкостью. 
Покажем, как воспользоваться полученными теоремами при исследовании 
сходимости разностных схем с переменными весами. 

В прямоугольнике QT рассмотрим первую краевую задачу для 
гиперболического уравнения второго порядка 

•ж --£-(*<*• '>&) +'«•<>•'<*• 0 «в» «*> 
0 < & i < f c < f c 2 , Л|, / ? 2 = const, 

и ( ж , 0 ) = М * ) , - | j - (x ,0 )=ao( j e ) , x e f i , K ( ( U ) = М 0 . « ( U ) = M 0 -

(45) 

На равномерной сетке юА т = (»АХ(От дифференциальную задачу (44), 
(45) аппроксимируем консервативной разностной схемой с переменными 
по пространству и времени весами 

( ( а у , ) ( < " 0 2 , Ь + Ф. (46) 
y(x,0)—u0(x), yt(x,0)=u0(x), йо(х)=й0(х) + 

+ 0,5т ( ( * « ' ) ' + / ) | , = 0 , . j , ( < U ) = M 0 , 0 = | * а ( / ) . (47) 
Здесь y

( 0 l 0 2 ) = a i . y l + 1 + ( l - a /

1 . - a ' 2 . ) y l + a /

2.c»r 1, a = *(x/_o.e, */)• Раз­
ностную схему (46), (47) запишем в канонической форме (30) 

^ + Г ( Е , а + ( £ - 2 | - 2 2 ) и + Е 2 и ) = ф , i> = S7y, (48) 

< / (0 )=у 0 , г/ИО)=Уо, A = T'ST. 
Рассмотрим задачу для погрешности z=y — u разностной схемы 

(47), (48) 

2,- = ((а 2 - ) ( < "-° г ) Ь + г|>, z(x,0)=0, z,(x,0)=*°, Ч>° = О(т 2 + Л 2), 
z(0, 0 = г ( / , 0 = 0 , 1 | 3 = - ы ( - < + ( ( а ы , ) ( 0 1 0 2 ) ) , . 

Очевидно, что в точках разрыва функций Q*(JC, t) по переменной х 
^ = 0 (Л 2 + т 2 + т/Л), т.е. разностная схема аппроксимирует исходную 
задачу условно даже на гладких решениях. Чтобы избежать ограничений 
на шаги сетки (вызванных не существом дела, а методом исследования), 
в оценках точности воспользуемся теоремой 3. Для этого, применяя 
тождество vi<Jl,a2) = v-\-T(oiVt — o2V}), погрешность аппроксимации пред­
ставим в виде • = Е + т 1 / 2 Г т | , 1=— ии+(аи;)х = 0(к2+т2)у Т\ = 
= - Л*, Л = - т 1 / 2 (a, (аих) , - а 2 (аи-) f) = О ( т 1 / 2 ) . * 

Нетрудно убедиться, что условия теоремы 3 будут выполнены, если 
при всех (ху t) е а)Лт 

Ш^со, 0 < а * < й 3 , ( T i > a (

2 ° ' 5 ) + ( l + e ) / 2 , е > 0. (49) 
В силу теоремы 3 

l | z | | c < 0 , 5 V ^ I | 2 x ] | < V / / ( 4 * i ) \\z\\A<c(h2+^c). 
Следовательно, разностная схема с переменными и разрывными весами 
при выполнении условий (49) сходится безусловно в классе гладких 
функций и(х, t), k(x,t), f(x,t)y й0(х) и при достаточно малом т < т 0 

имеет место априорная оценка (36). 
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9. Разностные схемы с переменными весами для квазилинейного 
уравнения теплопроводности. В прямоугольнике QT рассмотрим первую 
краевую задачу для квазилинейного параболического уравнения 

(50) 
ц(х,0)=и0(х), и ( 0 , 0 = М 0 . и ( / , 0 = М 0 . 

На равномерной сетке юЛ х для аппроксимации дифференциальной задачи 
(50) рассмотрим консервативную разностную схему с переменными 
весами 

» | = ( ( Ч , г ) ( в ) ) х + Ф, (51) 
у(х90)=и0(х), х<=юЛ, 1 / (0 ,0=1*1(0 . J / ( U ) = M 0 . * е ю х . (52) 

Здесь a = a(y)=0,5(k(yi-\)+k(yi)), а = о(х, t) — ограниченная в QT 

функция. 
Введем область значений точного решения @u={u:ui^.u^.ii2, 

(ху 0 e Q r } и определим ее окрестность @й={й:\й—и\ < r , « E f u , г > 0}. 
Предположим, что 

6°. Существует единственное решение дифференциальной задачи 
u (* ,0€=C 3

4 (Q r ) . 
7°. Коэффициент теплопроводности положительно определен на реше­

нии k(u)^k0y k0>0 при и^@и и имеет все производные по M G f . , 
причем для любого п \k(n)(u) \/(п— 1) !<Af, М = const> 0. 

Следуя [9], нетрудно доказать следующее утверждение. 
Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия 5°, 6° и а ^ 0 , 5 + е, 0 < е < 1. 

Тогда при достаточно малых Л<сЛо, т < т о существует единственное 
решение разностной схемы (51), (52), которое сходится безусловно в 
чебышевской метрике, и для всех / е с о т имеют место оценки {||г||2 + 
+ *\\гх]\*\1/2<с(к* + т)9 | | г | | С ( М А ) < с ( / г 3 / 2 + т 1 / 2 ) . 

З а м е ч а н и е 6. В случае недивергентных разностных схем 

yt=((ayi))i:) + <P ('53) 
справедлива 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены условия 6°, 7° и (1 + е ) / 2 ^ а ( х , 0 ^ 
< 1 + (3 — е) / 2 , 0 < е < 1, (х, 0 ^ ^лт- Тогда при достаточно малых 
й < Л 0 , т < т 0 существует единственное решение разностной схемы (53), 
(52), которое сходится безусловно в равномерной метрике, и для всех 
/ = 0 , 1 , . . . , /о имеют место оценки [\\z-] I 2 + T | | Z X - J | 2 } 1 / 2 < с(А 2 + т)„ 
| | z | | c < c ( A + x), \\z-\\c^c(h3/2 + T1'2). 
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