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НЕРАЗРЕШИМОЕ ПРОМЕЖУТОЧНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

С. В. ПОПОВ 

Мы будем рассматривать так называемые конечно-аксиоматизируемые 

промежуточные исчисления, т. е. такие, которые шире интуиционистского и 

получаются добавлением в качестве аксиом к интуиционистскому исчислению 

конечного числа классически верных выражений. 

Оказывается, что уже среди конечно-аксиоматизируемых промежуточ -

кых исчислений имеется такое , для которого не существует алгоритма, по­

зволяющего по любому выражению определить, принадлежит ли оно этому и с ­

числению. Неразрешимость проблемы вывода в этом исчислении доказывается 

сведением к ней проблемы вывода в продукциях Поста. 

При записи пропозициональных выражений мы будем пользоваться обще­

употребительными сокращениями, используя там, где удобно, точки вместо 

скобок. Так, выражение . . . ~Э X следует понимать как 

w,=>(w;z>(... • ( W / 7 D X ) . . . ) ) . 
Кроме того, чтобы не усложнять рисунков и формул и там, где нет 

необходимости в точном представлении выражений, мы будем использовать 

буквы Р Д для обозначения наборов ассоциированных вправо посылок. 

Например, если / , = = | \ ^ > , , . 1 V/^ } , то запись Г Э X есть сокращение 

для выражения ]f/fZ). D. . . . D . Wn Э X , 

Для выделения различных вхождений одной формулы в логическую кон­

струкцию мы будем пользоваться верхними штрихами. Так, X ,Х", Х'"t .. . 

обозначают различные вхождения формулы X • При этом запись X ^ есть 

сокращение для X Л 

Введем определение глубины ctlU^ пропозиционального выражения 

(J над базисом < ГЭ . 

Если (J есть переменная или константа { , то d(U) - О. 

Если 

выражение (J имеет вид и главная 

связка выражения X не импликация, то ({ [U) — (ПЬ0.Х \d { Wj )t < . • 
(с ) Институт математхжх СО АН СССР, 1 6 8 1 
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. d Мп ) } + / ) + ^ Х ) . Если выражение О имеет вид W ; V. , .vW^f tyci . , . 
. . . & ) . /I > 2 , и ни одно из выражений W -̂ не имеет в качестве 
главной связки дизъюнкцию (конъюнкцию), i=/t£t . , , П., то Ы (О) " 

-max{diW,) d{Wn)} + /. 

Приведем определение множеств 2Ж (U) и 7ПУ{(J) формул, кото­
рые определяются по произвольному выражению U . 

Пусть (J есть выражение над базисом ^ ^ , V > & > , Тогда 

Пусть W e M*(U)( W e M~{U)) и Y/± Wf & Wz , где © € 
e { v , & j . тогда \lL^m\u) iWi^M'W)), £-/,£. 

Пусть W e $ Z + ( £ / J ( W e M~(U)) и W ^ W ; Э W r Тогда 

Для дальнейшего нам потребуются следующие определения. 
Пусть U' и £ / "есть вхождения выражения . Определим отобра­

жение ср множества вхождений подформул U на множество вхождений 
подформул выражения £ / " , 

2. Пусть V есть вхождение подформулы V в выражение (J , V — 
вхождение подформулы V в £/ " и >̂ ( V V ** V f V ' 2 А'о З' V'*А'ЪЗ" 
где V , & , } . Тогда (/4 ' ) - /4 " , ф (д') - б". 

Пусть (У и U есть вхождения выражения и X - вхождение 
подформулы X в выражение (J такое, что (р(Х')~Х £ Тогда вхож­
дение X называется соответствующим вхождению X . 

Пусть есть вхождения выражения U , R - бинарное 
отношение такое, что R {(j't О ) . Будем называть отношение R под-
формульным, если для любых подформул Х ' ^ ^ / ' и Х " — U таких, что X 
есть вхождение, соответствующее X , имеет место R (X \ X"). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Хотя эта работа посвящена иной теме, чем £2 и 
3 ^ , в ней существенно используются определения из [ 2 , 3~] , а также 

приводятся без доказательств некоторые утверждения, которые либо уже 
доказаны в £_2~] или С з ] , либо их легко доказать, используя предложен­
ную в них методику. Кроме того,в настоящей статье исправляется допущен­
ная в (^4^ ошибка. 
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8 1. Исчисления 2*.. и 2 , . 
КА п 

Некоторые свойства выводов в них 

Будем называть исчислением 2 исчисление, которое задается 

следующим списком аксиомных схем: 

af: Аэ. 3 э А ; аб: Аэ А * Я; 

& : (А 3.3 => С) Э.АэЗэ.Ы; М-.АЭЗУА; 

йь :AofDA эА; а, :А&ЗэА; 

йц :fz>A; а9:АкЗэЗ; 

a s : h эСэ. 3^>Сэ. AvBoC; aiQ \А э.ЗэА&З, 

и единственным правилом вывода модус поненс. 

Исчисление 2М получается из 2,.. отбрасыванием схемы (%_ , я _ ЛЛ J 
Очевидно, что £ ( 2j и) есть классическое (интуиционистское) исчисле-

ние высказываний. 

Введем ряд определений, которые потребуются нам в дальнейшем. 

Выводом выражения JJ в исчислении . 2 ^ называется дерево с 

корнем, которому приписано выражение U , Это дерево имеет два типа 

узлов: узлы первого типа, соответствующие правилам вывода, и узлы второ­

го типа, соответствующие аксиомам и промежуточным выражениям вывода. 

Листья - узлы второго типа. Каждому листу приписана некоторая аксиома 

исчисления S _ , • Фрагментом вывода называется такая же конструкция, 
Кг, 

как и вывод, но его листьям не обязательно приписаны аксиомы. 

Ветвью вывода называется последовательность узлов первого и второго 

типов, лежащих на отрезке пути от некоторого узла к листу вывода (имеется 

в виду путь без самопересечения). Длиной ветви называется число узлов в 

ней первого типа. 

Будем считать, что во всяком выводе определен естественный частич­

ный порядок узлов в соответствии с их расположением в дереве, а именно: 

корень вывода - самый нижний узел и узел ^ расположен выше (ниже) уз­

ла М , если узел /V, {Н ) содержится в несамопересекаюшемся пути от 

корня К /V, (/Vj) , 
Вывод называется нередуцируемым, если в нем нет двух выражений 

V.3E/"\ D X и ^ X таких, что выражение V расположено 

выше V̂ , и Гt = Гг • 
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Четной ветвью называется такая ветвь, в которой все узлы второго 

типа, за исключением, быть может, самого нижнего, не являются малыми 

посылками узлов первого типа. Четная ветвь называется полной, если ее 

верхним узлом является лист, а нижним - либо корень вывода, либо малая 

посылка некоторого узла первого типа. Главной ветвью называется полная 

ветвь, самый нижний узел которой есть корень вывода. Очевидно, что при 

таком определении главная ветвь в любом выводе в исчислении 2^ единст­

венная. 

Для удобства дальнейшего изложения мы несколько перефразируем исчис­

ления и 2и • Для этого отбросим схему (% и добавим к правилу 

модус поненс еще бесконечное множество правил вывода, как на рис. 1. 1, 

где ^ = 0,1, . . . • которые в выводе соответствуют узлам первого типа. 

То, что множества выводимых выражений в полученных исчислениях в точное -

ти совпадают с множествами выводимых выражений в соответствующих перво -

начальных исчислениях, доказано в С 3D . 

к 

л ; A W, = > . . . . э . х 

а) б) 
Рис. 1. 1 

Узел первого типа (см. рис. 1 . 1, а) называется унарным; выражение, 
приписанное узлу , и сам этот узел - посылкой, а выражение, припи — 

санное узлу А/, > и сам этот узел - заключением этого узла. Выражение W 
с 

называется выражением навешивания. 

Уэеп первого типа (см. рис. 1. 1, б) называется бинарным. Выражения, 

приписанные узлам /V/ , М. , М. , и сами эти узлы называются соответст-

венно большой, малой посылками и заключением этого узла. Выражение W 
называется выражением устранения. 

Все приведенные выше определения, очевидно, справедливы и для вы­

водов с такими правилами. 

Введем определение так называемого канонического вывода в исчислении 

2К Л • 
Вывод в исчислении 2 ... выражения (J называется каноническим, 

ЯЛ 
если его любая полная ветвь имеет вид, как на одном из следующих рисунков: 
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да/ 

а) 

1 х^х ^ у у ^ Х Ъ / э / э Х 

X Z , =>.••• =>Z^=> \ fZ, э . . Zk Э Х 

Z ^ . - ^ Z ^ X 

б) в ' ) 

1 X^YvX 

JJyD....D.ZA3X 

в") 

Рис. 1. 2 
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j Х Э У Э . £ Э У Э . Х У £ = > У 

]Zp....D,zk=>.Z=>Y 

\Zp....^kZpX<Z 

г) 

| Х & У ^ Х 

zp....^,zk^x 

Х э . У з > Х & У 

ж) 

| ^ э . . . . э . ^ э . / э Х 

z, =>.... э./^ эх 
д) 

V 7 

ъ р . . . . э . ^ э х 
в*) 

zp.>.D,zk^>a 

Рис. 1. 2 
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A ) Р и с . 1. 2, а, где 

1. { V ' . . . f V ' M W , Xm),t>0,a>O, 1*0. 

3. Первый сверху бинарный узеп имеет малую посылку, отличную от 

Б) Рис. 1. 2, б, где $ ^ 0 и выражение X есть либо перемен­

ная, либо выражение вида Х< V Х„ или Ху & X. 
B) Рис. 1. 2, в, где Я >0 . 

Г) Рис. 1. 2, г, где 

Д) Рис. 1. 2, д, где & > В и выражение X есть либо переменная, 

либо имеет вид X, v X, или X, &> X. 
Е ) Р и с . 1. 2, е, где к,~^.0 и главная связка выражения Л не им­

пликация. 

Ж) Рис. 1. 2, ж, где 

3) Рис. 1. 2, з , где $20 и - аксиома исчисления 2^д. 

Определение канонического вывода в исчисления 2 ы получается из 

приведенного отбрасыванием п. Б и заменой везде знака 2„. на 2™ . 
Определим теперь систему Q схем преобразований выводов в исчис­

лении 2 . которая состоит из схем системы $ t из С 2D и схем с и с -
. КЛ I 

темы J из С 3D . Аналогично тому, как показано в C2D , можно 

доказать, что для исчисления 2^ ( 2 И ) справедлива 

ТЕОРЕМА 1 . 1 . К а ж д ы й в ы в о д в и с ч и с л е ­

н и и 2„. ( 2 И ) к о н е ч н ы м ч и с л о м п р е о б р а -

з о в а н и й п о с х е м а м с и с т е м ы J ̂  м о ж н о 

п р и в е с т и к е д и н с т в е н н о м у к а н о н и ч е с -

к о м у в и д у . 

Для дальнейшего изложения нам потребуется такое определение. 

Вывод в исчислении (2И) называется нормальным, если 

определение его совпадает с определением канонического во всех случаях, 

кроме пп. Б , Д и Е . В последних выражение X в качестве глав -

ной связки может содержать импликацию или быть константой. 

Аналогично теореме 1. 1 доказывается 

ТЕОРЕМА 1. 2. К а ж д ы й в ы в о д в и с ч и с л е ­

н и и ( 2 И ) к о н е ч н ы м ч и с л о м п р е о б р а -

з о в а н и й п о с х е м а м с и с т е м ы $ м о ж н о 

п р и в е с т и к н о р м а л ь н о м у в и д у . 
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Вообще говоря, нормальный вывод, полученный по первоначальному, 

не единственный. 

В силу того что сами выводы довольно громоздки, введем некото 

рые вспомогательные объекты, которые называются синтаксическими деревь­

ями и работать с которыми проще, чем с выводами. Одновременно мы опре­

делим бинарное отношение * • — и понятие двойственной пары. 

Синтаксическим деревом J}.T

 в 2 ..соответствующим выражению 

U , называется дерево с корнем (корень самый верхний узел) , которое 

удовлетворяет следующим условиям: 

1. Каждому узлу дерева Пц приписано некоторое выражение. 

2. Корню дерева J)^ приписано выражение U . 

3 . а. Если невисячему узлу /Vc_Z^ . приписано выражение W^3, , , . 

, , . Э , W ^ X , Я > / , и среди множества 1 W,,. • . , W„ [ посылок при -

сутствует подформула Э . , , , D . Э X , /71 > О , то непос -

редственно ниже узла N лежат ГП узлов М , А/ , и каждому узлу 
а/ \)" l" V№ 

П' , Й = /, 2, , . . . Л1 . приписано выражение W^' Э , , . , Э , Э /у f 

где 5^ /z] . В этом случае узел /У называется 

^ -узлом, выражения X и X -двойственными, X - положительным, а 

X - отрицательным, V^' - выражением использования и X ~ выра -

жением изменения этого узла. Кроме того, Х- —*~Х' , V/^j —*~ W j , 

t-/,2,...Jj , /= /,2 т . J % S9 ' 

3 , б. Если невисячему узлу J)^приписано выражение Щ D,,,,D,\jJ 
', П. > 0 , главная связка выражения X не импликация и X / f , то 

непосредственно ниже узла Л ' лежит единственный узел , которому 

приписано выражение . . . — Э , (X D-f) D Х^ , где {iS/t...,6^}£ 
(8 , . . . , . В этом случае узел А/ назьшается 3-узлом, X' - выра — 

жением закапывания, V^. —*" W^', , X ~*" X и X * ' — ^ Х ' , . . • . £ 

3 , в. Если невисячему узлу /V £ 1)ц приписано выражение . . . 

. . . 3 . -3 X , /7 $ / , главная связка выражения X не имплика­

ция и X ^ /• , то непосредственно ниже >V лежит единственный узел , 

которому приписано выражение Wj Э . . . , D . 3 / , где , , , ,5^J£ 

CJ^^, В этом случае /V называется ^/-уэлом, X - выражением 

изменения, и —*- W^, , t~/,£,,,., &. 
3 , г. Если'невисячему узлу Н $-Л-ц приписано выражение \\ff D,, ,, 

. . , Э , D X ' , /I > i • и среди множества { V^,, , • , } посы­

лок присутствует формула V/^ 21 X , . . . Z>. Х ^ Э V V \£ ) ^ то не­

посредственно ниже узла Л/ лежат /71+р узлов , , , A^,..,<V,, каждо-
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где 

вы 

му узлу hlj , J~h%i • • > приписано выражение W^j 3 , . ,W^j~^X', 
i s / , . . . , S/ } £ { , . . f Л } ^ а каждому узлу Л - / , / = < * , . . . ( Д 

ражение V / ! / ^ Э . W j - Э . V- Э X , где также { s ' , „ . . & \qUs,....ft}-
п ' * '-10 г. ' 

При этом каждое выражение , f ~ •/, г,. . . ,р , имеет в качестве под­
формулы хотя бы одного последователя компоненты двойственной пары. В 
этом случае. /V называется узлом разбора посылок, V// - выражением 
использования, Л - выражением изменения этого узла, и Д —*• Д 

3 , д. Если невисячему узлу ti € Dц приписано выражение 
V , , , D , Э \}1 Ч..УУ\1т\п.ъОч В. т о непосредственно ниже Н 
лежит единственный узел , которому приписано выражение Wj 3 , , . , 

... ^^{^..у^Щ Л) si'.* ЦсЦ-,*}. 
В этом случае N называется узлом усиления заключения, V у,.У У -

выражением изменения этого узла и VV. —*- \V ( V- — V . , С =/, 2,,., ,р, 

3 , е. Если невисячему узлу HzD,r приписано выражение W, • . ... 

. . . -'t V ĵ j , fl^-O, ftl^-Z f то непосредственно 
ниже Д/ лежат /7Z узлов /V, /V • каждому узлу Л / , 2,.... /71, 

iff t/ У ' * , 
приписано выражение Э . .. . Э , W • , где (ЗД, , . }£{/ ,£ , , , 
4 , . , , /72 • В этом случае /V называется узлом раэбора заключе­

ния, V ' & , . . & V _ _ - выражением изменения, W ,• — W • . V- —*" V1 « 
1 "I е S. Л* * 4 * 

3 , ж. Если невисячему узлу Hi-Djj приписано выражение W ( 

. . . D . W > X ' и W / * X > . . . . 3 . X > ( V / & . . A V / j , г д е / € { Л Л . . . 
. . . , /Т | , то непосредственно ниже /У лежит единственный узел, которому 
приписано выражение Wy О , , # _ Э , \ ^ / D . (Х/ =Э.,,, Z > i X ^ ^ ...^>.(XJ % 

• • -D-CH"JD х" г д е i v ^ K ^ АЦ.-Ч} = W....,«} • 
В этом случае yV называется / ( -узлом раэбора посыпок, - ис­
пользуемым выражением этого узла и W< — V : , X / *" X ; , . . . . X ' — 

4 . Если Д / - висячий узел, то ему приписано выражение видаХ^Х. 
В этом случае пара (X , X ) называется двойственной, X - положительным, 
а X - отрицательным элементом пары. 

5 . Отношение —*- рефлексивно, транзитивно и подформульно, а 
отношение 'быть двойственной парой' симметрично и подформульно. 

Если имеет место отношение X *~ Y , то будем говорить, что 
выражение Y есть последователь выражения X , а выражение X - пред-
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шественник выражения V ... 
Для того чтобы получить определение синтаксического дерева для 

исчисления ,2 u , из приведенного определения необходимо убрать п. " 3 , б* И . 
и заменить знак 2j н а 2-i u • 

Синтаксическое дерево Dy называется не уменьшаемым, если толь­

ко в результате переименования и склеивания его узлов нельзя получить син­

таксическое дерево J)у. с меньшим, чем у 2?у , числом узлов. 

Аналогично СзЗ доказываются следующие 

ТЕОРЕМА 1 . 3 . П о л ю б о м у с и н т а к с и ч е с 

к о м у д е р е в у ^JJ м о ж н о п о с т р о и т ь к а ­

н о н и ч е с к и й в ы в о д в ы р а ж е н и я ^ / в и с ч и с ­

л е н и и 2 „. • 
ТЕОРЕМА 1.. 4 . С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , п е ­

р е р а б а т ы в а ю щ и й л ю б о й к а н о н и ч е с к и й 

в ы в о д в ы р а ж е н и я [ ] в с о о т в е т с т в у ю щ е е 

е м у с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о ])ц 
Отметим, что все утверждения о виде синтаксических деревьев, дока­

занные в СЗЛ , справедливы и для исчислений 2^ и 2ц • 
Если вывод Т построен по синтаксическому дереву J7у . то будем 

обозначать это так: $у Т • Аналогично, если синтаксическое дерево 

Dy построено по выводу Т , то будем обозначать это так: / ' = * _ ^ ? . 

Если синтаксическое дерево I)у определяет некоторое множество двойст -

венных пар, то это же множество двойственных пар определяет вывод Т 
такой, что Dy =^ Т . 

ЛЕММА. 1 . 1 . П у с т ь в ы р а ж е н и е £/ в % Н 
у з е л , к о т о р о м у п р и п и с а н о в ы р а ж е н и е 

W , и V ' C W - B X о ж д е н и е п о д ф о р м у л ы , п р и ­

ч е м Ч <L7H (W)(\/ и V и м е е т п о с л е д о ­

в а т е л я V " C U . В э т о м с л у ч а е п о с л е д о -

в а т е п ь в ы р а ж е н и я V в U е д и н с т в е н н ы й 
и V ' c Ml+(U)(V"e Ш~{и)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы следует из определения последователя и из 

того, что при переходе от нижних узлов синтаксического дерева к верхним 

число последователей произвольной подформулы не увеличивается и они сохра­

няют знак того множества 
т+(...) « л и м (...), которому принадлежит 

их предшественник. 
Пусть есть синтаксическое дерево и узел /V -̂2)ц определя­

ет двойственную пару (X , X ) , причем выражение X (X ) имеет в 
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U последователя X ( Х ' ^ ' ) . В этом случае пара (X , X ' ^ J назы-
ваетсн следом двойственной пары (X , X ) • 

Легко доказывается 

ЛЕММА 1 . 2 . П у с т ь в ы р а ж е н и е £/ £ 2 , , x'tU -
в х о ж д е н и е п е р е м е н н о й , к о т о р о е н е я в ­
л я е т с я к о м п о н е н т о м с л е д а н и к а к о й 
д в о й с т в е н н о й п а р ы , о п р е д е л я е м о й д е ­
р е в о м 7)ц . Т о г д а е с л и з а м е н и т ь в в ы ­
р а ж е н и и (J в х о ж д е н и е X1 н а п е р е м е н н у ю 
Ij, , а в J)y в с е х е г о п р е д ш е с т в е н н и -
к о в т о ж е н а п е р е м е н н у ю ^ , т о п о л у ­
ч и т с я с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о у > г д е 

U - р е з у л ь т а т з а м е н ы в в ы р а ж е н и и ^ 
в х о ж д е н и я Х' н а п е р е м е н н у ю . 

Введем такие определения. 
Пусть D есть синтаксическое дерево. Тогда последовательность 

(Х.'ХЧ UU'"),..,, (Х"-" X'"-"), (Х("-'\ Х1"} \ пар вхождений формулы 
X в U , где П > Z и каждая пара ( XU\ Х*6*^), 1~Ъ2,.,,,/*"/, есть 

след двойственной пары, определяемой ] } . . , называется цепью следов 
v ' VW двойственных пар, соединяющей Д и Д . 

Пусть $ц есть синтаксическое дерево и X £ U - вхождение под­
формулы X • Тогда множеством замкнутости подформул выражения U с 
характеристикой X , обозначаемым через > называется макся -
мальное множество вхождений подформул в Ц такое, что для любой 
подформулы X £ / / , , / либо X есть X , либо существует цепь следов 

X у / у II 

двойственных пар, соединяющая А и л . 
Из определения множества И t следует, что все его элементы 

графически совпадают с формулой X . Если же множество ^ ^ ' состоит 
лишь из одного элемента, то это значит, что вхождение X не является 
компонентой следа никакой двойственной пары. ' 

ЛЕММА 1. 3 . П у с т ь в ы р а ж е н и е £ / б .2..,, x'tl/ 
е с т ь в х о ж д е н и е п е р е м е н н о й X в £/ , Н , — 

л 

м н о ж е с т в о з а м к н у т о с т и , о п р е д е л я е м о е 
д е р е в о м 2)^. , If е с т ь р е з у л ь т а т з а м е н ы 
к а ж д о г о в х о ж д е н и я п е р е м е н н о й X , п р и ­
н а д л е ж а щ е й м н о ж е с т в у Н , н а п е р е -
м е н н у ю ^ . В э т о м с л у ч а е е с л и в е з д е 
в ])у. з а м е н и т ь в с е х п р е д ш е с т в е н н и к о в 
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к а ж д о г о э л е м е н т а и з м н о ж е с т в а fy 

н а п е р е м е н н у ю ^ , т о п о л у ч и м с и н т а к 

с и ч е с к о е д е р е в о 2 ^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по fl 3 / - числу узлов в - ^ ' 

Как следует из определения синтаксического дерева, в 2)у существуют два 

типа узлов: первый-это В -узлы и висячие узлы, которые определяют 

двойственные пары, и второй тип - остальные, которые двойственных пар 

не определяют. 

Если k - / • то выражение [ / имеет вид X 3 X и / / - » "= 

[х'. X" } , В результате замены мы получим выражение U вида Х~^Х1 

и в этом случае лемма верна. 

Допустим теперь, что лемма верна для любого синтаксического дере­

ва с числом узлов fl 5 fl , и пусть 2)у есть синтаксическое дерево, в 

котором hi = /7 + / узел. Возможны следующие случаи. 

1) Корень дерева 2)у че определяет ни одной двойственной пары. 

Нетрудно увидеть, что в этом случае лемма также верна. 

2) Корень / V € . Z ^ 

есть £) -узел, в котором используемое, выраже­

ние имеет вид (А ^ Z ) , а изменяемое - Z . Если ни одно выражение 

из множества fj , не имеет предшественника в формуле Z , то после 

указанной замены узел /V останется 3 -узлом с формулой использования 

ЪЯ) 
и формулой изменения Z , и лемма верна в силу определе -

ния отношения —>• и индукционной гипотезы. 
Если некоторый элемент X"Нgi имеет предшественника 

x"'zZ' {x'"^Z") • то вхождение X™<L Z"(aFlZ'), c o o t -
_ iff 

ветствующее вхождению X , также есть предшественник элемента из 

Нvi и , следовательно, подлежит переименованию. А поэтому после ука-

занноЯ замены узел N останется 3 -узлом с формулой использования 

(А Э Z ) и формулой изменения Z , и лемма верна в сипу индукционной 

гипотезы. 

Лемма доказана. 

Из соответствия синтаксических деревьев и выводов в исчислении 

2„. (см. [_з\ ) следует 

_ 
ЛЕММА 1 , 4 . П у с т ь в ы р а ж е н и е 

е с т ь в х о ж д е н и е п е р е м е н н о й ! в U , //_/ -

м н о ж е с т в о з а м к н у т о с т и , о п р е д е л я е м о е 

д е р е в о м 2ц , U — р е з у л ь т а т з а м е н ы в О 

в с е х в х о ж д е н и й п е р е м е н н о й * ? и з / / ^ е н а 

п е р е м е н н у ю ^ , - с и н т а к с и ч е с к о е д е р е -
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в о , п о л у ч е н н о е и з в р е з у л ь т а т е з а ­

м е н ы в с е х п р е д ш е с т в е н н и к о в э л е м е н 

т о в м н о ж е с т в а н а Ц и J) 1?^ ^ Т . 

Т о г д а г р а ф и ч е с к и е с т р у к т у р ы в ы в о -

Д О в Т и Т с о в п а д а ю т , а р а з л и ч а ю т с я 

э т и в ы в о д ы л и ш ь в н е к о т о р ы х в ы р а ­

ж е н и я х , п р и п и с а н н ы х у з л а м в т о р о г о 

т и п а , а и м е н н о : л ю б о е в ы р а ж е н и е i V c / ' j 
с о о т в е т с т в у ю щ е е в ы р а ж е н и ю \*/ € 7" , п о л у ­

ч а е т с я и з V з а м е н о й н е к о т о р ы х в х о ­

ж д е н и й п е р е м е н н о й X н а ^ 

Из вида схем преобразований выводов системы {) . следует 
7- 3 

ЛЕММА 1. 5. П у с т ь / е с т ь в ы в о д в ы р а -

ж е н и^4 JJ и в ы в о д 7^ п о л у ч е н и з / " в 

р е з у л ь т а т е п о с л е д о в а т е л ь н о с т и t) = О, <),..,, О , 
ГП.~%- 0 . п р е о б р а з о в а н и й п о с х е м а м с и с -

т е м ы $ . Д о п у с т и м д а л е е , ч т о [ / е с т ь 

в ы р а ж е н и е , п о л у ч е н н о е и з (J з а м е н о й 

н е к о т о р ы х " в х о ж д е н и й п е р е м е н н о й X 
н а п е р е м е н н у ю ^ , а ~ в ы в о д в ы р а ­

ж е н и я Ц , п о л у ч е н н ы й и з 7~f в р е з у л ь ­

т а т е н е к о т о р ы х з а м е н X я a (J . Т о г д а 

п р и м е н е н и е к в ы в о д у П о с п е л о в а -

т е л ь н о с т и S в о б р а т н о м н а п р а в л е н и и 

д а е т в р е з у л ь т а т е в ы в о д Т в ы р а ж е -

а к я [/ , о т л и ч а ю щ и й с я о т / " л и ш ь з а ­

м е н о й н е к о т о р ы х в х о ж д е н и й п е р е м е н ­

н о й н а ^ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по Щ , Если /77 "О, то д о ­

казательство элементарно. Допустим теперь, что лемма верна для любой 

последовательности преобразований, состоящей из ПЪ &П преобразований, 

и пусть имеется последовательность S~ S[,,,tS ' , преобразующая вывод 

Т в Т. , Иными словами, имеется последовательность Тш ^ * 
Tt 3* г * S*H

TM_ т ri+/ —*• / —>- / — — » - / — / ; выводов, причем вывод / получен из 

по схеме S^', 0 = О, К . . • ,/t, 
Рассмотрим последний переход / *- / , Пусть преоб -

разование S"** имеет вид 9 ^ ^ " ^ и в выводе присутствует фраг­

мент . который в ТП заменен на фрагмент Ф \ Произведем в 
/ * 
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выводе 7 " ' 7 + / требуемую замену некоторых вхождений переменной JC на 

^ . В результате подучим вывод / — / } выражения U , в кото -

ром фрагмент ф превращен в соответствующий фрагмент $ . По схеме 

$ мы можем заменить его на фрагмент 9^, , попучив в результа-
^ п. **** 

те вывод Т выражения U . Теперь справедливость леммы следует 

из индукционной гипотезы. 

Лемма доказана. 

§ 2. Промежуточные исчисления 

Будем обозначать знаком 2j \СН. 01л ) исчисление, 

которое получается добавлением аксиомных схем 0 1 . , . , , ОС к исчислению 
2„ . где /Ж; £ ^ ' g Z , , i-l,2,..,,fl . Такие исчисле -

ния при fl>0 будем называть промежуточными, а экономные схемы 0t 
.. •, U&а дополнительными. 

Введем следующие определения. 

Пусть U есть некоторое выражение, а Т - его вывод в исчисле­

нии 2 и j • Будем обозначать знаком § П \ выражение If , полу-

ченное из U подстановкой на места переменных X f . . , выражений 
соответственно ^ „ . . . . У ^ • Заменяя переменные Х ^ ( 1 ( Р | Х ^ а выводе 7" 
на выражения соответственно V V_ , мы получим вывод Т выраже-

^ г» 1 ni XX 

ния у , который в дальнейшем будем обозначать знаком Q ' / I , 

Очевидна 

ЛЕММА 2. 1. П у с т ь в ы р а ж е н и е ^ , ^" -
к а н о н и ч е с к и й в ы в о д э т о г о в ы р а ж е н и я 

лХ,...Х т | 
Т о г д а Л / е с т ь н о р м а л ь н ы й в ы в о д 

V , V у V 

в ы р а ж е н и я Q « I • 
Пусть {{X .,,,(% ) есть промежуточное исчисление. Тогда 

канонический вывод /*. аксиомы (X• в исчислении 2IUA называется 

соответствующим выводом этой аксиомы, L — Fl . Если Oi^ •s-
•B-Q Ul. , то вывод J / . также будем называть 

соответствующим для выражения £7; 
В дальнейшем нам потребуется такое определение. 
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Вывод выражения Ц в исчислении ^ , [ ( % ^ , , . , ( % п ) называется 

каноническим, если его любая полная ветвь имеет такой вид, как на рис. 

1. 2 , а, в з , причем в последнем случае вместо символа 

2 ( $ , . . . , - п и 6 ° к а к н а ^ 2- 1 ' г д е и [VI; V- }Е 

=14 ч л . 
9 & ; Щ Э . . . . Я У ^ Х 

Рис. 2. 1 

Почти так же, как в [i] , доказывается 

ТЕОРЕМА 2 . 1. К а ж д ы й в ы в о д i 

н и и 2] ((С̂  , , . . , ) к о н е ч н ы м ч и с л о м п р е о б 
и с ч и с л е-

р а з о в а н и й п о с х е м а м 

н о п р и в е с т и к 

н и ч е с к о м у в и д у . 

с и с т е м ы 5 , 

е д и н с т в е н н о м у 

Пусть ^Ц" " с и н т а к с и ч е с к о е Дерево, Ф Я= Dy - его поддерево, 

удовлетворяющее следующим условиям: 

содержит корень дерева D 
и ' 

ни один. 

1) ф 
2) из того, что узел Л/ £.Ф , следует, что либо все узлы дерева 
расположенные непосредственно ниже / / • принадлежат Ф , либо 

Тогда Ф называется правильным поддеревом 
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и з Y-' в ы ч е р к и в а н и е м в с е х п р е д ш е с т в е н ­

н и к о в 

ЛЕММА 2 . 2 . П у с т ь в ы р а ж е н и е (J и м е е т 

в и д Ul Э ill > U,€- 2 „, и Ф—-Вгг - п р а в и л ь н о е п о д -

д е р е в о , в к о т о р о м в с е и с п о л ь з у е м ы е 

в ы р а ж е н и я н е я в л я ю т с я п р е д ш е с т в е н -

н и к а м и п о с ы л к и [ / . Д о п у с т и м д а л е е , 

ч т о в ы в о д Т { ) п о с т р о е н п о д е р е в у 

В,. (В., ) . Т. е с т ь в ы в о д в ы р а ж е н и я ^ , 
U ^ и , ' 2 , г 

п о л у ч е н н ы й н а в е ш и в а н и е . м в ы в о д а / ( ) 
н е п о с р е д с т в е н н о в ы ш е б о л ь ш о й ( м а л о й ) 

п о с ы л к и п р а в и л а м о д у с п о н е н с в и д а 

U, ^>UZ U, и Г =фД. . Т о г д а в Втт и м е е т с я 

п р а в и л ь н о е п о д д е р е в о V1^ , п о л у ч е н н о е 

Ф 

п о с ы л к и ^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы следует из того, что в выводе Т (2)у^ 

=Ф Г) имеет место непустой фрагмент, включающий корень вывода, в кото­

ром, грубо говоря, посылка U] несущественная. 

СЛЕДСТВИЕ 2. 1. П у с т ь в ы р а ж е н и е 

и н и о д н а ф о р м у л а в и д а , в в е д е н ­

н а я 3 -У з л о м в By ' н е . я в л я е т с я п о с л е ­

д о в а т е л е м н и к а к о г о и с п о л ь з у е м о г о 

в ы р а ж е н и я и л и в ы р а ж е н и я з а м ы к а н и я . 

Т о г д а U 

ЛЕММА 2. 3 . П у с т ь в ы р а ж е н и е ^ / t и и м е ­

е т в и д U', Э U'z ; Х\ £"(£'", аШ ) е с т ь в х о ж д е 

н и я п е р е м е н н о й .£ в п о д ф о р м у л у ^ (U2 ) i 

с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о By о п р е д е л я е т 

к л а с с ы з а м к н у т о с т и т а к и м о б р а з о м , 

ч ю / е / / х , ,£l4UUx„ Д о п у с т и м 

д а л е е , ч т о д л я By и м е е т м е с т о 

в к л ю ч е н и е ХН tH , и Л =4> Т ,B-,r^T . а Т е с т ь 

к а н о н и ч е с к и й в и д в ы в о д а в ы р а ж е н и я 

, п о с т р о е н н о г о и з в ы в о д о в Т и ^ 

с п о м о ш ь ю п р а в и л а м о д у с п о н е н с в и-

д а ^ ffi . Т о г д а д л я с и н т а к с и ч е с к о -
Цг 

г о д е р е в а Втг т а к о г о , ч т о / " = ф _ ^ г . . с п р а-
^ М и Z "г 

в е д л и в о в к л ю ч е н и е £ п III 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим противное, т. е. X* ^ Н а/ . Заме-

ним б дереве JJ в.сех предшественников переменных из h „, на пере-

менную у . В результате получим синтаксическое дерево 1;у , которому 

соответствует вывод Т. выражения JJ , полученный из 71 некоторы-а & & 
ми заменами переменной X на (V . Но тогда, согласно лемме 1. 5 из 

вывода Т. можно получить вывод / в , отличающийся от 7~ лишь неко-

торыми заменами переменной X на Ц . И, как видно, получающаяся из 
Т. фигура при такой замене перестает быть выводом. Противоречие. а 

Лемма доказана. 

§ 3 . Системы продукций Поста 

Система продукций Поста (П) задается своим алфавитом 6m{Qf,Q£f,,l 

. . . , j и системой базисных продукций (/?• ) вида: 

(П.) —~P.W, 1 = 1 , 2 т, 

где R; Р, - некоторые (можно потребовать, чтобы они были непусты-

ми) слова в алфавите С 
Пусть некоторое слово Q оканчивается словом R; . Произвести 

и 

над словом Q, продукцию (П; ) - значит отбросить конечное подслово 
о 

R^ , а затем к началу оставшегося слова приписать слово . Считает­

ся, что к слову, конец которого отличен от слова R : , продукция (П; ) 
неприменима. 

Будем говорить, что слово V выводимо из слова ] / в системе 

продукций ( / 7 ) , если существует конечная цепочка \ ^ , . . . , слов таких, 

что V "* , и каждое слово \^ получается из предыдущего по -

средством некоторой продукции ( / у ), J £ {/,2, . . . , /77} , 2,,,. , . 
Справедлива (см. £sQ ) 
ТЕОРЕМА 3 , 1 . С у щ е с т в у е т т а к а я с и с т е ­

м а п р о д у к ц и й П о с т а ( / 7 ) в к о т о р о й с о ­

в о к у п н о с т ь в с е х с л о в , в ы в о д и м ы х и з 

п о д х о д я щ е г о с л о в а , н е р е к у р с и в н а . 

Отметим, что существуют системы продукций Поста с алгоритмически 

неразрешимой проблемой выводимости, у которых все слова R• и Р- не -

пустые. В дальнейшем мы будем иметь в виду именно такую систему про­

дукций. 

Справедлива 
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ТЕОРЕМА 3. 2 . В с и с т е м е п р о д у к ц и й (/7) и з 

с л о в а в ы в о д и м о с л о в о V т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а с у щ е с т в у е т н а ­

б о р и н д е к с о в ifi Cgl.., , С* , $ 2 0 , т а к и х , ч т о 
9 

(ян) д л и н а с л о в а V н е м е н ь ш е д л и н ы 
с л о в а Р* и д л я л ю б о г о y ' s ^ j , , , , , ^ д л и н а 
с л о в а У $ . . . . Rfr, н е м е н ь ш е д л и н ы с л о в а 
D. D. 1 J' 

^ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если У = , то доказательство элементарно. 
Допустим теперь, что слово У„ можно представить как У„~ V/. R; , 
Тогда У —*• P. V в V, . Далее мы получаем V = V R • *" 

—*~ P' W — V» . . . Таким образом, вывод слова V из Ул можно 
представить как (отношение следования обозначается вертикальной чертой): 

Р; W, - W. 

3 Ч , = Кр-

A W = V . 

При этом порядок применений продукций будет таким: / 7 . / 7 , . . . Я . . 
Из этого мы получаем 

V - A V I , V * . - P. W * . - / г A W 

Щ p ; ~ pi pi " p i p i p i K-* 
V & ...&-Р£Рг ...Pi V/ R; = A ' . . . A - V . 

Длина слова V не меньше длины слова Р; , длина слова VP; не 
меньше длины слова А . А - , длина слова VP1 R- не меньше длины if if-, ly.f 
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Д P.- Р . . . . , длина слова VR; ... R-с9п ?'f ^'1 9 V не меньше длины слова 

л » п к' >; ? У 

г: ... И- . В одну сторону теорема доказана. 

Допустим теперь, что по словам и у можно найти такие индек-
с ы , что для них выполняются условия (*) и (хж). Проведем 

дальнейшее доказательство индукцией по О . ЕслиО'= / , то VR- — Р- V„ 
I Г> to if " 

и длина слова V не меньше длины слова Р• , Таким образом 

Допустим, что теорема верна для любого (jf'dfl , и пусть имеется та ­

кая цепочка индексов L..,.tl„ , что \jR; ,,,R/= P. ,,Р. V Q= /7+7 

и выполняется условие (к»), В силу условия (кх), длина слова чР;.,.Р/ 
не меньше длины слова Р> . . . Р> . Следовательно, W/̂ ,' , • •• 

или V/е.....А = W/ ' . ' ? Пусть 

Р; W = V . Тогда V # ; ...R/—P; ., . Р; V, , и для этих слов 
Cj 7 ' to b£ Of <-/ I ' 

выполняется индукционная гипотеза. Отсюда следует справедливость теоремы 

в обратном направлении. 

§ 4 . Некоторые вспомогательные определения и теоремы 

Введем следующие обозначения: 

Л., ( А ? ) - / 7 , B.,lp,q)-q, Апч(М^К(Р^3п(Р41 

Справедлива следующая 

ЛЕММА 4 . 1. П у с т ь Г=[Ал,...,Ар£.А«). г Д е у > -/, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по 3 — / . Базис индукции: 

Q = — / . Допустим, что выражение • В этом случае в исчисле­

нии существует неуменьшаемое синтаксическое дерево Dy . Для кор­

ня /V 6 существует единственная возможность - быть узлом разбора 

посылок с используемым выражением ^ , i £ | / , 2 , , . , , Л } , Но тогда 

ниже узла /V расположен узел Mt с приписанным ему выражением Р^, 
В. D . Так как £ ~ / > ~ / , то выражение В^ША^_2 V.. ,V A_f ^Вч, 
а в силу того, что А^ £ Г , возникает противоречие с условием неумень -

шаемости дерева By 

Допустим теперь, что лемма верна для любого ^ * ПЪ , и пусть в ы ­

ражение V , если ф — /7Z + I , имеет вид А^ 3 , . . . Э , ^ / 7 1 + / ^ ^ ~̂  • 
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~* • ^ пх+1 ~* 3rtl+i
 и в и с ч и с л е н и и

 2?существует неуменьшаемое син­
таксическое дерево By . Если корень М^-Ву есть узел разбора п о ­
сылок с используемым выражением At 6 Г , то непосредственно ниже / V 
лежат два узла и , которым приписаны выражения соответственно 

V ^ / * —' А ' и i / Д Г^.Вш —' $ т± i • Возможны следующие случаи: 
1) i= 171+ 1, Тогда выражение V/ имеет вид / D А т > и так 

как В = А V В • то возникает противоречие с предположением о /77+/ гп т. 
неуменьщаемости дерева Jj у \ 

2) i~ZCJr + Z — ГП + 3 . В этом случае выражение V^ 2 Г~Э,[А.У„. 
, , , V/^_^VB-jj^B, Так ках ^ /72 + / , то существует такое 
У £ [ 4 — > ? , . . , , — / } , что выражение Aj^-Г • Вновь возникает про­

тиворечие с предположением о неуменьщаемости дерева By 
Следовательно, корень /V есть узел усиления заключения, непосред­

ственно ниже которого расположен узел /У? с приписанным ему выражением 
V вида Го (A;*. . . V / 4 ;^В), k>{ и £ есть либо пустое 

У; 4к 
выражение, либо 3-f • 

Легко увидеть, что предположение о том, что узел /Vf есть узел 
разбора посылок, приводит к противоречию с условием о неуменьщаемости 

дерева By . Следовательно, узел - также узел усиления заключе -

ния, т. е. выражение \jf имеет вид: 

Г=>А.хГэ.А: рВ- ,,sey,2 i] и / ' - / л / т ? - / . 

Нетрудно увидеть, что, если обозначить значение J— / через (Jf 

выражение V примет вид Z"^,/j D , причем Q 5 — / , и если 
выражение ¥< выводимо в исчислении , то в .Zj,, выводимо вы-

ражение У вида: 

Алэ....?.А9з....з.Л9^.А^£9г . 

Но из индукционной гипотезы следует, что \^ ^ 2^ • Противоречие. 

Лемма доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 4 . 2 2 . В ы р а ж е н и е (̂/7,̂ ) , г д е р , 
' - п е р е м е н н ы е , н е в ы в о д и м о в и с ч и с -

л е н и и 2 „ д л я л ю б о г о / 1 5 / / . 

СЛЕДСТВИЕ 4 . 2 3. В ы р а ж е н и е З п (f>, <}) , г а е р , 
^ [ - п е р е м е н н ы е , н е в ы в о д и м о в и с ч и с л е ­

н и и 2 д л я л ю б о г о /2 5 ^ 

ЛЕММА 4 . 2 . В ы р а ж е н и е В т + . faf) ^ ^ т 
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г д е р , ( ^ - п е р е м е н н ы е , н е в ы в о д и м о в и с 
ч и с л е н и и 2-t ц Д л я л ю б ы х % У О я /П>0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по 4 . Если £ - / , то 
~>^/П ~ (̂ /я V'^т. ) ~^ Дя ' Выводимость этого выражения в исчисле­

нии 2^ эквивалентна выводимости в 2^ выражения Ащ-^ Вт

 = 

что невозможно. 

Допустим теперь, что лемма справедлива для любого /7 , и дока 
жем ее для значения А— П + /, 

По о „ р « е « « « ю , ^ ^ w vBmk-l)^8*. ' 

Зто выражение выводимо в исчислении 2^ тогда и только тогда, когда 
выводимы в 5 j„ все выражения вида ,4» О Я , / — /71J-4—/., . ,. —/, Но 
уже выражение = невыводимо в • 

Лемма доказана. 
Аналогично доказывается 
ЛЕММА 4. 3. В ы р а ж е н и е 

г д е p . (J, - п е р е м е н н ы е , н е в ы в о д и м о в и с ­

ч и с л е н и и 2# п р и л ю б ы х /П>0 в ^1^0, 
ЛЕММА 4, 4, П р и 171,4^0 с п р а в е д л и в ы в ы р а ­

ж е н и я 

Вт (Ак ^ (/7, £>) = + , ? J , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по /77 . Если т - О . то 

4я <Д 9>~PV9' 4 | ^ «А V4t " Д*+У ' А н а л о г и ч н о д п я 4» 

Допустим теперь, что лемма справедлива для / Я в / 4 , и пусть 

Л1 = /l + /. В этом случае 
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Аналогично для h^ {А^ , 3^ ) '. 

Лемма доказана. 

Каждое слово в приводимом ранее алфавите Q мы будем характери­

зовать кодом этого слова и кодом длины этого слова. Пусть слово А и м е ­

ет вид Q; ,, , CL; ft ? / , Тогда кодом слова А называется пропо -

позициональное выражение 

cod (A.t,pf, %,р2,чг)* 4; {Pf • 9r)°А) {р*>9*)D 

где Pi л^Ц i Рг i 4Z " п о п а р н о Р а з л и ч н ы е пропозициональные перемен­
ные. Иногда мы будем употреблять более короткую запись COd ( А ) , если 
это не влечет недоразумений. 

Так как в дальнейшем мы будем рассматривать лишь непустые слова, 

то нам нет необходимости определять код пустого слова. 

Длина же слова А кодируется так,. Пусть S - целое положитель -

ное число такое, что £ > |б| , р, - пропозициональные переменные к 

I - длина слова А , т. е. I = \А \ . Тогда кодом длины слова А , 
обозначаемым Cfld ( М 1,/7, £ ) . называется выражение 3<*ш# (р,$). 
Иногда мы будем употреблять более короткую запись COU ( M l ) , если 

это не вносит путаницы. 

Докажем ряд лемм. Нам потребуются 

ЛЕММА 4 . 5 . П у с т ь А и С - с л о в а в а л ф а -

в и т е б . CQd(\A\,p,qh8t ,ced{\Ci,p,q)=3k . в э т о м с л у -
ч а е в и с ч и с л е н и и 2Lt ̂  в ы в о д и м о в ы р а 

ж е н я е )( V 3/, — 3 j . , г Д е Х е с т ь в ы р а ж е 

н и е , п о с т р о е н н о е л и ш ь и з п е р е м е н н ы х 

р и . т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а 

\А\$\С\, 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что в исчислении ^ выводимо 

это выражение , но \h I > \С \ • В этом случае / ( > $ , и в исчислении 

2^ выводимо выражение X ^ 3^ ~Э 3^ • Получили противоречие с лем -

мой 4 . 2 , так как it, f> . Поэтому \А \ С) 

Допустим теперь., что \А \ ^ \ С\ . В этом случае, если \M-\C\ , 

file:///M-/C/
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то достаточно взять выражение X = 3 > а е с п и Ml** \ С\ i
 T°3i, ~ 

достаточ -
но взять выражение Х-А? v , 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 4 . 6. П у с т ь А и С- с л о в а в а л о а -

в и т е о ,codi\A\,p,<})=ty(p,g)i cod(\C\,p,y) = 3f-(p,?); 
Pi 9 - п р о п о з и ц и о н а л ь н ы е п е р е м е н н ы е . Т о -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если | А | = /Z ; , I (Г I = ft£ , то |/4£l = tfr+ . 

Поэтому, так как Ĉ Cf ( I А | ) = 3§ ,п и C()d[lCl)m3g . мы имеем, 

что СОЙ (1л6 М - * /5„ . • В силу ранее доказанной леммы 4 . 4 , 

мы получаем справедливость настоящей леммы, 

ЛЕММА 4. 7 . П у с т ь V/ . R/ . . . . Р/ - с л о в а в 

а л ф а в и т е ^ , Pf, <?r Рг t 921 Р* 9 - п о п а р н о р а з ­

л и ч н ы е п р о п о з и ц и о н а л ь н ы е п е р е м е н и ы е; 

с л о в о R^ = 0.^ , , , Q, ̂  и 

cod ( { . R , ) X р, ,gf, р2, 92)<W,> Ч„ >=>... 

coci {Rij+i,z,p,,<jrpg,gt )^3if(pt,q,)?3kt (P2,?2)D--

c f l d i l V ^ . . . Rij I . A ? ) - ^ , 

codU^\,P,<z)=3m2(p,g). 
Т о г д а в ы р а ж е н и е COdiW^.RfalW,,?,^^ ) п о-

л у ч а е т с я и з в ы р а ж е н и я СОй (Р^н, %, Р,, 9i > Рг » % ^ 
п о д с т а н о в к о й н а м е с т а п е р е м е н н о й % 

в ы р а ж е н и я Cod { V/fy , . . R£. ) . п е р е м е н н о й р, (fy) -
в ы р а ж е н и я ^ ) (3„-( (Jpf, и п е р е м е н -

н о й р2 ( £ ) - в' ы р а ж е н'и я А ( З Д Д _{(р2 , <?2 )) . 
А в ы р а ж е н и е C0Cl(IV/?j ..-R^,, I ) п о л у ч а е т с я 
и з в ы р а ж е н и я СООЙ ( I ] , Й О ) п о д с т а н о в к о й 

н а м е с т о п е р е м е н н о й р (<£) в ы р а ж е н и я 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем вначале первое утверждение. Для этого 

произведем все указанные подстановки. В результате из выражения 
cod (Pi- . 
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liPji 9) ' Р2 ' 9'2 ^ М Ы п о л У ч и м выражение 

Первое утверждение доказано, второе следует непосредственно из лем­

мы 4. 6. 

Как следствие из леммы 4 . 1 получается 

ЛЕММА 4 . 8. П у с т ь f\ - с л о в о в а л ф а в и -

т е б . Т о г д а в ы р а ж е н и я COd (A,Z,pf, $f , р£ , ф г } и 

COd (11\ I р ф ) н е в ы в о д и м ы в и с ч и с л е н и и 

Справедлива 

ЛЕММА 4 . 9 . П у с т ь и - с л о в а в а л ф а -

в и т е с •X*wd{^t,p)$t,p2,9z)=i^iyn9?^\(PzA)Z2--p 

К{Р^9?^\^Р^9г) - а ^ w L i b b P ^ P t ^ -

г ?3/t (р ,9pfyP2>9P---D^%%^ Bjg

 {Рг^- в 

э т о м с л у ч а е в ы р а ж е н и е {Sj~ ^ ) ^ ^ Ц т о г д а 
т о л ь к о т о г д а , к о г д а А— С 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если слова к и £ совпадают, то, по опре­
делению кода слова, совпадают и выражения \j и , а поэтому выра­

жение (V, = V2 ) t 2 Д . 

Докажем лемму в обратном направлении. Допустим, что Af^-С < не 

выражение (Vj—\^ ) £ 2^ • Так как V; ̂  У , то, не уменьшая общнос­

ти рассуждений, можно считать, что либо = 0т-_^ ~ / ^ _ ^ , но 

Ы - / "Н-кЧ Д П Я » е к о ™РОГо * > О , либо = / , , . . . , 6,-/е_я„ . 

Обозначим выражение Cfl(i (/4 ) черезA^Bj (рг<?,)эВ; (Рг,9г^ 
" К* АПЧЭ \.,(Рг'Р°\, (Рг'92] , Г1 = /,2,..т,т, \ выражение 

0)d (С) представим как ^ ^ ^ (/7,, ^ } 3 ( ) и ^ 

Я/5; {р,0 РЗ' [p„Q ) , k=t,Z,.. I. Рассмотрим выражение 
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Мы предположили, что Уё 2.и • Поэтому в исчислении 2., существует 
неуменьшаемое синтаксическое дерево 2/у • Очевидно, что корень дерева 

2)у есть ^ - у з е п или эквивалентный ему узел разбора посыпок, причем 
в обоих случаях формула использования есть первая посылка выражения У , 
А так как 1т •» J-^ , то непосредственно ниже корня расположен узел / / f , 
которому приписано выражение У ? вида [Л^ ~^Bj^ (pft^)^Bj^ (Pft^t 
D^h^B^ (Pt,%^ ~^>U^Bjg iPjify* ^ля У з л а rff также легко увидеть, что 
он есть ^J-узел или эквивалентный ему узел раэбора посылок с используе -
мым выражением Д _ Д $ ; (Д,. Q ) , А так как / *= / . , то непосредст -
вен но ниже узла /У̂  расположен узел , которому приписано выражение 

\ вида {^^ ^(pft9t)D B/g(pil?i)}D { А т ^ р п 9 / ) } Э . ^ ^ 

Из леммы 4 . 2 и определения кода слова следует, что первые две по-

сылки выражения несущественны для узлов дерева 2?у , лежащих ниже 

узла Л/. . Отсюда следует, что выражение У можно представить так: 
г> 2 * 
4̂  3 А т • А к нему применимы все те рассуждения, которые применялись 
выше к выражению V , так как Ьm_f ~ Jp_f • 

Наконец мы доходим до выражения , которое имеет вид либо 

либо в силу леммы 4 . 2 и того, что tm^_ f < J>g , либо в силу 
того, что переменная Z отлична от переменных pf, р^ fOf f ф . Получи -
ли противоречие с выдвинутым предположением, что V£ • 

Лемма доказана. 

г* § 5. Исчисление Jjj и выражение U 

Сейчас мы по системе продукций { /7 ) и jpanee упомянутому в § 3 

слову Yjj, в алфавите б построим и с ч и с л е н и е с алгоритмически нераз­

решимой проблемой выводимости. Исчисление 2 содержит /77+ / дополни -

тельную аксиомную схему: на одну больше, чем число продукций в системе 

(/7J . Но вначале мы введем ряд определений, которые потребуются нам для 

Формулировки этого исчисления. 

Выражения Af . называются сверхнезависимыми, если ни 

при каких попарно различных 4, . . . ,J ,£f.,.f£ не выполняется соотношение 

АЛ..Лг\;\-=Г, A. V . . . V / 4 , , где £ ' получается из % добавлением 
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правила подстановки, и в выражениях А^ Ag множества переменных 

попарно не пересекаются. Известно , что для всякого целого положи­

тельного fl, существуют П сверхнезависимых выражений, зависящих от 

Л + / переменной. Примерами этих выражений являются те /£. формул, у 

которых 1-я, i — е с т ь результат подстановки формулы 

^(rt^tr*1~^ ¥ вместо переменной X ̂  в формулу oC(X/t.. .fX^)*-
Г X / W V Т а к и е - p a -

жения мы будем обозначатьсс' (Xff , . . ^^п+/)>' * (Xf 

Иногда, там где не влечет недоразумения, выражение оС^ (X;,.. , Х„. . ) 

мы будем обозначать о£ ' ( X ) . или просто с£ ' « 

Пусть выражение «f 4 ( Х ^ , , . ) имеет вид 

x**v ( Х * " ' = > ( X % ( X > . . . D ( £ V X J . . . ) ) ) . 

Тогда выражение Х^ * V ( Х^" Э , , . D ^ V Х^). . .) мы будем обозначать 
знаком acf1 (X. Xt )« Иногда для этого выражения мы будем употреб-

к ' ' Л / 
пять сокращенную запись ос ̂  , если это не приводит к недоразумению. 
Очевидно, что (аС^Э сС°) £ 2 ^ . 

Обозначим знаком ^ . , где ( Д , . . . j £ , / ? } » 

ГП ̂  0 , исчисление, которое получается из добавлением аксиомных 

схем J*{Xtt...JnJ4),...,<£/«(Xfl...tXa+f). 
Легко доказывается 
ЛЕММА 5. 1. В и с ч и с л е н и и 2; н е в ы в о д и м о 

в ы р а ж е н и е ОС̂ . п р и 2 ^ / £ ^ / 7 , 

ЛЕММА 5. 2. П у с т ь в ы р а ж е н и я o c ' l Х д + / V ( X w - ' o f ^ ) • 

и of'-в- ХП+^ ( Х ^ Э J t и с ч и с л е н и е 2 у п о л у ч а е т с я 

и з 2 „ д о б а в л е н и е м с х е м ы с с ' ( X . . . . Х „ ) Т о г д а ас ' й ' 2 • 

В дальнейшем нам потребуется 

ЛЕММА 5. 3 . В и с ч и с л е н и и 2? • .• н е в ы в о д и-

м о в ы р а ж е н и е V * W X , Х А Д ) = . 5ĝ  5 ft X , ), 
г я е ^ Ц jm) " ^ „ . . . . Х , . / ) 1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО от противного. Допустим, что выражение 

Уб2; ; 1 В этом случае в исчислении 2„ выводимо выражение II 

вида ( &J, W, ) V , где Wi. есть дополнительная аксиома исчисле-
ния 2j» • . £ — /,X.,,.. ,2 , а следовательно, существует синтаксическое 
дерево .Zi^ . Не уменьшая общности рассуждений, можно считать, что ко­
рень /Vfe JJ.t есть узел разбора посыпок с используемым выражениемасНХ „„Х,^ 
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и ниже узла /V лежит узел ^ , , которому приписано выражение 

J f . ) ' 

Но из выводимости в исчислении 2 и выражения V следует выводи 
т 

мость в исчислении 
.1+' 

5̂  выражения ( & \ \ / л ) ^ о С ' и выводимость в 

2 j » < выражения [ Л , X f f + . / . Противоречие. / / / / Я ' ' 

Лемма доказана. 
СЛЕДСТВИЕ 5. 1. В и с ч и с л е н и и ^ н е в ы в о -

• •- * д и м о в ы р а ж е н и е Уж аС* [Xft... ,Хпч ) Х*™*^> aC„ (Xf, 
г д е « ' и , w s C ; v f c ^ ( x , x « i 'Эос* 

Теперь мы перейдем непосредственно к построению исчисления 2 • 

Для этого введем такие обозначения. , 

Пусть X°t...,XfefXf3 ,ХМ, . . . ,Xf6 , . . ,/71 + /, есть 
множество попарно различных пропозициональных переменных; Xt,Xg,. , . )Х^-

также множество попарно различных пропозициональных переменных, отличных 

от введенных ранее: Х.̂  есть выражение вида X , v X*. • Образуем 

выражения оС 1 (X, , . . . *Х ) , . . . , °С (Xf ,. .. , X-р ) . 

Исчисление 2 получается из 2 и Добавлением к нему аксиом -
<~ ~ ^ , 

ных схем it..... .Ot~i_, • Каждая схема /If. , 6m/,£,.. .,/71 , исчисления 
^/ ^7» ' ' {77+/ /; £ 
2 имеет вид Уу^ D ^ , где в ь 1 р а ж е н и я и \v̂ > образуются еле -

дующим образом: 

Ч/ Ч ' Ч , / 1 Ч,/ : 
Ч* 3 Ч/ D * ; х Ч/ J « •* 
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V V ,2 /7,/ ' / V 

w . о W + ^ . 

Выражение W строится почти так же, как и W. , но вместо 

переменных , . . . , подставляются выражения А . • . , , которые 

образуются следующим образом. 

Выражения X X X X . X получаются так. 
( 2.' 3 * Ч $ 

Подставим на места переменных Ъ , t ^ , Д^, ^ в выражение 
COcL^R. t, D О D fl ^ выражения соответственно X . —' ГХ V 

.' I' : Pf '^74 * JZ ' JZ • > * 
V X ) —>(X V X \ X X X ) ( . В результате получим выражение вида 

i Z . 1 ' Ч> У Z' i 

Неформально это можно интерпретировать таким образом. Если выра -

жеиие Л есть код некоторого слова V , то 

есть код выражение 

слова 
'yi yi у* "у* 'у1 

Аналогично определяются выражения / . ^ fi. , Л , 

Подставим на места переменных t . Р П D fJ в выражение 

OOtt ( г£ ,^»/)t (̂»/^i^JL выражения соответственно / F ( J Z>(/g J -J 
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V X \ X , X j , X , Х^ . ^ результате мы получим выра -

=»</? v e j . T „ „ . X ; „ 2 v хм=a ; v # =, . 

... => й „ / x; 2 ^ ; x; - 6 „ г ; x; s x; z . 
Неформально это можно интерпретировать таким образом. Если выра-

х*=>о; v хч^сл 4
 vх') есть код некоторого слова у 

на места 

жение , . w . 
то выражение X' => (X V X ) = > (X * V Z ) . . . 3 А ^ V 

3 (/Г V 5 ' есть код сло/а V * * ^ 

Выражения X и X получаются следующим образом. Подставим 
переменных р и (2 в выражении переменные 

у£ ' „ t> 1 7 
соответственно А и Л . В результате мы попучим выражение вида 

1 1Z 11 . ~~ i 
п. У fl. • Тогда выражение X есть / \ , , и выражение X 

ft, А1 <г k1 Н 
есть X?, 

Неформально это можно интерпретировать таким образом. Если выра -
жение X V X есть код длины некоторого слова V^" , то выражение fc 11 ^ 

А г, V В, есть код длины слова у — V А. , 
Выражение X есть переменная X , , а выражение X есть 

»i « " '* переменная / „ . 
1Z 

Неформально это можно интерпретировать таким образом. Если выра­

жение X V Х^ есть код длины некоторого слова V^". 1 - 0 выражение 

X., V X есть код длины слова V такого, что I V I = I V I . 
Для получения выражений д _ и Л„ мы подставим на места 

переменных р к в выражение COcL(\P. f р , ^ ^ переменные с о ­

ответственно X и X . В результате получим выражение /4, V 3. , 

то™ x;s г * . х;5 г в 4 / 

Неформально это можно интерпретировать таким образом. Если выра­

жение X V X есть код длины слова у , то выражение AL v 3, 
есть код длины слова у — у 

ЗАМЕЧАНИЕ. Введенное при образовании выражения W- соглашение 

о том, что Х^ 2. Х^ V Х^ • неформально можно'интерпретировать 

следующим образом. Если Х^ есть подформула кода длины 

~ А V 6 такая, что X* — В, '• а X есть подформула кода 

длины cod (\Y I *) ~ A V D такая, что J( — 5 , то из приве-

денного условия следует, что ^ jjU^ и поэтому I j I «* I Y I > 

Кроме этих аксиомных схем, в исчислении ^ 3 имеется еще одна -

(X . Она образуется следующим образом. 
Пусть V &>. Cb- . . . d • есть ранее упомянутое слово в 

0 <ч ^ °к 
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алфавите & . Обозначим буквой j£ выражение, которое получается из 

COd ( \ X О Q D Q } подстановкой на места переменных X/, Р Q, . 
D .Q, выражений соответственно л . Л Л . А . Л 

ПГ'7е к ' д • г ' ? ' б 
В результате мы получим выражение 

Введем такие обозначения. Обозначим символом X, выражение 
^ 6 

В (X X ) , символом У выражение А (X X ) , симво-J>z % ' 6 ^ 7 W * I , 6 

Х~ а. /ч14*"1 у * ' Л У 
- выражение D IЛ Л , символом /О выэажеше 
i . Л 9 4 t 3 

Д [ Л Л / и символом L выражение Л 7D . ZD О \Л 
п д 9 - г ю г ю • J>i з' 

С ) э Д г С О Д а л ! ! ' п у с т ь Z< = £* = £з = f,> 
Неформально это можно интерпретировать следующим образом. Если 

выражение Д Э IA V Л O A VA есть код некоторого слова У , 

то полученное выражение Д ZJ :эс>[л Л ) э О (Д Д ) 

ID Р}„ (Xп*1 X ) есть код слова V • Кроме того. выражение 

% Z> (% V % J 7D {%, V Z ) также есть код слова V" V « 
S Ч 3 г 1 О 

Далее, пусть Z f f = Л „ , * е = * , Z£ - Л „ . Теперь 
экономная схема ^ /

m i 1 получается из выражения ty. заменой в нем вез­
де выражений XJ на %. , j' = / 4 2., . . . , i6 , I £ { {, Zf. . . , nvj . 

Пусть \^ - слово в алфавите & , отличное от ранее зафиксирован -
ного слова V01 t Z - пелое число, { i . - набор индексов таких, 
что С. € { | , J = и справедливо следующее. 

Слово / ? есть начало слова У , и для любого Л ~ ..., d~ ft 

слово Р. , . р. есть начало слова . . . Очевидно, что для фик-

сированного набора <1 . . . .А.» индексов существует хгаксимальное множество 
ffL^. . j ^слов в алфавите (Г , которые удовлетворяют этому у с ­

ловию. Пусть , где объединение берется 

р iLI
 LtS 

по все наборам из С индексов. Из теоремы 3. 2 следует, что все слова 

из множества (з* ^ 1Р& , где О есть множество всех слов в алфавите в 
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(S- , невыводимы в системе (П) из слова 1^ или имеют лишь выводы 

длины меньшей, чем t • Легко увидеть, что для каждого отдельного з н а ­

чения £ множество 6* ^ $ 1 рекурсивно. 
г 

Зафиксируем целое число t 2. и набор индексов ^ j т а ­
кие, что L. €r { -I £ ^j,? и множество , . ^¥-0, Очевидно-, 

А и* 1{1 
что это можно сделать, так как множество слов, выводимых в системе (П) 
из слова V , непусто. Тогда слово можно представить 

• 1 £~1 
как V К.. ^ Р- ...Р. Н , где /г/ - некоторое слово в алфавите 

Пусть для приведенного набора индексов \j,^..,st^\ попарно раэлич -
ных пропозициональных переменных %ь w р^ t ^gpify вьптолняются 
следующие соотношения: 

cocC(\VRir. t^lp,*}) " А^Р.ф v в^Ср,?); 

todi\P.4 ... P\, p,ф - A ^ M ) v b ^ t f ) . 

Введем такие обозначения: 
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Пусть 4^ , . . есть попарно различные пропозициональные пере­

менные. Образуем из них выражения oi-1(6ff,..t ) о ^ ^ 4 ...t4 ) 
Теперь выражение U строится следующим образом: 

W + г 

ч Е W* W" 

W" ± «.г w + 
* 

•и 

W+ z 
г,е 

W" Z 
ел Z 

Л"» 

W ' г.* W " 

«6,0 "о" • Л 
* 
К 

16,1 

"о" 
• 

1 У + о 
К , => *« • 

* 
W " г. 

~о 

44,0 

t к ~~6~ 

ч; ,=*< ; 

w" => Л 
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зг,о 

W" I W f D Z ; W + , Z W " з £ ш з2,о ы,\ зг,1 i& 

iZ,Z 3Z,1 ЗГ,2 32,2. 

W" Z ( W + => .W + => . . . . Г5. W * ) ^ O L £ S 

35 1,2. '2,2. 3Z,2-

\> z W " = > . ( Г , Л з / ' , 

33 33 f6 

33 Докажем следующие утверждения. 

ЛЕММА. 5 . 4 . В и с ч и с л е н и и ^ 
И н е в ы в о д и м о 

в ы р а ж е н и е X J g 3 • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения кода длины произвольного слова 

в алфавите & и выражения X * следует, что X есть тавтология, 

а X — пропозициональная переменная. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 5 . 5 . В ы р а ж е н и е XI ^ Z j „ , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО от противного. Допустим, что JJ & Х^, Слепо -

вательно, в исчислении существует неуменьшаемое синтаксическое де­

рево 5 у » • По лемме 5 . 3 , его корень Н есть В -узел с используе­

мым выражением ^ и и э м е н я е м ы м оС ^ . Поэтому ниже узла /V 

лежат 32 узла Л^,. . . , , которым приписаны соответственно выражения 

X V,, вида 

V Ч;= . г v = *" Ь w; 1 wr - . ( г , ч w ^ * ; 

Рассмотрим поддерево Д с корнем в уэпе Л/ . Узел N может 

быть лишь /? -узлом, что вновь следует из леммы 5. 3 и неуменьщаемости 

дерева В * . В этом случае ниже /V расположен единственный узел 

Л/ * , которому приписано выражение V"^ вида V >̂ <Х-

3 W 3 W I W Э I 3 . W 3 W" =Э Z . Воз -
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можно, что в этом выражении отсутствуют некоторые посылки из числа 

приведенных. 
Так как выражение Z & (р О,.) и переменные Р„,&-ф 

с 1 f П*^ ' Z [с. i л, 7& г 

ф { а ^ , . . , , Л^} , то узел есть $ -узел с используемым выражением 
\л/ и изменяемым Z. . В результате ниже узла N лежит узел 

Н , которому приписано выражение V вида VV I L ZD 1 + ц 1 is IS 

Z3o6. Но V y i т а к к а к в исчислении У • 

невыводимо выражение оС ZD, ci- "ZD. oL ZD. JL^ZDoC . Противоречие. 

Лемма доказана. 
/V 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 2 . В ы р а ж е н и е 0L _ 4 и . 

ЛЕММА 5, 6 . Д л я л ю б о г о J — i,Z,l,..,tTL в ы р а 

ж е н и е 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО от противного. Допустим, что для некоторого 

I £ {i,Z,..., ПЪ \ Ob^^t , В этом случае в исчислении сушеству-

ет неуменьшаемое синтаксическое дерево ^ ' ^ 3 л е м м ы 5 . 3 следует, 

что корень /V ^ Dr- есть 3-узел, в котором используемым выражением 

служит либо W , , либо V Y , _ 

Во втором случае мы получаем, что непосредственно ниже /V распо­

ложены 32 узла N , . . . , / V , причем узлу приписано выражение "SF 

) ZD. ^ , Если выражение У £ , то и выражение 

У ' ± J ^ ^ Z D ^ " ) ^ Ы ^ ^ ^ е С * - водимо 
1 А 

- Воспользовавшись тем, что переменная X ^ имеет в выражении 

Y " 0 лишь одно вхождение, заменим ее на выражение оС . В резуль -

тате получим, что выражение Y — Ы?^^к о£? ZdX^~dX^ ZD ZD oL & 

I 4 1 

выводимо в исчислении . Но тогда в исчислении Е . выводимо и вы-
и и 

ражение V * ̂  Х,р£б'=эХ' => X* ^>oCl) Z>otZ и для него в 22 
1 Ь4 1 1 " 

существует синтаксическое дерево ^у*- ' ^ ° п в м м е 5 . 3 , корень А/ £ 
£ Qyt е с т ь ^ -узел, непосредственно ниже которого расположен узел 
А/* *с приписанным ему выражением V — Х„ —̂  . (°£ —̂ Х -^oi.^)ZD, 

Z 6* 1 1 

3 . ( o t DX.^)~эХ^. Но из выводимости в исчислении . 2 ^ - выражения V 
следует, что и выражение У £ £ , где "V £.£тС^Зв6 . Иротиворе -

2, И 2. 

чие. Остается единственный случай, когда корень N ^ D <~- есть 3 -узел 

с используемым выражением . В результате мы имеем, что непосред­

ственно ниже узла N расположен узел N с приписанным ему выражением 

V Z W! =>. W3"f 3 . D . Г Э Я " . Если Ь £ т о в 

в исчислении 
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исчислении £ выводимо выражение V — Ы. ZdAX ^>oi- )^Х ZDoC 
« 1 1G 16 

и имеется синтаксическое дерево . 

Пусть корень N € Ъ~ есть 1В _ -узел с используемым выражением 

Х̂  ZD oL?^% Тогда непосредственно ниже узла N лежит узел А/ с при-

писанным ему выражением с*. ZD, IA ZD oL ) ZD, Л ZD л , . А так 
65 ^(С ь ^ 

как переменные в выражениях с£ ^ oL и X не пересекаются, и 

Х^ ё Х^ , то отсюда выражение (Х .̂ >̂ Х^ ) ^ . Противоречие 
с леммой 5 . 4 . Поэтому корень А / е П ~ есть узел разбора посыпок с ис— 

. 6S V1 

пользуемым выражением «jc , и непосредственно ниже него лежат два 

узла и N , которым приписаны выражения соответственно X ZD . 
1ь п ge к it 

Вновь, как и для узла Pi , можно показать, что N не может быть ни -
чем иным, кроме узла разбора посылок с используемым выражением Х^. ZD 

ZD . Но в этом случае в дереве J)~ непосредственно ниже узла 
распопожен узел А/ , которому приписано выражение X ZD, X pi. ZD. 

Ц 67 16 
З . Х , ZD X , не принадлежащее исчислению £ . Противоречие, 

(£ f6 И 
Лемма доказана, 

«^» 

Каждой дополнительной аксиоме (%,. , i = У,£ Л Ь , исчисления 
^ о 

мы поставим в соответствие вывод в исчислении У • такого вида, как 
на рис, 5. 1, где /. - канонический вывод такой, что П —•* Т. и i i ' 
синтаксическое дерево J] выражения "Y S- \i/ ZDai (X) изобра -

A3,. 
жено на рис. 5 , 2 , а. Здесь ниже каждого узла N. i = Z,.• • ,32, располо-

^ „ - (/ « жено поддерево, как на рис. 5 . 2 . б. ^ 
Вывод выражения отли -т+1 

чается от приведенного на рис. 5 . 1 

лишь отсутствием одного нижнего 

унарного узла. 

^ ^ (Х) Рассмотрим выражение , 

^ 0— ,ГЯ т-у. Из его струк­

туры следует, что в нем имеется 

z v / 4, (f*) по одно.\;у вхождению подформул 

VV'/ ^ Vlfjj о ^ , об^, . . . , аС^3 , которые 
_ _ , мы пометим по два 
Рис. 5 . 1 ] 

вхождения каждого выражения с£", 
г=. 0 Ц СМ с£ которые пометим слева направо(осО. (oiO '. в точнос-6 ' р * .66 

ти одно вхождение ( (^ .^) выражения <Х. и в точности четыре вхожде-
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ния каждой переменной X оторые пометим слева направо (X ) 

К?, (xLf: * - , .£ а. 

I 

X>.(XpW)vfX^/) 

Рис. 5 . 2 6) 

Иэ вида соответствующего вывода Т- каждой аксиомы 0L> Ь И 

= i , 2 . , . . M / 7 L + ^ » нетрудно установить, что пары вхождений ((otf) f 

cJYl -г гл...,^.й5, ffx̂ '.aY), ffx^ujrw «.«^ 
следы двойственных пар, определяемых выводом 7^ 

Обозначим через 

JJ в исчислении , 

в исчислении "̂"1 добавлением соответствующих выводов 

всех вхождений дополнительных аксиом исчисления. Сейчас мы проанализиру­

ем вид выводов иэ множества * 

Рассмотрим исчисление • которое получается из добавле -

нием схемы X V X . Для него справедлива 

ЛЕММА 5 . 7 . П у с т ь в ы р а ж е н и е 

Т о г д а в и с ч и с л е н и и 2 . . в ы в о д и м о в ы р а -

п 
ж е н и е в и д а W ̂  3 W ZD f , г д е W.. / = • / , £ . /7г-, 

f /TV 1 i J. 
е с т ь н е к о т о р ы е п о д ф о р м у л ы и з 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выражение U ^ . Тогда в исчисле-

нии выводимо выражение , где каждое в ы р а -

класс всех канонических выводов в ь 1 р а ж е н и я 

которые получаются иэ выводов выражения \J 

L 1 

есть дополнительная аксиома исчисления 2 ^ . Рассмотрим произвольное 
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синтаксическое дерево £) в • При этом будем считать, что каж -

дое выражение V JL (X.=>f) V f X ; существенное в Д , т. е. 

в jjy существуют по меньшей мере два D -узла с используемыми выра­

жениями А. -f и X'-^-f-^-f . Кроме того, можно считать, что в дере-

ве JJ все узлы раэбора посылок расположены выше других узлов > 

6 — i,Z.t. . . t (Ъ , Исходя из этого, можно считать, что в Tjy. обяза -

тельно встречаются выражения вида: 

Г з . Г Х ^ р =>. ( Х ^ / э Л =>/; 

где ГГ.... - множества посылок, принадлежащих множеству 

Wj { U) . Отсюда следует, что (Г^-f ) € X I , где Г ~1/Г. . 

Лемма доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 3 . В ы р а ж е н и е А^Ср, , г д е -

п е р е м е н н ы е , н е в ы в о д и м о в и с ч и с л е н и и 

S д л я л ю б о г о з н а ч е н и я fb ^ 0 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует иэ того, что ни в одном выражении 

А^(р1 ty} н е встречается константа £ в качестве подформулы и 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 4 . В ы р а ж е н и е З^Р, ^-1 , г д е / ? , ^ -

п е р е м е н н ы е , н е в ы в о д и м о в и с ч и с л е н и и 

У, д л я л ю б о г о з н а ч е н и я / £ ^ 0 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 5. П у с т ь ^ и С е с т ь с л о в а в 

а л ф а в и т е 6 * У} = CX)D(A, Г , Р 1 , Ц{ , Р & , и \ £ -

"= COutCC, г , р fy, PZ,(Q> В э т о м с л у ч а е в ы р а ­
ж е н и е (У^ — V } £ т о г д а и т о л ь к о т о г д а , 

КОГДЭ /4-2-С . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выражение ( V ~ V ) £ 22 тогда и только 
— 1 2 И / 

тогда , когда А ~ С , что следует из леммы 4 . 9. Допустим, что A f-
С • В этом случае выражение (Y^ ~ V ) ф- , но допустим, что 

оно принадлежит исчислению X j • В выражении ( V s V ) нет подформул 

вида i . Поэтому получаем противоречие с леммой 5 . 7. 

Следствие доказано. 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 6. П у с т ь ^ и С - с л о в а в а л Ф а-
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в и т е 0* и &л - СОССЦА I, р , 5 ^ = CO£(ICI,p,fy). В э т о м 
с л у ч а е в ы р а ж е н и е Гб, — 5 ) ^ £ т о г д а и 
т о л ь к о т о г д а , к о г д а 1/4 I =• I С i , 

Выражения и 2 ^ называются <2—эквивалентными, обозначим 

& , если H(OU) - Е Г Л ) . 
Легко показать, например, что 
Пусть исчисление 22 задается дополнительной схемой 0L вида 

Х з У з Х ^ К , где flKX)= 0 , X X f и fltfYWO. Назовем каноничес­
ким выводом в исчислении 22 такой вывод, что вид его полных ветвей сов­
падает с видом ветвей в каноническом выводе исчисления £j f кроме 
случая, изображенного на рис. 1. 2, б. Тогда ветвь канонического вывода 
в исчислении 22 получается из изображенной на этом рисунке заменой 
везде константы ^ на выражение л у _ г д е переменные Х^ ^ 

£ У, , R и Х з ^ Х < " ' Х ч - Vl '=3X =>Х - аксиома £ . 

Аналогично тому, как построена система >S схем преобразований 
выводов в исчислении 2—>^ , можно определить систему •£ схем преоб -
разований выводов в исчислении У . . Она несущественно отличается от 
системы S. в тех схемах, которые содержат аксиомы 0L . 

Как и для исчисления 2—>КА доказывается такая 

ЛЕММА 5 . 8. К а ж д ы й в ы в о д в и с ч и с л е 
н и и X ] к о н е ч н ы м ч и с л о м п р е о б р а з о в а -
н и й п о с х е м а м с и с т е м ы .S м о ж н о 

3 

п р и в е с т и к е д и н с т в е н н о м у к а н о н и ч е с — 
к о м у в и д у . 

Затем уже совсем просто определить понятие синтаксического дерева 
в исчислении 22 . Отличие этого определения от определения синтаксичес -
кого дерева в исчислении 22^л состоит в том, что п. 3, б формулируется 
так: 

3, б. Если не висячему узлу N£]]rr приписано выражение W'=>. ... 
. . . 3 . 3 X , tb & 0 t главная связка выражения Л не импликация 

и X ^ f , то непосредственно ниже Л/ лежит единственный узел , ко­
торому приписано выражение где 1 Л , . . . 

• • • i ^ n J — I'f, 2.,... }и X l ^ Y ^ X ^ Х есть дополнительная аксиома исчис ­

ления . В этом случае N называется 3 -узлом, X - выражением за ­

капывания и V —*" W , X ~~* X , X ~ > Х 1 £ 5 5 2 2.,. , . , К , 
л1 *i -г т г 

Очевидно, что по всякому каноническому выводу ' выражения С/ 
(синтаксическому дереву ) в исчислении 22 однозначно восстанавлива-
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ется синтаксическое дерево D^r (вывод Т выражения IS) в этом исчис­

лении. Как и прежде, э т о т фа К Т М Ь 1 будем обозначать: f ==>£) <]) 

=> Т). и и 

Иэ соответствия между выводами и синтаксическими деревьями в ис -

числении 2d следует, что если е с ' г ь синтаксическое дереве в ис -

числении 2d I то всякое выражение из Dy. выводимо в 2d . 

Поставим в соответствие дополнительной аксиоме исчисления ^d вы­

вод Т в исчислении £ j такой, что синтаксическое дерево D ~ , п о -
КА ^ " а 

строенное по / , выглядит, как на рис. 5. 3 . 
Из вида этого вывода легко сле­

дует 

О X D Y ^ X ЛЕММА 5 . 9 . П у с т ь 

7 
п X ^ Y 3 X D , X ^ ^ Z ) X р а ж е н и я U 

./ - I I/ V/ д v/ \ / ч и с л е н и и S , Т - в ы 

X => Y=> X =>.Хэ/з.Хэ Y * 

е с т ь в ы в о д в ы -

в и с 

Рис. 5 . 3 

в о д в ы р а ж е н и я J J , 

п о л у ч е н н ы й и з Т 

н а в е ш и в а н и е м п е ­

р е д к а ж д о й д о п о л ­

н и т е л ь н о й а к с и о ­

м о й е е с о о т в е т -

с т в у ю ш е г о в ы в о д а , 
7" t Т ^"Вг . В э т о м с л у ч а е д е р е в ь я J) 

и JJ о п р е д е л я ю т о д н о и т о ж е м н о ж е с т -
V 

в о с л е д о в д в о й с т в е н н ы х п а р . 

ЛЕММА 5. 10. П у с т ь в ы р а ж е н и е lf~£. (р .}р } э 

\ г д е оС 4ГД... О ) I P Л*\{P*Vi<Jt\ и с ч и с л е н и е 

£ . з а д а е т с я д о п о л н и т е л ь н о й с х е м о й X ^ 
Г> oi/_(X У ) Z5 Х„^,^>Х„ и i ^ / .В э т о м с л у ч а е л ю -

б о е н е у м е н ь ш а е м о е с и н т а к с и ч е с к о е д е -

р е в о в и с ч и с л е н и и е с т ь с и н т а к с и ч е с -
' У и с л е и и и *—i к о е д е р е в о в и с ч 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно , что U Е X j . • Поэтому в 

исчислении *-*^ существует не уменьшаемое синтаксическое дерево 

Jj' , причем без потери общности можно считать , что корень 

Д/ £ Ц есть узел раэбора посылок с используемым выражением оС 

Следовательно, непосредственно ниже узла N лежат два узла N и N 

с приписанными им выражениями соответственно — + ^ —[Г^^^ у 
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Дли узла N имеются следующие возможности: 

1. есть узел усиления заключения, порождающий выражение 

2. Л/ есть узел усиления заключения, порождающий выражение 

V i Г O o t . Но У . Противоречие. 

3 . A/j есть 3-узел, порождающий выражение V ^ - i / ^ , + f ИЗ, Coi* ID 
п Р и п н с а н н о е УзпУ ^ ( непосредственно ниже узла Nf . 

разберем все возможности для N , В силу неуменьщаемости 

синтаксического дерева JJ этот узел не может быть 3 -узлом разбора по­

сылок, М-узлом и узлом усиления заключения, который порождает выраже­

ние . Остается единственный случай, когда 
jj 'И-'1 & to*-1 Z _ . I 

есть узел усиления заключения, порождающий выражение ^ 
ZDoL )Э Р "ТЫ- Но аС Ф 2 - . . Следовательно, У f Z-L. . Проти-п' ' ч+л— п, п ' j 1 А 

воречие. Таким образом, для узла Н остается лишь первая возможность. 

Возможности для узла AJ разбираются аналогично. Не уменьшай 
г 

общности рассуждений, можно считать, что узел /V есть 3 -узел, Нено­
ва 

средственно ниже которого лежит узел Л/ с приписанным ему выражением 
6 ' ^ V ±- ( Р * ZDci, ) ZD ,(oi- ZD<£* ) ZDo*? , Исходя из неуменьщаемости д е -

} ГЬ+1 П/ ГЪ 
рева /_? , для N остается лишь одна возможность - быть узлом усиле -

U 5 ния заключения, непосредственно ниже которого лежит узел с приписан -

ным ему выражением У Т (Р ^''TDoC* ~)ZD , (oibDcX О ZD, Р 3 Ц ГЪ+1 гь r L П.*-1 

Dot^- Вновь можно считать, что есть J -узел , непосредственно ни -

же которого лежит узел М с приписанных: выраженном £-ГР + ^ ZD<<̂  

D (ai^D^)'D. ZD<*-*) ZJ.P Do 4-*. Если А/, есть узел разбора посы -
fl ГЬ ГЬ П-+1 гь , $ 

лок с используемым выражением оС D , то такая возможность привом т 
ft 

к тому, что первая посылка Г , ZD о(-„ выражения \ не уожет и с -
ГЬ+1 fl § 

пользоваться нигде в поддереве 77.. Q 2? . ,и> следовательно, выражение 

оС € 2-* • • Противоречие. 

Остается единственная возможность, когда N есть узел разбора 

посылок с используемым выражением г ' ZD Ы- и он порождает два узла 

N и N и выражения соответственно VeT^b<^)zD.U^^)zD. 
• гы-1 гь*1 У- гь ' п IV toff п. п, 

В силу неуменьщаемости дерева /7 узел Д/ висячий. Разберем теперь 
V & 
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возможности построения поддерева С D . 
Л/ ч г U 

Узел (V не может быть узлом усиления заключения с используемым 

выражением ot 3 oL " или ID , так как первый случай приводит к гь гь 
противоречию fc- Z-i• , а второй - к противоречию с условием неумень -

шаемости дерева /7 , Следовательно, остается единственный случаи, 

когда А/ есть узел раэбора посылок с используемым выражением ot* , % л 
Далее применимы все рассуждения, которые были приведены в начале дска-
зательства для выражения Ы- —> ы-

Лемма доказана. 
Совершенно аналогично доказывается 
ЛЕММА 5 . 1 1 , П у с т ь в ы р а ж е н и е U и м е е т 

в и д Cod(А) и л и д л я н е к о т о р о г о 
с л о в а А в а л ф а в и т е б" . Т о г д а л ю б о е н е ­
у м е н ь ш а е м о е с и н т а к с и ч е с к о е д е е в о 

7/ . в и с ч и с л е н и и Zd • е с т ь с и н т а к с и -
ч е с к о е д е р е в о в и с ч и с л е н и и Z_i 

И 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 7 . П у с т ь в ы р а ж е н и е [Г и м е -
е т в и д ( ^ ' ( ^ . . . . ^ ^ / ^ . . . . ^ М Т о г д а 
л ю б о е н е у м е н ь ш а е м о е с и н т а к с и ч е с к о е 
д е р е в о /? в , и с ч и с л е н и и £ • , з а д а в а е м о м 
с х е м о й 3 ^ „ . . . Х ^ Ь Х ^ Хл+1, Ь+}*1Ъ, и м е е т с в о и м 
к о р н е м л и б о 6 - у з е л, л и б о 3-у з е л н е п о с р е д с т ­
в е н н о н и ж е к о т о р о г о р е с п о л о ж е н 5 - у з е л 
с и с п о л ь з у е м ы м в ы р а ж е н и е м ( \\l~DaL1' ) . 

СЛЕДСТВИЕ 5, 8, П у с т ь в ы р а ж е н и е V и м е ­
е т в и д COd(A) к л и QOCt(iA\) д л я н е к о т о р о г о 
с л о в а А в а л ф а в и т е 0" . Т о г д а л ю б о е 
н е у м е н ь ш а е м о е с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о 

Л в и с ч и с л е н и и У , * , з а д а в а е м о м 
с х е м о й X ^ p o L ^ X , , . . . , V b X ^ p X ^ , и м е е т с в о и м 
к о р н е м л и б о 6 - У з е л , л и б о $ -у з е л , н е п о с 
р е д с т в е н н о н и ж е к о т о р о г о р а с п о л о ж е н 

5 -у з е л с и с п о л ь з у е м ы м в ы р а ж е н и е м 

V э U. 
ЛЕММА 5 . 1 2 . П у с т ь в ы в о д 

е с т ь с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о в и с ч и с 
л е н и и £ т а к о е , ч т о Т * . В э т о м с л у-
ч а е е с л и н е у ч и т ы в а т ь 3 -у з л о в, р а с п о -

file:////l~DaL1'
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л о ж е н н ы х в ы ш е у з л о в А/ N. 
32. д е р е 

м о ж н о п р е д с т а в и т ь , к а к на рис. 5 . 4 . 

Рис. 5 . 4 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, леммы следует из вида соответствуюшего вывода 

дополнительной аксиомы X 3 о .̂СХ . . , X.!) ZD X.JZD X I = 1,3,...,63, 

и из предыдущих лемм. 

ЛЕММА 5. 1 3 . П у с т ь в ы р а ж е н и е {/loC^O О ) ZJ 

ZDcfJ Ф.,.. . , Р J J ̂  ГЬ и и с ч и с л е н и е £ j . з а д а е т -

с я д о п о л н и т е л ь н о й с х е м о й X 3 " ^fif^i ' ' ' " 

X ) 3 X З Х В э т о м с л у ч а е л ю б о е н е у м е н ь -

ш а е м о е с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о и в 2_ . . 

е с т ь с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о в и с ч и с -

л е н и и У~\ 
и 

Доказательство аналогично доказательству леммы 5. 1 0 . 

ЛЕММА 5. 14 . П у с т ь в ы р а ж е н и е 

ZDoL^(p), J ^ ГЬ, В э т о м с л у ч а е в л ю б о м н е -

у м е н ь ш а е м о м с и н т а к с и ч е с к о м д е р е в е 7? 

в и с ч и с л е н и и j , . , к о т о р о е ^ з а д а е т с я 

д о п о л н и т е л ь н о й с х е м а й Х D o t ' (К.,..., Х_) Э Х З Х 

л и б о п о с ы л к а о 4 • • • , р ^ + 1 ^ в ы р а ж е н и я С/ н е 

я в л я е т с я п о с л е д о в а т е л е м н и к а к о г о и с ­

п о л ь з у е м о г о в ы р а ж е н и я в £j1 , л и б о -Р'ту 
е с т ь с и н т а к с и ч е с к о е д е р е в о б и с ч и с ­

л е н и и У . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим произвольное неуменьшаемое синтак­

сическое дерево 2? в исчислении 22 • • Не уменьшая общности рас -
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суждений, можно считать, что если з £}' появляется новое заключение 

V выражения, приписанного какому-то узлу N^Dy , причем главная 
связка выражения не импликация и V?f , то N есть 3 -узел с. 
выражением заключения V" . Рассмотрим все возможности, которые су­
ществуют для синтаксического дерева . 

1. В дереве JJ имеется fl, >j узлов и нет узлп с используемым 
J 

выражением oL . Грубо говори, этому дереву соответствует вывод выраже­

ния oC^(p^t..., рлг^) в исчислении •Cj' 
Отбрасывая в выражениях, приписанных узлам дерева SJJ- > всех 

предшественников первой посыпки выражения XJ , мы получим сивтаксичес -

кое дерево - ^ у О ^ » ' • -» Ргы-^ в исчислении 22? . Как мы условились, 

корень N £ Пу.есть 3-уаел, ниже которого расположен узел А/ с припи­

санным ему выражением V — ^ ' э Я ^ З ^ ' , Узел не может быть 
1 гь 1 

ничем, кроме узла усиления заключения, ниже которого расположен узел N 
с выражением V (dJ ZDgL ' ) 3 , р ~^>о*Л . По договоренности. Ы„ Z ГЬ i ГЬ* i гь X. 
есть 3 -узел, непосредственно ниже которого расположен узел с в ы р а ­
жением V" (ct- Z2oC 3 Ui Зо '̂Оэ. PzyJ Этот узел не может £ыть 3 гь' ' гь гь ri+1 гь' 

узлом усиления заключения, так как тогда мы получаем невыводимое в ис -

числении ^* j Выражение. Следовательно, есть узел раэбора посы;* 

лок с используемым выражением (ei-^ ZD вС^) , непосредственно ниже которо­

го лежат два узла V и N с приписанными им выражениями соответствен-

но = , . г / ) з . Р Ооб'УД) и yrSL(Jz> 
Ц ГЬ П, ГЬ tl*-i ' i 

ZD°t-f^)ZD. ZDo^J^ZD. o i ^ 3 . D o < j £ . Иэ неуменьщаемости дерева Пу 
следует, что А/̂  есть узел усиления заключения, порождающий выражение 
Р ZD Р . И з леммы 5 . 1 3 следует, что поддерево Z7„ Q /?,_. не т-1 гы-1 t у,. и 

может определять двойственные пары вида (р. , ) , I — •/,£,.. ., lbt так 
что пара (р'. р'!} имеет своим следом пару (/?."', P- f^') из заключения 

cL* выражения {J . 
2. В дереве J} имеется узел N раэбора посылок с испольэуе -

• V 1 
мым выражением об . Не уменьшая общности, можно считать, что в этом 
случае дерево и м е в т такую структуру: корень М€гТ}^. есть J - у з е л , 
а непосредственно ниже него расположен узел раэбора посылок с испопьзуе -
мым выражением о^' . Отсюда следует, что непосредственно ниже узла /V̂  
расположены два узла ДУ и Н с приписанными им выражениями соответст-

причем o i ^ D o t ' ZZ)d-d d<*~^ есть аксиома исчисления 22 ; . Из неу-
гь i 

меньшаемости дерева $у с л е Д У е т > ч т с А/̂  есть узел усиления заключе-
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ния, непосредственно ниже которого расположен узел Л/ с приписанным 

ему выражением V £. Р 3 (d^DoL4) ZD Р или после отбрасывания Ц гы-1 ' гь' гь+1 

несущественных посылок с У i f 7 ~эР Узел /V может быть лишь 
Н 1Ы--1 гы-1' 3 

узлом усиления заключения, непосредственно ниже которого лежит узел fYg. 
с приписанным ему выражением V ^-{Р З о с Л э (oJDo^-^)D.P ZZ>oc£, 

По договоренности ЛГ есть 3-узеп, непосредственно ниже которого лежит 

узел Л/ с приписанным ему выражением 
(Р ZDctO 3 . U* ZDoCi) ID 6 . 1Ь+1 гь гь 

ZDP ZD ~d£J) 3 , причем cf^DdL^DdJ TD<d-t есть аксиома 
flf-1 ' гь гь п гь гь гь гь 

исчисления £ j . 

Исходя иэ неуменьщаемости дерева J} , для узла N имеем лишь 

две возможности: либо это узел разбора посылок с используемым выражением 
(Р З ^ О . либо узел раэбора посылок с используемым выражением 

• ГЬ 
(di ZDoi.') . Но вторая возможность приводит нас к выражению . Р ZD 

• ГЬ "•+•! 

ZDoCr (р) , что противоречит неуменьщаемости дерева -"-ц- ( см. п. 1 на­

стоящего доказательства). Следовательно, остается лишь первая возможность, 

поэтому ниже узла N расположены два узла N к N с приписанными им 

выражениями соответственно У°ГэР zjP *Vz/b.P zd.JzdJ . 
'Г- tor-f fl-ц j ГЫ1 П, ГЬ 

Выражение после отбрасьЕВания несущественных посылок, принима­

ет вид 3 Р + ^ « Исходя из неуменьшаемости дерева > м ы получаем, 

что выражение "V после отбрасывания несущественных посылок, принимает 
; ; • 

вид оС ZD oL , к которому применима предыдущая лемма. гь гь 
Лемма доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 5 . 9. П у с т ь в ы р а ж е н и е Ц~1.ыУ(р 

е с т ь в с е в х о ж д е н и я с л е в а н а п р а в о 
п е р е м е н н о й ъ (J, I —4, Z,.. .,ft<l--f ; 7 " - н е п р и в о д и -

м ы й в ы в о д в ы р а ж е н и я IT в и с ч и с л е н и и 
r-,to+1 
L~* • ' В э т о м с л у ч а е в ы в о д о м / о п р е д е -

d , 
л я ю т с я л и б о е д и н с т в е н н ы й с л е д д в о й ­

с т в е н н о й п а р ы ( р ' " n(if) ) , л и б о 2(/1-f~f) д в о й-
Ы ^Р„.< , РЛХ • л и 6 0 2^ /1+^0 д в о 

' гь+1 гГЫ-1Ъ£ ., ч с т в е н н ы х п а р 
I 0 ' п • ' Г(, » Г I 

я в л я е т с я в ы в о д о м в и с ч и с л е н и и £ i i л и -
б о I н е о п р е д е л я е т н и о д н о г о с л е д а 

д в о й с т в е н н ы х п а р . 
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§ 6 . Основная теорема 

П у с т ь ц е л о е ч и ТЕОРЕМА 6 . 1. П у с т ь / ^ 2 
с п ° ,\iv...,if>} - н а б о р и н д е к с о в , ^<fc[ /, <?,.,., /ft} f j = 

э т о м с л у ч а е 

в с и с т е м е (П) п р о 

д у к и и й и з с л о в а у„ с з а к л ю ч и т е л ь н о й 

= 1,2,...Л и с л о в о V e Ж , . , , . в 

с л о в о V в ы в о д и м о 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю Rf ..... /7; п р и м е н е н и й и? I'"' i. 
п р о д у к ц и й в ы в о д е 

eg 1, 
т о г д а т о л ь к о 

т о г д а , к о г д а в ы р а ж е н и е ^ £ ^ . ' 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В одну сторону доказательство устанавливается 

простой проверкой. Докажем справедливость теоремы в обратном направлении. 

Допустим, что U 2il • Следовательно, в исчислении сущест­

вует канонический вывод 7~ выражения £7 • И так как U £ 2^ . то в 

выводе Т присутствуют вхождений дополнительных аксиом исчисле-. 

ния 2 • Рассмотрим главную ветвь вывода 7" . Предположим, что она 

имеет вид, как на рис. 6 . 1. Но, как нетрудно заметить, ни одно из вы-

ражений вида W " =? . ( Я Э сС66 (I)) Э , ^ *C.U (Z). 1= /,<?,. . , , 38', 
невыводимо в исчислении 2j • А так как 2л — 2л . то *• Г- 2л > 
, 65 65 _ ^ 
i = 2 , . , 3-?. Следовательно, главная ветвь вывода / отлична от той, 

которая изображена на этом рисунке. 

Рис. 6. 1 
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Пусть (%• ,,,(%; - множество всех дополнительных аксиом, кото-

рые входят в вывод / , и в исчислении не существует вывода выра­

жения [J с меньшим числом вхождений дополнительных аксиом. По выводу 

7" однозначно определяются канонический вывод 7^ выражения V— 
. к 

2-{$L $1/) ~—^lJ в исчислении и синтаксическое д е р е в о ^ 

'Г г -п такое, что I^ ^> Jjу . ± 

Рассмотрим подробнее выражение V . Оно имеет вид: & / / / • 

=>.Yv£=>. ( ^ о С ^ Х ) ) ^ Й ) и У'* Др U65(?)) . Покажем, что д е -

рево D не определяет ни одной двойственной пары типа (-£, , i-j ) , где 

Допустим, что это не так и имеется хотя бы одна такая пара. Отме-

тим, что каждая дополнительная аксиома исчисления 2 принадлежит исчис­

лению 2 сг > задаваемому аксиомой Х-^ °^сс (Х)^эХ X • Выведем 
65 £ Ь6 

каждую дополнительную аксиому из [Я, (%;! ) в этом исчислении. Получим, 
что выражение W , (Z.-^oC66^) ^ (cC^li)) выводимо в 

причем имеется по меньшей мере одна двойственная пара (-4^ ; -4^ ) , где 

£ (oC6S(Z))f £ {oC6S(i)) , i € У,2,.,.,£?}. Но это значат, что вывод 7^ 
не определяет ни одной двойственной пары вида (d^ , - i^ ) , где 

4^ 
есть заключение одной из акси­

ом из ((X ОС;, ) . Это следует из леммы 5 , 14 . Но тогда корень 

дерева ^ есть В -узел с используемым выражением \Vjj , а следова­

тельно, главная ветвь вывода 7" имеет такой вид, как на рис. 6. 1. Про­

тиворечие. Таким образом, вывод Т не определяет ни одной такой двой-

ственной пары. 

Из этого следует, что корень Н € Dy есть узел разбора посылок 
с 
считать, что непосредственно ниже /V лежат два узла к , которым 

приписаны выражения соответственно '" " ' " ' ~ 1 ' 
*- _ 

используемым выражением , у ^ } , Поэтому можно 
^ лежат два узла к , кот 

Здесь вид посыпок из множеств и легко восстанавливается по ви­

ду выражения [Г и дополнительных аксиом исчисления 2 • 

В выводе Т^ имеется подвывод выражения ^ . Аналогич­

но рассуждая, можно показать, что этот подвывод определяет двойственные 
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пары вида ( i ^ , 4-̂  ) . t" 1,2, . i . ,67 такие, что 4^ € (рС^лишь 

когда переменная £ of5 [Yf) , т. е. выражение (рС, ( оС )) € 2̂ , 

Что касается выражения , то каждая его посылка ^ ^ . , , 

и с ч и с л е н и и ^ . . с , . И з леммы 5.10следу-I . . , W " выводима в 32,2 
ет, что вывод выражения IV, можно превратить в вывод выражения 

ак можно пока-^1,.3qC LY) без изменения подстановок в аксиому Hi; , Т 

эать, что единственно возможный вид вывода / такой, как на рис. 

6. 2 . 

I '* 

Г 

1 ^ у ' г / * а У » 

Рис. е . 2 

ЗАМЕЧАНИЕ. Напомним, что мы рассматриваем выводы с точностью 

до эквивалентности (одинаковые канонические формы). 

Кроме того, V € 2 ft • Следовательно, (оС^(а£6^(Х)) € 2 .̂ 

Рассмотрим теперь вывод 7^ выражения Vj , которое после отбра­

сывания несущественной посылки (^^^оС** (4.)) выглядит так: л/у —' • 

-'.W^ . , . D , ^ ^ Э в С ^ ^ . О б о а н а ч и м множество {^/г , . . . j ty^jnocbi -
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Отметим, что каждая из них выводима в исчислении 

г, является выражение сС (̂Х*). 
лок знаком / , „„ 
^ 69 1'зг 

> , . , а заключением посылки »»; , ^-4,3,..., 63 Jt& 
Из сказанного относительно структуры синтаксического дерева ±/ц следует, 

что в выводе Т. те двойственные пары, одна компонента • которых принад -
лежит выражению оС " [ 4 / , вторую компоненту содержат только в выра 

'65 ("$\ д п о э т о м у вывод выражения Yg далее выглядит, как жении оС"" (X*) 

на рис. 6. 3 , откуда выражение (рС [4) ~Э сС6 (XJ) 6. 2^ • Следова 

тельно, мы получаем выражение ^ 6 f (X)s аС6*(d)) £ 2^ • 

: у D у~ 

V 5 W • / T l b w 

* - ^̂ -u 

F h c . 6. з 

Из вида выражения следует, что его вывод может быть только 

таким, как на рис. 6. 4 , а или 6. 4 , б. Отметим, что заключения всех п о ­

сылок выражения , к^оме посылки YY ̂  / , есть выражения видао^У^Х^, 
1=2,3,... ,65. По лемме 5 . 10, в исчислении 2j ^ ^ q$ существу­

ет синтаксическое дерево , в котором корнем является 3 -узел с ис-
* - 36 

пользуемым выражением W.. . Н о тогда непосредственно ниже корня в 
дереве 7} расположен узел, которому приписано выражение V«- вида 

* _ VJ6 * - * - _ 

\^ ZD,Г Э . W , , ^ . WY. -3 oCf (i) . А так как множества перемен-

ных в выражениях 2 . Hoc'fd) не пе'эесекаются, то можно считать, что 
посылка W, , нигде в дереве Drt не используется. Но тогда выво-

димость выражения W ZD, Г —W, . —' of' ( 4 ) в исчиснеипп 

противоречит тому, что оС ̂  2 f i z • Поэтому выражение К-̂  
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^ 2 • Следовательно, остается лишь второй способ построения вывода вы­

ражения , как на рис. 6. 4 , б, Иа этого мы получаем, что выражение 

: * _ * -
9 W з У/ 

Т зб ™зз ' V # • w « ' /V./ Л 

W 

•v зз у-зг , /•< / 
* + 

4 .2 

: , Hi) 
о W з W 

+»7 

Ч зз * /-зг /.г 
б) 

Рис. 6. 4 

Аналогично, от выражения мы переходим к выражению Vj^ ^ 

Рассмотрим подвывод 7^ £ 7* выражения , Вь]вод выражения 

У , в силу его симметрии с выражением Vj^ , строится аналогично. 

Вывод 7j£ может быть либо таким, как на рис. 6. 5 , а, либо как на 

рис, 6. 5 , б, что следует из леммы 5 . Ю . 
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| 1 * й /-зг 

V э . у Ь у 

» - +U) *-
V I W Ь w з w э 

* _ *-
V => у 

6) 

Рис. 6. 5 

* _ +/>•> * -

W D У 

Как легко получить из вида синтаксического дерева на рис. 5. 4 и со­

ответствующих выводов дополнительных аксиом исщспендя. 2 , вывод выра^ 

ження Vje (°MT рис. 6, б, а) может быт̂  лишь таким, как на рис, е, б, 
Рассмотрим подробнее выражение V (см. рис. 6, 5, а ) . Из вида 

синтаксического дерева D,,# на рис. 5, 4 и леммы 5 . 10 следует, что 

(x|=*»(X)) € 2 , (ocVT^xf Н 2„ . т,... (Х,МЛ)еД, 
с учетом того, что 

Восстанавливая тот же ход доказательства для выражения , мы 

получаем, чтр (X* — <уС^(4)) t 2̂  . Таким обраэохг, оба вывода выра­

жений У и не могут быть подобными тому выводу выражения , ко­

торый изображен на рис. 6. 5 , а и 6. 6, так как в этом случае получаем 
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ПРОТИВОРЕЧИЕ С ^ * ( d ) ) = oC^(i))€ 2^. ДОПУСТИМ, ЧТО ВЫВОД ВЫРАЖЕ 

НИЯ V , , ВЫГЛЯДИТ, КАК НА РИС. 6 . 5, 6, А ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ У.ё ПОДОБЕН 

ВЫВОДУ ВЫРАЖЕНИЯ НА РИС. 6 . 5, А И 6 . 6 , И ИЗ НЕГО МЫ МОЖЕМ 

ПОЛУЧИТЬ, ЧТО ВЫРАЖЕНИЕ ( %L as o£*V-4 )) 6 2 i/ . 

Hi) 
Л-/ "зз 

, y v / 7 ' " 7 .0 "v./ 

V39 ^33 ' /-32 '^1.2 '"f.g Л/ 
Р и с . 6 . 6 

* -РАССМОТРИМ ПОДВЫВОД Т, Q 7" ВЫРАЖЕНИЯ V V . 1 )У —>,Г ^ D, У 3 

D . W ^ f c ^ Z , . НАПОМНИМ, « . ^ ^ В Д ^ Л ^ ' 
эХ^^Х^ ). ВСЕ ПОСЫЛКИ ВЫРАЖЕНИЯ , КРОМЕ ДВУХ И ^ 7 / ' 

ВЫВОДИМЫ В ИСЧИСЛЕНИИ 2л „ . . ПОЭТОМУ РАССМОТРИМ ВЫВОД В ЭТОМ 

ИСЧИСЛЕНИИ ВЫРАЖЕНИЯ [сС ' ( х ; э х ; з х ; ) э . о с ^ )oz?z,. ИЗ НАШЕГО ПРЕД­

ПОЛОЖЕНИЯ О ВИДЕ ВЫВОДА ВЫРАЖЕНИЯ МЫ ПОЛУЧАЕМ, ЧТО ВЫРАЖЕНИЕ 

(X 'S<s£^( 4)) £ 2^ И ОТСЮДА СЛЕДУЕТ, ЧТО oCf(-i)€. ^£ 3 ПРОТИ­

ВОРЕЧИЕ. ТАКИМ ОБРАЗОМ, ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ VĴ > СТРОИТСЯ ПОДОБНО ВЫВОДУ 

ВЫРАЖЕНИЯ НА РИС. 6 . 5, Б, ИЗ ЧЕГО МЫ ПОЛУЧАЕМ, ЧТО 

ВЫВОД ВЫ'ТАЖЕНИЯ V В ИСЧИСЛЕНИИ У. , ДАЕТ НАМ ДВЕ 
40 ^ 2A...,S'I,6S . 

ВОЗМОЖНОСТИ: (Х ,ЭОС ' (Д,)) £ 2^ И (еС* (X ) ) 6 2# ИЛИ J£ 

И (pL? (X) — оС.'($,)) £ АНАЛОГИЧНО, ВОССТАНАВЛИВАЯ ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ , 

МЫ ПОЛУЧАЕМ ВЫРАЖЕНИЕ ^ ^ З . / ^ ' З , Й̂ =>. ^ Ь . Э £ , , 

ГДЕ ft Z И W ^ f a (aC^ib^XJ^Xj') • РАССУЖДАЯ, 

КАК И В СЛУЧАЕ ВЫРАЖЕНИЯ \ ^ , МЫ ПРИХОДИМ К двум ВОЗМОЖНОСТЯМ:(Х^ 3 

=*fe)*2„ И ( с Л Ш ' ) е 2„ ИЛИ ( Х , Ч ^ £ 2„ « ^ ( Х ^ ^ е ^ , . 

НО ПЕРВЫЙ ИЗ ЭТИХ СЛУЧАЕВ НЕСОВМЕСТИМ НИ С ОДНИМ ИЗ ПРИВЕДЕННЫХ ВЫШЕ, 
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так как тогда мы получаем, что либо выражение 

либо выражение (мГ^(Х) ^ Z^) £ 2 # • Противоречие. Следователь­

но, остается единственно возможное (X.j = Z^)^- 2^ f(oCf(X)^o( (1)J£.2̂  
и ( r f * ( X ) e S , . 

Аналогично (Х« = J/! j £ 2^ , /=/,/?,, ••> № . Отсюда следует, что в 

аксиоме ^ подстановки на места переменных таковы, что в исчислении 

2̂  выводимы выражения: (K^Zj) , J—I.'S, .. ,,^Sj (oC ^ f X j s
 cC^ (•£}), 

2 = М...,64,6?} <£P(X)^°CP(Z) , P=!,3 S3. 
Рассмотрим теперь все возможные выводы в: исчислении 2 ^ выраже­

ния V. , которые принадлежат множеству tfl v . Оно имеет вид У ZD. 

—'.W., а̂С̂ УХ), и, в отличие от выражения / / , здесь присутствуют 
две посылки W,« и W.* . Используя те же рассуждения, что и ра -
нее для выражения и , можно доказать, что корень синтаксического д е ­
рева 1}у , которое соответствует произвольному выводу 7~£ %у > есть 
В -узел с формулой использования % „ или W " * 

. В первом случае 
j3 3D 

~,-ti) *.-
посылка YV.1 , а во втором - W „ несущественные. Таким образом, 
мы можем разбирать два синтаксических дерева JJ и 1/ в Зависимос­

ти ' ' 
ти от вида используемого выражения в корне, В первом случае мы вновь 
получили такой же вывод в исчислении 2 • я ДДЯ выражения U . Ис­
пользуя некоторую новую дополнительную аксиому (%j , во втором случае 
перейдем к новому выражению так же, как от выражения JJ мы перешли 
к выражению V . И этот процесс может кончиться только применением 
аксиомы (Лт+] • 

Следовательно, в выводе выражения [ / в исчислении 2 можно 
выделить последовательность { ^ ' } выражений, каждое из которых соответ­
ствует некоторой ларе слов вида (Vify . . . / ^ ' . } f ^ • •< Р^. ' П Р И э т о м 

длина слова V не меньше длины слова Р; ^ , длина слова УД/ , , . Ц; не 
меньше длины слова Р; ... Pi . Ош / . £ . , , , /•"/ . и каждое выражение Ну 

*/ v ' * ' ^' { 
невыводимо в исчислении 2 л ^ • н о выводимо в 2л . Кроме того, в этой 
последовательности существует последнее выражение такое, что 
*V^,' ... гЧ' = Р. ... Р- V .H это выражение выделяется аксиомой (Ж ,, . 

Теорема доказана. ^ 
СЛЕДСТВИЕ 6. 1. И с ч и с л е н и е 2 н е р а з р е ш и -

м о. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем значение параметра / , указанно­

го в теореме 6. 1, равным 2. Пусть слово V не принадлежит 'множеству 
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<5* > v fflt-> ' Это значкт, что для него существует множество $ , , , , , . $ „ 
<и ^ 1 " ' ft 

всех наборов индексов вида { ^ , ^ J . где Cj £{/,£,,.• > / я } , £ ( для ко­

торых справедливо следующее: 

Слово Р/ есть начальное подслово (не обязательно собственное) 

слова V , и слово Рт Р. есть начальное подслово слова 

По каждой паре (V, Up • I*/, 2,. ,,, П , образуем выражение U > 
оогласно схеме, по которой в §5 было образовано выражение U . Если 

ни^рдно из выражений , L х /, 2, ,, П , не принадлежит исчислению 

2 . то слово V невыводимо в системе продукций (П) из слова \ ^ . 

или существует вывод слова V иэ длины не более / . В противном 

случае оно выводимо из V„ в этой системе продукций, и вывод имеет длину 
и ^ 

более / . Таким образом, выводимость в исчислении 2~j хотя бы одно­

го выражения из множества \U^f,.. } равносильна выводимости в систе­

ме (/7) слова У из выведем Длины более / 

Допустим, что для исчисления 2 имеется алгоритм, который по лю­

бому выражению JJ даёт положительный ответ, если Ц € , и отрицатель­

ный -в противном случае. Тогда для любого слова V в алфавите G мы 

можем определить, выводимо ли оно иэ слова или нет. Противоречие. 

Следствие доказано. 
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