
А.П.Кубанская 
ПОСТРОЕНИЕ.И ОЦЕНКА СХОДИМОСТИ МНОГОТОЧЕЧНОЙ КОНЕЧНО-
РАЗНОСТНОЙ СХШЫ ДЛЯ ЗАДАЧИ ИЗГИБА ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОР-
ТОТРОПНЫХ ПЛИТ СО СВОБОДНО ОПЕРТЫМИ КРАЯМИ 

1°. "Рассмотрим дифференциальное уравнение изгиба ортотроиных 
плит 

где 

причем Eif- E ^ N ^ ^ Q суть соответственно модули Юнга, 
коэффициенты Пуассона и модуль сдвига для главных направлений, а 

8 - толщина плиты [l]. Будем искать приближенное решение это­
го уравнения в прямоугольнике П^ 1 [- ft 4 X < а, 0 i u 4 &] ПР И 

краевых условиях 

(2) 

свободно оперты или закреплены 

43) 

-края х=*-а и х=* d также-свободно, оперты или закреплены 
шарнирно. 

Относительно точного решения краевой задачи Ш , (2),(3; -
функции W(X,tj), всюду ниже будем предполагать, что оно 
удовлетворяет условиям 

W<4>eC£*(n>f *„(«.*)€ С*£(П), (4) 

где р и р,, - некоторые натуральные числа. При этом будем 
считать, что функция W^x,U) экстраполирована по х" за 
пределы [-а,а] с сохранением непрерывной производной ^ \ у 

• w l r w " 0 ' 
- края плиты у = 0 
шарнирно, 

Ч *~«,а=0' 

ro,t ° 
, у=Ь свобо, 

1 - ° 
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и по Ч за пределы Г 0, 4> 1 с сохранением непрерывных про-
изводных \^гч ффя-

2°. На сетке равноотстоящих с*шагом . h прямых ^«ifi 
i— i, 2,... , п» ( YV — *^J- ) представим производные 

где 

V*"'4^~(^F5 V ^ (6) 
' / о т 

причем 

р< ( 7 ) 

(см. [2] и [3]). 
Докажем, что справедливо равенство 

Z1 ^рС^5М=0, (а) 
6-гр г 

т.е. 

Доказательство проведем по индукции. Несложно проверить, что 
равенство (8) выполняется при р=* { •, 2> . Предполагая, что оно 
справедливо для р-1 , докажем его справедливость для р . 
\АМЙРМ Имеем 

£=t u ; £ 4 Ч (к^-У>! Ск-И+4)! a s * J + p̂--!).J ^ ср-4)'(р+б)(" 
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£pi UP D.J £_j (p-5)i(p+i)[ 2,pv 

Покажем, что 
P ( Ow I 

a[Cp-o!]lg ^(p+^'F"0- (9) 

Положим в равенстве (9) p+6=K и перепишем его в виде 

(Ю) 2 f н£. |_- 0 

Принимая во внимание известное (см., например, [4] ) равенство 
Z l C - 0 С ^ = 0 , где Сд. =s K/(jyLKy - биномиальные 

коэффициенты, и полагая в нем flf=2,h $ получаем /[ -£А)—=г 
Л г fed к!(Лр-Ю! 

^ v) или 

ар (.^-Р+4 , 
й&Р+< к!№р-«!~рГ~0' 

что совпадает с (10). 
Производные У»*1^'' , t-*J, 2,. . ., П на рас­

сматриваемой сетке прямых можно представить в форме 

где при выполнении условий (4) суть величины по­
рядка ^гр . . 

Действительно. Нетрудно видеть, что, если точное решение кра­
евой задачи (I), (2), (3) - W(*,ty) • имеет Яр-Н 4 непрерывных 
производных по у , то справедлива [2] формула 

Рассмотрим далее равенство 

^-Ч^>№1 ц 
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Вычисляя входящую в него величину Кр^—"jfijX/ применением 
оператора R* к равенству (12) и, учитывая при этом условия 
(4) и равенство (8), получаем 

Выражения R p (w(x,#» и Rp(T5p(wCx,0) при i=-f,£r. 
. ,lp-i,n+Z-Sjp,. . .,п. содержат значения функции w(x,vj ) в точ-
ю * il = M-ir•-.H-q.+oW•••> Уп+8р • , лежащих за пределами 
сегмента [0,4J . Исключим .эти значения из рассмотрения, пользу­
ясь формулой (12), а также равенствами 

3*w(ig*W -. tfwfot-Ц)4
 0 £ Р^ЧхА ( t t f , ш , « р л (14) 

fly* fly* S=b ty««* Йк)! ^ П >' 

w ( x ^ ) = - w ( x , t K ) u g ^ | | 4 0 ( 4 e ^ ) , (15) 

wcx,ueM-wc -̂eM^g ^ ) (МЧ о(^^), (16) 

Рассмотрим аппроксимации 
2 ' 

Ц^тмЪ-щй^^кЩШмцМ),Ы2,..А с?) 
Исключим из них величины ТчрС̂ О̂ -̂н&у), j=-i,-2,... -p; 

У^-У^Й, j-Л-З, rP,-- ; Kp(«/(x,i,M^)),]=-(p4),-p; 
^p(w(x, Ур+jf»)), j=-p . Пользуясь формулой (12), находим 

W W ^г щ^Г щау J^^KV.CP-K)! ^ ? ( I 8 ) 

^pWy, «v» ^ гу1р+г ( a p + a ) ! Z_̂  (p,K)!(p-K)! ^ >> 
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Пользуюсь далее формулой (13) и затем снова формулой (12) имеем 

v~"l,2,.. ., p-{ t причем 

Учитывая условия (4), получаем 

Введем обозначение 
р 

(19) 

(р-к)! • 
С помощью формул (18) и (19) для аппроксимаций (17) при ^=-1,2, 
..., р находим следующие выражения 

2 rl:V 
^р^Р^(х,у^=^^[^[ар,^Ч^^)^)-ар(угЧ1^)]^^;^-(^)Н 

1-p-ui 

(20) 

i=U. .,p-l, 
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к„ 
Z A pCRpvyOi^p^^^r^^ ^yp-Cp-j)^pCw u, yP-(p- i)K»-b 

3 
(21) 

Преобразуем теперь аппроксимации (17) для значений г = п+4-р3 
- • ., ft . Пользуясь формулами (12),(14), аналогичным пс\г^~ 

зом выделим выражения , отличающиеся От *р 4<р v>WU, t^)))r 

г = ft+1-p,. .*., а на величину 0 ( V P ) и не со­
держащие значений RpCwU, {>f tfi)), €= ОД, . . . , p - i . 
Непосредственно из формулы (12) имеем 

Пользуясь формулами (12),(14) и принимая во внимание условия (4), 
находим 

гМфи^РшМк))+ъ{^ 
На основании формул (22),(23) получаем 

(23) 

^p^pVWW,̂ -̂P^ = -(^^Z^^Cy„H-p+^1^)VW(X'4mfp+^l)^ 

+ CL*)+o^), (24) 
vn+l-pv 

л - p+V-lH 
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- ap(yi,4-(n,-Hl-i+j)'fv)]Rp^(i(1yt + (tv+i-i,-j)ll,)) + 

где 

v=n,+2-p,..., a. 

Заметим, что все производные четного порядка от W (X,у) по 
IJ в точках у = 0 и у=*0 можно определить, дифференцируя 

последовательно дважды по и уравнение (I) и используя гранич­
ные условия (2). 

Из равенств (17),(20),(21),(24),(25) следуют соотношения 

v-d,fc,...,p, n, + i-p,. . .,&, 

VV^x,^=^r {A^(«)i, ̂ И.-.., «-Р, (27) 
где Ag/ - матрица порядка п, с элементами 

\кщАт ) Ш ~ И Ж ) , ^t<p, p-^<j<p4-i, (28) 
I 0, J u < p , p+t<j4n, 
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L ap+i )ц 

'ap^-cc-j)4 р4чС(|)+1, iv-jkp, 1<з<гц 

0, pa<E(-|)H,-li-jl>p, Ц<.п, (281) 

П*р+(Ц l^+<Ja+<4,a+1-j "» (28") 

R^OO* ( R p W M .. . ,fyMx,^»)'; 

efW)U), *"*/A , P. n ^ - p , • • •, n - Функции, ограничен­
ные равномерно по хб [~a,(X] при (г,—*-0 . • , 

Входящие в равенства (26),(27) компоненты вектора R„ (x) 
— V W ( X > ^ • * в * Л - - •» р - * -,№+г-р,...,п, 

содержат значения W(X, Цк) , К=Ч,-£, .. . , ~(р-4), п + 2,.. . 
. . ., 1 + р . Исключим последние из рассмотрения, пользуясь 

формулами (15),(16). Имеем 
г И RPw*,0= (р|? L Ц rapCyr(ii)W-ap(^-({,tj)A-')] w(x, £-(i-j)fc)+ 

р+Л 
+•!:. y^rU-j)fvMx,^-(v-jA)] + of *% 4- 0rf(pf3,)), 
j-p-vM 

^p(wCx,yp))-(-p|T£apCyp-(pi)^) w(x, yp-CPI^H d**
,Tlx), 

^w(x, ̂ . ^ ) - щ | т ^ ар1^.р+(p-j)lv)- w(x, y ^ p + ^ f c H djjjoo, 

n r рн-пЧ 

- V*,+(rvH4-i+pfv)]^(х,^+-(п+1-<;-|)А,)+ 
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р+п-н-i 
+ C_nap^+Ca+i-i-j)lv)w(x)y.+Ca+l-^j)^]+d^T) + 0(Аг(р+гг)), ^4i+^|w-i-<--p|»)-w(x,i|i+(ri4-i-HMv')l+^ 
J-p+WV 

где 

^^ет[^-и^й^^Ч*-лМ 
^л.---,.м, 

Принимая во внимание равенство (6), получаем 

КР °°~(p?F V< d °° ^ e °°' Г = % (29> 
где ¥=(W(X,y/1),.. ., WU,^)), ' 

Г'%,(4Г«,. ,C'"«.o, ,o,C>, -,CrW, 

( ^-=0 ; { ) - a -мерные вектор-функции, функции e^W,r\%); 
г=^ 1,2,. . ., p - i ^ - b t - p , • • ., Kv у f=* 0,1 ограничены равно­

мерно по х в [-01, а] при П-+-0 . 
Подставляя выражение (29) с f-*{ в равенства • (26), (27), на­

ходим 
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(30) 

где 
<г ( « Ч а д - . . , А р оо,о,.. . , ол^ р оо , . . . , <С оо), 

еф' 00-CeJ 00,..,ep cx),0,.. ,0,e^.pc«,.. :,е, оо) -
- n, -мерные вектор-функции. 

Подставляя далее в уравнение (I) решение краевой задачи (I), 
(2),(3) - W(X, IJ) , и заменяя на прямых ^ = i h . 
V - 1,а,.. ., ft производные р « " , >№н 

по формулам (5),(II) с учетом формулы (29) для 1чр" IX) с j=0 
и формулы (30) получаем следующее равенство 

(31) 

где 

^ x ) = - a ^ l e ^ ^ 

причем 

Положим-

Б¥-У=Ц(х),уга),..д,(х)У, 
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где В - симметричная ортогональная матрица порядка /г с 
элементами ^^("""О ^тииГ6^1 Tv+T" •> Матрица АЙ*М явля­
ется матричным полиномом от А^ — 9^(AS) (см. [з]), откуда сле­
дует, что 

^H^Vi-^Ol ВА;НБ=[^Р(АГ\...,^(0], (32) 
причем ^ = - 2 ( d + C 0 6 ^ ) , i= <£т 2.,. . ., ft - собственные числа 
матрицы Д ь (см.[5],|б]). Таким образом, умножая равенство 
(31) слева на матрицу В и учитывая соотношения (32), получим 
следующую совокупность равенств 

-{ВР^Н^П^.^Л...^. (33) 

Теперь промежуток £-&»&*] разобьем на ty-fi частей сеткой 
равноотстоящих с шагом 1ц С ^ ^ ^ 1 ) точек Х^—Tify , 
пг= 1, 2,, . . . , fy . в каждом i -ом равенстве совокупности 

(33) заменим значения производных JLty- , i-^l в точ­
ках х т , на = 1,2,,..., ^ , по формулам аналогичным (5) и (II) 

Пользуясь для векторов Rp^^CRp^C^&O)* ĴVM CVj, Ut)) t . . . 
.. ., SftHCW4D) и ( ( \ ( R P l ( v t ( x ^ , \(\ШЧ))), 
• • ' ^Pi^pAViCx^))) выражениями аналогичными соответственно 
(29) с г = 0 и (30), исключим из формул (34), (35) для т=1,2 г . . 
. . . , ^ - 1 , ^ 4 - 2 - ^ , . . . , ^ значения Vt (XK), *—!, . . . ,-Яр,+1 ; 
^ S • • • , fy "̂  ^Pi • Подставляя получаемый при этом 

результат в равенства (33J находим 

М Д - Fi+A^iftX%,fc4^4?ft'W,'*-i.«, • • • Л, (36) 

где 

Дг^ ±.\ и А ^ + з "" матрицы порядка гц , с элементами оп­
ределяемыми формулами (28)-(28") для р1 и р< -*-Yf 
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4-(Vi( j , \W,. . . ,ViU*,u 

причем 

d<ft*1iv*J) >^*»ПЧ# ^Pi+W) ' jJft+H'WN r = 0 1 

при 

# Р ^ - + ^ ^ . Л ^ , - ^ ^ i ^U,.-,ft-l, 

dt*-0,.«-ft+i...-.,v&i 

,(P,,Vi) _ J _ f t r„ + л ^ а ^ ^ Р 

ra-^+a-f»,,...,H4. 

+ 
i 
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dT"T,4,T)-o, • w-ft-r-2.--.,vP,-i+T; 

+ a pi+nV^ + , , "' n ^X^i "i-vpi+4+y, • •, *.,, 

причем 

0{ftH4)e(0(w-W бФ|+<Л> 
^ ' > 

величины же 
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е =Че< »• • • »ец,н Л---Ле1ц+е-л > - - > \ Ь 
Г-ОД, 

суть п< - мерные векторы, входящие соответственно в коэффициен­
ты при LPl+ и *ц 1 в остаточных членах формул вида (29) для 

Производные — ^ г ' , t,= 4;£,..., ft-fl , входящие в 
написанные выше формулы, можно определить дифференцируя последо­
вательно дважды по X уравнение (I) и используя граничные условия 
(3). 

краевой задаче (1),(2),(3) соотнесем аппроксимирующую задачу 
решения системы линейных алгебраических уравнений 

где 
4 е Ф * » ^ - •••*a)^V, i=== ^ A - - , r i -неизвестные 

векторы. 
Преобразуем систему уравнений (37) в распадающуюся. Сделаем заме­
ну переменных B ^ — U ^ C u ^ U ^ ,. . ., ttaiY , где Bf - сим­метричная ортогональная матрица порядка IX, , с элементами 
р(0 _/ A ^ & i / T ^ ми ^К5 • 
4 $ ~ A V Yrv 4-1 TEj+T" • Умножая каждое Ь -ое векторное 

равенство системы (37) на матрицу В< , получаем для М^ , 
как и в [7] ,%распадающуюся систему уравнений 
•U^ni-lB/iU, «-4Д-,% i-1,*,...,*, (38) 

где 

- собственные числа матрицы А порядка гц , из которой на-
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ходим 
[bi Film И_ = KM 

, пг-{,£,...,гц, i«i,2,...,ri.' (39) 
3°. Оценим отклонение в узлах ( Xrri; ŷ  ) значений точного 

решения^краевой задачи (I),(2),(3)- W(Xm,y^) , от значений 
W ^ — L i ^ С О т к - приближенного решения, получаемого методом 
сеток! Имеем 

Отсюда следует 

Условимся в качестве норм вектора й^Ссц,^, .. а г ) ' и мат­
рицы А= ĈX̂ v }/«,v=-i рассматривать величины 1К11= 
= max |dK | Д ||=i max С ICU^ I . Такие нормы согласованы 

(см. [ 8 ] ) . 
Принимая во внимание, что \^1 |<|B|_mflX || ^ 001 

и V = . B W , получаем 

moxj|t;ri|4|B|K, щЦС ИЫ1в||-ц, 
max 1^1 Ф!Ц, 

причем величины L<, Ц ^ Ц не зависят от i и ^ . Таким 
образом, 

*m<n, m i 

Оценим снизу ™ ^ К т, . Имеем \\™ | > | А ^ | , Л - i, й,. < 4 m 4 ^ NfTli 

•,",-<, Н Ш « | , i - a - • .,«-i . то есть К ^ К ^ , 
m-i,a,...,^,i-lf&,...,n. Учитывая, что Ф (С)= 
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= £ ^ г г + U k H J , находим 

Отсюда следует, что при достаточно малых к и щ выполняется 
соотношение 

К j>9e = cm6t>0. (41) 
Принимая во внимание (40),(41), а также, что 

< j B « m a x J V 4 l , 
iBKlff-.", | Б , « < 1 ^ , поме­

тах l w ( X m ) ^ - W m K ^ ( ( f H < L ^ ^ ^ V 

Справедлива 
'ТЕОРЕМА. При выполнении условий (4) модуль разности между 

точным решением краевой задачи (1),(2),(3) и решением конечно-
разностной аппроксимирующей задачи удовлетворяет неравенству (42), 
В частности, когда п и гц суть малые одного порядка, реше­
ние аппроксимирующей задачи при Н—*-0 Еэвдоме]эноч сходится 
к решению задачи (1),(2),(3) с порядком 

равномерно 

Заметим, что несложно построить многоточечную конечно-раз­
ностную схему и получить оценку вида (42) для краевой задачи рас­
смотренной в [9]. 
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