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Для решения задачи об устойчивости движения по 
линейному приближению А. М. Ляпунов предложил ме­
тод характеристических показателей, являющийся со­
ставной частью его первого метода. В его основе лежит 
понятие характеристического показателя функции, срав­
нивающего ее рост при неограниченном возрастании ар­
гумента с экспоненциальной функцией. Указанный метод 
по существу сводится к вычислению (оценке) отклонений ха­
рактеристических показателей решений возмущенной си­
стемы с линейными и более высокого порядка малости 
нелинейными возмущениями от соответствующих харак­
теристических показателей исходной линейной системы. 

Обзор результатов и методов теории характеристиче­
ских показателей Ляпунова (с библиографией до 1974 г.) 
содержится в [22]. Остановимся на направлениях этой 
теории, к которым непосредственно примыкает тема 
диссертации. 
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Метод замораживания (см. [22, § 10]). Идея метода 
замораживания восходит к работе П. Боля [37]. Им и 
позднее Н. Я. Лященко были построены первые оценки 
в методе замораживания. В. М. Алексеевым и Р. Э. Ви­
ноградом [1] для тг-мерной вещественной системы 

х = A (t)z, t > 0 , (1) 
с непрерывной кусочно-дифференцируемой и ограничен­
ной матрицей A (t) была получена оценка 

ЯА < Р + c6i/»+1 (2) 
ее старшего показателя ХА через точную верхнюю границу 
р = sup X (t) наибольшей вещественной части X (t) харак-
теристических чисел (х. ч.) Xt (t) матрицы A (t) и параметр 
б = sup ||Л' (t)\\, с = с (п) — не зависящая от б постоян­

но 
ная. Там же и в монографии [5, стр. 138] была поставлена 
задача о достижимости (неулучшаемости) оценки (2); 
при этом было отмечено, что оценка ХА^>Р + £об1/П, 
Со ^> 0, уже реализуется линейными системами. Вопрос 
о неулучшаемости оценки (2) и случаях ее уточнения 
оставался открытым. 

Канонический вид линейной системы (см. [22, § 12]). 
Если система (1) приводимая, то она вещественным пре­
образованием Ляпунова переводится в вещественную 
стационарную систему 1 с матрицей жорданова вида 
(Н. П. Еругин [13]). Если система (1) имеет слабую 
(по Персидскому) вариацию в бесконечности (в частно­
сти, если A' (t) -> 0 при t -> ьо, то для всякого 8 ^> 0 
существует ляпуновское преобразование у = Le (t)x, пе­
реводящее ее в систему 

у = diag [X, (*), . . ., К Wy + Q (%, (3) 
где \\Q (t)\\ <; е (К. П. Персидский [34]). Приводимость в 
указанном выше смысле системы (1) с матрицей A (t), 
удовлетворяющей условию \\А (t) — А (т)|| <; б \t — т | с 
достаточно малым б, к виду (3) следует из более общего 
результата Ю. Л. Далецкого и М. Г. Крейна [18]. Оста­
вался открытым важный в методе замораживания вопрос 
о приводимости системы (1) к виду (3) с установлением 
точной по б < 1 оценки \\Q (t)\\ <^ const X ба, t > 0, в 
которой наибольшее из возможных число а = а (п) J> 0 
подлежит вычислению. 
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Устойчивость показателей (см. [22, § 7]). Показатели 
^i ^ ... ^ ^п системы (1) с кусочно-непрерывной и огра­
ниченной матрицей A (t) называются устойчивыми, если 
для любого 8 > О найдется такое б ^> 0, что показатель 
% [у] всякого решения у (t) Ф О любой возмущенной си­
стемы 

U = A (t)y + Q(t)y, | | 0 (*) l l<8 , * > 0 , (4) 
удовлетворяет неравенству min | % [у] — Kt | <Г е. 

i 

О. Перрон [381 доказал, что разделенность диагонали 
ai+i W — at (0 > const ^>0, г = 1, . . . , п — 1, 
влечет устойчивость характеристических показателей диа­
гональной системы. Б. Ф. Былов и Р. Э. Виноград (см. 
[5, теорема 15.2.1]) доказали устойчивость характеристи­
ческих показателей для более широкого класса систем (1). 
Вопрос о нахождении необходимых и достаточных усло­
вий устойчивости характеристических показателей оста­
вался открытым. 

Стабилизация системы равномерно малыми возмущения­
ми ее коэффициентов (см. [22, § 9]). Оставался открытым 
вопрос о вычислении (оценках) нижней границы измене­
ния старшего показателя 'KA+Q возмущенных систем (4) 
с малыми возмущениями — так называемого минималь­
ного показателя 

X = lim inf ^A+Q 
6->o ||Q(0II<6 

системы (1). 
Устойчивость по линейному приближению (см. [22, 

§ 13]). Основной здесь является теорема Ляпунова [27, 
стр. 52—55] (см. также [29]): нулевое решение системы 

U=A (t)y + / (t, у) (5) 

с m-возмущением /| вблизи у = О, ||/ (t, y)\\ <^ Nf \\y\\m, 
т > 1, асимптотически устойчиво при выполнении не­
равенства (т —- 1)%А + огл <С 0, где Од — коэффициент 
неправильности Ляпунова [27, стр. 38] системы (1). 

Эта теорема затем была уточнена Д. М. Гробманом 
[10]. Признак устойчивости по линейному приближению 
получил И. Г. Малкин [28, стр. 379]. Эти признаки обоб­
щает признак Р. Э. Винограда [5, стр. 232—238], содер-



жащийся в его более позднем необходимом (в определен­
ном смысле) и достаточном признаке [8] асимптотической 
устойчивости и неустойчивости нулевого решения си­
стемы (5) с яг-возмущением. 

Оставался открытым вопрос о вычислении яг-показа-
теля системы (1) 

Qm== sup HmX/(p), 
Wllvllm<const P-*° 

где Xf (p) есть точная верхняя граница множества пока­
зателей выходящих из ^-окрестности начала решений 
системы (5) (показателем непродолжимого бесконечно 
вправо решения считаем, согласно Ю.С. Богданову [3], 
+ оо). 

Отметим, что признаки устойчивости по первому 
приближению с однородными правыми частями получены 
Н. Н. Красовским, В. И. Зубовым, А. А. Шестаковым, 
Л. Э. Рейзинем и другими, по первому существенно нели­
нейному приближению — Ю.С. Богдановым, распростра­
нившим метод характеристичных чисел Ляпунова на си­
стемы с ведущей нелинейной частью, а по правильному 
линейному приближению Пфаффа — Э. И. Грудо. При­
знаки неустойчивости по первому приближению построе­
ны Н. Г. Четаевым и Н. П. Еругиным. 

Цель диссертации — построение точных оценок ха­
рактеристических показателей Ляпунова как исходной 
линейной системы, так и возмущенных с малымилинейны-
ми и более высокого порядка малости нелинейными 
возмущениями. 

В диссертации защищаются следующие результаты: 
1. Достижимость оценки В. М. Алексеева— Р. Э. Ви­

нограда в методе замораживания в двумерном случае и 
ее уточнение для линейной системы с мало отличающимися 
х. ч. матрицы коэффициентов, интегральный вариант 
этой оценки; 

2. Каноническая форма линейной общей двумерной 
и w-мерной с различными вещественными х. ч. (кусочно 
дифференцируемой матрицы коэффициентов) систем; 

S. Необходимые и достаточные условия устойчивости 
показателей га-мерной линейной системы; 

4. Коэффициентные признаки устойчивости показа­
телей и полупериодов решений двумерной линейной си­
стемы; 
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5. Минимальный показатель линейной системы, его 
оценка снизу; 

6. Формула вычисления минимального показателя в 
двумерном случае; 

7. Вычисление точной верхней границы множества 
старших показателей возмущенных линейных систем с 
экспоненциально убывающими возмущениями фиксиро­
ванного порядка; 

8. В задаче Ляпунова об устойчивости по линейному 
приближению в некритическом случае решен последний 
основной остававшийся открытым вопрос построения ал­
горитма вычисления по его матрице Коши точной верхней 
границы множества старших показателей возмущенных 
систем с возмущениями порядка т ^> 1 вблизи начала 
(так называемого m-показателя линейной системы) и, 
как следствие, границ областей асимптотической устой­
чивости и неустойчивости этих систем. 

Основным приложением является использование ре­
зультатов и методов диссертации в задачах устойчивости 
и, в частности, стабилизации систем. Результаты первой 
главы дают точные коэффициентные признаки асимпто­
тической устойчивости нулевого решения линейной си­
стемы, второй — критерии устойчивости ее показателей, 
позволяющие их вычислять. В этих главах построены 
также представления решений рассматриваемых систем. 
Из результатов третьей главы следует, что в случае не­
положительного минимального показателя линейной си­
стемы ее сколь угодно малыми возмущениями можно 
сделать асимптотически устойчивой (стабилизируемой), 
а в случае положительного — сама система и все близкие 
к ней системы неустойчивы. В последней главе решены 
вопросы, остававшиеся открытыми в некритическом слу­
чае задачи Ляпунова об устойчивости по линейному при­
ближению. 

1 глава посвящена асимптотическому интегрированию 
вещественной линейной я-мерной системы (1) с кусочно 
дифференцируемой и ограниченной (постоянной М) мат­
рицей коэффициентов, имеющей малую производную 
б == sup \\A' (£)||, сводящемуся к построению асимптоти­

ке 
ческих по параметру б оценок отклонений характеристик, 
определяющих поведение решений системы (1), от со­
ответствующих, легко вычисляемых, характеристик 
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стационарной (замороженной) системы 
d^/dx = A (t)x, t — fix, т :> 0. 

Первый решаемый здесь вопрос — задача о достижимости 
оценки Алексеева — Винограда (2). Предполагалось, что 
линейные системы, реализующие оценку 

ХА > Р + сов1""1. *о > 0, (6) 
если таковые существуют, следует искать среди систем (1) 
с совпадающими х. ч. Xt (t) матрицы A (t) — в определен­
ном смысле наихудших с точки зрения доказательства 
оценки (2). Оказалось, что это не так *): 

ТЕОРЕМА 1.1 [17]. Старший показатель ХА дву­
мерной системы (1) с совпадающими (или мало отличаю­
щимися: |Я2 (t) — %х (t)\ <^ const X б1/2) х. ч. матрицы 
A (t) удовлетворяет оценке 2) 

Х л < И т - М Л, (т) d t + с6*/2 
*—ос T "0 

с независящей от б постоянной с = с (п). 
При этом системы, реализующие оценку (6), следует 

строить в классе систем (1) со свойством 
\К (*) - К (*) | > c06V, с0 > 0, t > 0, 

х.ч. Xi (t) зависящих от параметра б > 0 их матриц 
коэффициентов. 

Д л я доказательства достижимости оценки (2) в дву­
мерном случае необходимо построить двумерную кусоч­
но дифференцируемую по t, зависящую от параметра б > 0, 
равномерно ограниченную на полуоси Q 0 и при всех 
б > 0 матрицу A (t, б) с производной \\дА (t, 8)/dt || < ; б, 
t ;> 0 такую, что старший показатель системы (1) с этой 
матрицей при всех достаточно малых б ̂ > 0 удовлетворял 
бы неравенству (6) при п = 2 с независящей от б постоян­
ной с0 ^> 0. Это осуществляет следующая 

*) Первая и вторая цифры номера теоремы указывают соответ" 
ственно главу и параграф диссертации, в которых она содержится. 
Нумерация теорем в автореферате совпадает с их нумерацией в дис­
сертации. 2) Обратим внимание и на второе полученное здесь уточнение 
оценки (2): величина р заменена соответствующим не превосходящим 
ее верхним пределом от наибольшей вещественной части X (t) х.ч. 
h (t). 
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ТЕОРЕМА 1.2 [18]. Существует такая зависящая от 
параметра б > О кусочно дифференцируемая положитель­
ная периодическая по t функция q (t, б) с производной 
\Ъ (t9 б)| <J б, что старший показатель системы хЛ — 
= х2, х2 = —q (t, б)х1 при всяком б ]> 0 не менее величи­
ны Соб1/3. 

Достижимость оценки (2) для п ^ 3 была доказана 
позднее Ю. И. Елефтериади [12]. 

И хоть оценка (2) достижима в указанном выше смыс­
ле, она допускает в двумерном случае уточнение до своего 
интегрального варианта 

кА < Ilm-J- С Ч (т) dr + cfii/». 

Эту оценку устанавливает в качестве следствия следую­
щая теорема о канонической форме системы (1), представ­
ляющая, пожалуй, больший самостоятельный интерес. 

ТЕОРЕМА 1.3 [19]. Всякая двумерная система (1) 
вещественным преобразованием Ляпунова приводится к 
виду 

у\ = diag [ц (*), X (t)]y + Q (t)y, 
в котором \i (t) <^ X (t) — вещественные части х. ч. ма­
трицы A (t), а норма матрицы Q(t) удовлетворяет оцен­
ке \\Q{t)\\ <^ ^б1/3, t ^ 0, с независящей от б постоянной q. 

При этом оценка для || Q (t) ||, в силу доказанной в теоре­
ме 1.2 достижимости оценки (2), является точной. 

С л е д с т в и е . Для всякого решения х (t) двумерной 
системы (1) с совпадающими вещественными частями 
х. ч. матрицы коэффициентов справедлива оценка 

Tim -т^— I In | 4 ^ | — Г ^ ( T ) d r | < c6i/3. 
f-S^oc t—8 | \\X(S)\\ J , W 1 ^ 

Далее выясняется вопрос о том, в каком виде метод 
Эйлера интегрирования линейной стационарной системы 
с вещественными различными х. ч. матрицы А переносит­
ся на системы (1). Основной здесь является 

ТЕОРЕМА 1.4.1 [21]. Система (1) с различными ве­
щественными на некотором отрезке Ul7 t2] x. ч. Xt (t) 
матрицы А (£), min \Xj (t) — Xt (t)\ = A (t) > 0, на вся-
ком таком отрезке времени преобразованием х = S (t)y, 
матрица которого составлена из соответствующих ха-
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рактеристических векторов at (t) матрицы A (t), перево­
дится в систему 

у = d i a g [ ^ W , • • .,K(t)]y + Q(t)y 
со справедливыми на нем оценками 

i / , \ i / s f " ?>пМ 1 п 

\яа^)\<Ь[-ТЩ-\ 
элементов матрицы Q (t). 

С помощью этой теоремы и решается поставленная 
выше задача: 

ТЕОРЕМА 1.4.2 [21]. У системы (1) с отделенными 
X. Ч. 

K+i (t) - К (t) > А > 0 (7) 
матрицы коэффициентов в области А ^ AnM8i^n+i па­
раметров А и б для всякого] к — 1, . . ., п существует 
к-мерное многообразие решений х (t), удовлетворяющих 
оценкам 

5.- |̂-Е%Н>м*1<«гег-
sin < {x (*), ak (t)} < 2 л / б (2пМ/А)зп-\ t > 0. 

С л е д с т в и е . Показатели системы (1) с отделен­
ными х. ч. (7) матрицы коэффициентов и параметрами 
А ^ 4raM6^n+1 являются устойчивыми. 

Теорема 1.4.2 указывает границы изменения норм и 
направлений решений я-мерной системы (1) с отделенными 
х. ч. ее матрицы коэффициентов, а следствие к теореме 
1.3 — границы изменения норм решений двумерной си­
стемы (1) с совпадающими вещественными частями х.ч. 
И в этом последнем случае, когда траектории рассматри­
ваемой системы совершают, как правило, вращательное 
движение, встает вопрос о построении асимптотических 
формул для вычисления (наименьшего) полупериода [36, 
стр. 96] Т = Т (t0, x0) всякого решения х (t, t0, x0) си­
стемы (1), определяемого равенством х (t0 + Т, £0, 
х0) = сх0, 0 > с — скаляр. 

ТЕОРЕМА 1.5 [23]. Для полупериода Т всякого реше­
ния двумерной системы (1)сх.ч. Ч 2(*)=М*)±Ь (*) V—U 
Ъ (t) > 0, t ^ 0, матрицы коэффициентов в области 
8МТ1 <; 1 параметров б, М и Т0 — Т0 (£О)> определяемо-
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r*U+To 

го равенством b{x)dx = n, справедлива оценка 
\Т — Т0\ <; (1/4)бМ7'о- Вместе с тем для любых конечных 
8, М и Т0 из области 8МТ1 > (е2л — I)8 существует такая 
реализующая эти параметры матрица A (t), для которой 

Ъ (%)А.х = оо и ни одно решение системы (1) не имеет 
и 

конечного полупериода. 
II глава. В ней построены критерий устойчивости пока­

зателей тг-мерной системы (1) с кусочно-непрерывной и 
ограниченной матрицей A (t) и коэффициентные признаки 
устойчивости показателей и полупериодов решений дву­
мерной системы (1) с такой же матрицей. 

Критерий устойчивости показателей диагональной си­
стемы. Совокупность функций {рг (t), . . ., pn(t)} разобьем 
на q групп Рг, . . ., Ра, относя в группу Рк те щ функций 
Pi (t), для которых 

lim — \ Pi(f)dt = Afr, 

причем Aj < . . . < A g и пх + . . . . -| nq = n. 
ТЕОРЕМА 2.1 [6]. Для устойчивости характеристи­

ческих показателей диагональной системы 
х = diag [рг (t), . . ., рп (t)]x 

необходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия: 
А) группы Рк и Р}^+1 интегрально разделены, т. е. 

для любых Pi ЕЕ Рк и pj ЕЕ P^+i и любых t ^> s !> О выпол­
нены неравенства 

t 
(Pj — pi)dx^c(t — s) — d, c]>0, d ^ O ; 

Б) верхний и нижний Щ центральные показатели 
группы Рк совпадают. 

С помощью этой теоремы получен общий 
Критерии устойчивости показателей линейной систе­

мы. Пусть система (1) имеет различные показатели Лх <^ 
<^ . . . <<Лд соответственно кратностей пъ . . ., щ. 

ТЕОРЕМА 2.2.1 [7]. Если показатели системы (1) 
устойчивы, то существует ляпуновское преобразование, 
приводящее ее к блочно-треугольному виду z = diag [Р^... 
. . ., Pq\z, в котором каждая из матриц Рь (t) является 
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верхней треугольной порядка щ, а все решения системы-
блока 

i(*> = p k (*)*<*> (8) 

имеют показатели Ak. 
ТЕОРЕМА 2.2.2 [7]. Для устойчивости характеристи­

ческих показателей системы (1) необходимо и достаточно, 
чтобы существовало ляпуновское преобразование ее к блоч-
но-треуголъному виду, для систем-блоков (8) которого 
выполнены условия: 

А) диагональные коэффициентырi (t), i ЕЕ щ,к-го блока 
и Pj (0> 7 €= пк+ъ к + 1-20 блока интегрально разделены; 

Б) для каждого блока верхний Q& и нижний щ (к = 1, . . . 
. . ., q) центральные показатели совпадают. 

П р и м е ч а н и е . Достаточность этого критерия 
была доказана ранее в монографии [5] в теореме 15.2.1, 
а необходимость — В. М. Миллионщиковым [33] и неза­
висимо, но с использованием его метода поворотов [311, 
[32], Б. Ф. Быловым и автором [6], [7]. 

С л е д с т в и е 1. Если система (1) имеет различные 
показатели, то для их устойчивости необходимо и доста­
точно, чтобы существовало ляпуновское преобразование 
ее к диагональному виду с интегрально разделенными коэф­
фициентами. 

С л е д с т в и е 2. Если система (1) имеет различные 
показатели, то для их устойчивости необходимо и до­
статочно, чтобы существовала фундаментальная си­
стема решений хг (t), . . ., хп (t), для которой выполнено 
условие интегральной разделенности 
I W ^ : K W I > d e . ( ^ fl)d>0i t>s>0f 
K+i(5)ll KOOll 

i — 1, . . . , n — 1. 
Коэффициентный признак устойчивости показателей 

двумерной системы. Векторы a (t) и Ъ (t) будем называть 
отделенными, если существуют два замкнутых пересекаю­
щихся лишь в начале координат двусторонних сектора, 
содержащих соответственно лишь множества значений 
этих векторов при всех t > 0. 

ТЕОРЕМА 2.3 [20]. Показатели двумерной системы 
(1) с отделенными характеристическими векторами ма­
трицы коэффициентов, соответствующими ее отделен­
ным характеристическим числам, устойчивы. 
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С л е д с т в и е . Показатели двумерной системы (1) 
с отделенными от нуля положительными (отрицатель­
ными) внедиагональными коэффициентами устойчивы. 

Возникает связанный с предыдущей теоремой вопрос: 
какие устойчивые характеристики присущи двумерным 
системам (1) с матрицами коэффициентов, имеющими 
комплексные при всех t >= 0 х.ч. А,1? 2 (t) — X (t) -Ь ib (£), 
например, в случае отделенности от нуля Ъ (£)? При этом 
показатели ими быть не могут, общий прием построения 
соответствующих примеров содержится в монографии 
[5, стр. 124]. 

Критерий устойчивости полупериодов двумерной си­
стемы. Полупериоды решений двумерной системы (1) 
называем устойчивыми, если для любого е ^> О найдется 
не зависящее от t0 и х0 число 6 ]> 0 такое, что для по­
лупериодов Тх = Tx(t0, х0) и Ту = Ту (£0, х0) реше­
ний а; (£, t0, х0) системы (1) и у (t, t0, x0) всякой возмущен­
ной (4) при всех t0 и х0 справедливо неравенство 
\ТУ (h, х0) - Тх (t0, x0) | < е. 

ТЕОРЕМА 2.4 [23]. Для устойчивости полупериодов 
решений двумерной системы (1) достаточно выполнения 
при всяком малом А ^> 0 неравенства 

s u p l U t (Я22 —aii)d|J + 4 ^ a12ilX)x a21dg| < 0 , 

а если у каждого решения системы (1), заданной на всей 
оси, существует отрицательный *) полупериод, то и необ­
ходимо. 

Глава III. В случае системы (1) с неустойчивыми 
показателями возникает задача о построении точных 
границ изменения показателей возмущенной системы (4) 
с малыми возмущениями, в том числе и наиболее важный 
для приложений частный случай этой задачи — построе­
ние границ изменения ее старшего показателя XA+Q-
Формула вычисления точной верхней границы построе­
на Р. Э. Виноградом и В. М. Миллионщиковым. В на­
стоящей главе строится оценка снизу для точной нижней 
границы — минимального показателя 

X ЕЕ= l i m inf XA+Q 
6-o IIQ(0IK6 

г) Величину в (t0, х0) < 0 называем отрицательным полупе­
риодом решения х (t, tQ, х0), если х (tQ -\~ в , t0, х0) — сх0, с < 0. 
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я-мерной системы (1) с кусочно непрерывными и ограни­
ченными коэффициентами, доставляющая в двумерном 
случае формулу его вычисления. 

Пусть хг (t), . . ., хп (t) — нормальная система реше­
ний системы (1), разбитая на старший хг (t), . . ., xq (t) 
минимальной размерности q, 1 <^ q ^ n, и младший 
xq+i {t)i • • • » Хп (t) блоки с интегрально разделенными 
решениями, G (t) — грамиан старшего блока. Тогда си­
стема (1) преобразованием Ляпунова приводится к блоч-
но-треугольному виду (см. [5, стр. 267], [35, стр. 14]), 
состоящему из g-мерной системы старшего блока 

z = B(t)z, SpB(t) = ±--?-G(t), 
и младшего w = С (t)w. 

ТЕОРЕМА 3.1 [26]. Минимальный показатель систе­
мы (1) совпадает с минимальным показателем системы 
ее старшего блока. 

Пусть d1 (£, т) <; . . . <^ dn (£, т) — положительные 
квадратные корни из собственных значений матрицы 
ХТ (t, х)Х (t, т). 

ТЕОРЕМА 3.2 [26]. Для всякой фундаментальной 
системы решений х^ (t), . . ., х^ (t) (с определителем 
Вронского W (t)) системы (1) и любых х1 <; . . . <^ тп 
справедливо неравенство 

max П Г - ! I! ^<7ri> (Ti) || > d | Ŵ  (TO | П - 1 2 ^ i ( T - t i ) 
№ . . . . . *n> 

для всех перестановок (kj, . . ., kn) из чисел /, . . ., n (j = 
= 1,2) и некоторой постоянной d = d (n) ^> 0. 

Пусть X (t, T) — матрица Копти, x (t, 0, x0) — реше­
ние, Rq (t) — пространство решений старшего блока си­
стемы (1), е ЕЕ Rn, | |е|| = 1. Для произвольных е ]> 0 и 
Т ^> 0, целочисленных (кратных Т) т = fix и t > 0 раз­
ложим пространство Rq (t) в прямую сумму 

R« (t) = Мх (t) 0 Nx (t), Мх (* + 0) = Мх (t) ф 0 , ' 
таких пространств, для которых: 

1) х (t, 0, х0) ЕЕ Мх (t) для всех t > 0 > т и всех 
t < 6 < т, если х0 е Мх (0); 

2) для любых ем Ez Мх (sT) и е^ €= Nx (sT) справедливо 
неравенство 

|| х (sT + Г, sT, eN) \\:\\x (sT + Т, sT, ем) || > ехр гТ. 
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Введем функцию целочисленных переменных 0 ^ t: 

т (*, 6) ^ inf П , г - 9 SUP \\X(sT + T, sT) e \ 

где inf вычисляется по всем пространствам Мх с фиксиро­
ванным т и всем т ЕЕ [6, t]. 

ТЕОРЕМА 3.3 [26]. Пусть Rq
x (t)—пространство ре-

шений какого-то старшего блока системы (1). Тогда для 
любых а ^> 0 и h ^> 0 найдется такое б ̂ > 0, что для всякого 
подпространства Мх (t) пространства Rx (t) существует 
подпространство М\ (t) соответствующего пространства 
RY (t) решений системы (4), обладающее следующими свой­
ствами: 

1) М^ (t) принадлежит конусу Kxh (t) раствора h во­
круг пространства Мх (t); 

2) для решений у (£, 9, у0) системы (4) при любых 
у о €=. MY

X (sT) справедливо неравенство 

|| у (sT + Г, sT, yQ)\\ < || у0 \\е«Тт (sT + Г, sT). 

С помощью теорем 3.1—3.3 и доказывается устанавли­
вающая оценку снизу для минимального показателя 

ТЕОРЕМА 3.4 [26]. Для минимального показателя X 
системы (1) в нетривиальном случае1) q ^> 1 справедлива 
оценка 

I n D ^ / G T ^ / m C t f c . T x ) 
Л > lim ; тт-7 ; ; г = Л е Т 

Зля любых е, Г > 0. 
Эта оценка в двумерном случае является точной, она 

доставляет следующую формулу вычисления минималь­
ного показателя: 

ТЕОРЕМА 3.5 [24], [25]. Минимальный показатель % 
двумерной системы (1) в нетривиальном случае q ^> 1 
вычисляется по формуле 

X = l i m l im Ле> т . 
е-»о Г->ос 

х) В тривиальном случае q = 1 минимальный показатель си­
стемы (1) совпадает с ее старшим показателем. 
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С л е д с т в и е . Для минимального показателя А, 
двумерной абсолютно регулярной системы В. М. Миллион-
щикова [30] с показателями Хх <^ Я2 справедливо пред­
ставление [25] 

^ = ^i + \2 , , *, ô = Hm l iml im (tk/tk+1). 
l + 'o e-o Г - о с ] г ^ 

IV глава посвящена вычислению ттг-показателя Й т 
системы (1) и, как следствие, чисел т0^то:, начиная 
с которых наблюдается соответственно асимптотическая 
устойчивость при т ^> т0 и неустойчивость при га < гал, 
нулевого решения системы (5) с га-возмущением. Эти 
вопросы оставались открытыми в решении Р. Э. Вино­
града [8] задачи Ляпунова об устойчивости по линейному 
приближению. 

В первом воспомогательном параграфе изложен пред­
ставляющий и самостоятельный интерес способ построе­
ния по матрице Коши системы (1) ее так называемого 
а-показателя *) [16] 

Д(а)== sup IA+Q, а > 0 . 
IIQ(OI|ea*<const 

Этот способ с соответствующим видоизменением будет 
использован затем и для вычисления Q w . 

TEOPEMAj4.1 [16]. Для а-показателя А (а) системы (1) 
справедливо представление А (а) — lim ( l / /c)^ , где после-

дователъностъ {£&}> А > 0, определяется равенствами 
to = 0, tk = max {In || X (&, i) \\ + 1% — oi}. 

i<k 

ТЕОРЕМА 4.1.1 [16]. в-показателъ А (а) системы (1) 
является непрерывной функцией параметра а ^> 0. 

Вычисление га-показателя £2т системы (1), точно опи­
сывающего асимптотику решений возмущенной системы, 
осуществляется с помощью вводимого ниже конструктив­
ного показателя, непосредственно вычисляемого по мат­
рице Коши. 

х) Эта задача восходит к задаче Ю. С. Богданова о построении 
«точного» коэффициента неправильности линейной системы. Отме­
тим также, что при ал + е- и ог + е-возмущениях показатели ис­
ходной и возмущенной систем совпадают (см. [2] и [10]), для п=2 
перроновский ап-показатель совпадает с %А [14]. 
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О п р е д е л е н и е . Конструктивным иг-показателем 
Qm системы (1) называем величину [15] 

0 ; = l i m Ш(1/к)&а\ (9) 
а-»«—ос к-юо 

где последовательность {£& }, к > О, определяется равен­
ствами 

%™ = а , ^ а ) = max {In || X (к, i) || + ^ а ) } . (10) 
i<k 

Основной результат главы IV устанавливает 
ТЕОРЕМА 4.2 [15]. т-показателъ Qm системы (1) 

совпадает с конструктивным Qm, если последний положи­
телен или существенно отрицателен (существует такое 
т', 1 <^ т' <^ т, для которого Qm' <^ 0). 

На основании работы [8] в случае отрицательности 
оценочного показателя Qm справедливо неравенство Qm ^ 
<; Qm. Поэтому доказательство теоремы 4.2 сводится к 
доказательству при всех т ^> 1 неравенства й т > й т 
и равенства Qm = Qm в случае положительности и суще­
ственной отрицательности Qm. 

ТЕОРЕМА 4.3.1 [15]. т-показателъ Qm системы (1) 
при любом т ^> 1 не менее конструктивного т-показате-
ля Qm этой системы. 

ТЕОРЕМА 4.3.2 [15]. Оценочный т-показателъ Qm 
совпадает с конструктивным, если последний положите­
лен или существенно отрицателен. 

Обратной к предыдущей является 
ТЕОРЕМА 4.3.3. Конструктивный т-показателъ ь£т 

совпадает с оценочным в области определения последнего. 
Введем в рассмотрение числа 

т^ = sup {т: т > 1, Q"m > 0} (И) 

и не меньшее его 
т0 = inf {т: т > 1, Qm < 0}. (12) 

Из теоремы 4.2 и монотонности Qm как функции т выте­
кает 

ТЕОРЕМА 4.3.4. В области т^> т0 конструктивный 
т-показателъ Qm является невозрастающей функцией. 
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Подводя итог (он приведен также в работе Р. Э. Ви­
нограда и автора [9]) исследованиям параграфов 2, 3 
этой главы и работы [8], мы можем в следующем виде 
сформулировать 

Р е ш е н и е з а д а ч и Л я п у н о в а . Если кон­
структивный ттг-показатель Qm [15] системы (1), вычисля­
емый по ее матрице Коши посредством формул (9)—(10), 
положителен, то среди систем (5) с ^-возмущениями все­
гда есть неустойчивые (теорема 4.3.1). Если же Qm суще­
ственно отрицателен, то все системы (5) с т-возмущени-
ями асимптотически устойчивы ([8]; теорема 4.3.2) и Qm 
точно описывает асимптотику их решений, т. е. является 
точной верхней границей множества старших показате­
лей Я/ = lim Xf (p) систем (5) с m-возмущениями (теоре-

Р-»+О 
ма 4.2). Значения т^ и т0, начиная с которых наблюдается 
соответственно неустойчивость при т <[ т^ и асимпто­
тическая устойчивость при т^> т0, определяются равен­
ствами (И) и (12) ([8]; теоремы 4.2, 4.3.4 и 4.3.2). 

Основные результаты диссертации докладывались на 
5-й Международной конференции по нелинейным коле­
баниям, 2-й Всесоюзной конференции по качественной 
теории дифференциальных уравнений, 2-й —4-й Респуб­
ликанских конференциях математиков Белоруссии, на 
семинарах по обыкновенным дифференциальным урав­
нениям при Московском, Ленинградском, Белорусском 
университетах, Институте математики АН БССР и изло­
жены в работах [6], [7], [15] —[26]. 
Институт математики АН БССР 
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