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Указанные в заголовке направления в изучении универсальных алгебр 
в основном связаны с заданием алгебр образующими элементами и опре­
деляющими соотношениями (см. [1] — [3]). В первом из этих направлении 
мы будем интересоваться вопросами: I) о строении подалгебр свободного 
произведения алгебр; II) о строении подалгебр свободных алгебр; 
III) о минимальном числе образующих свободного произведения конечно-
порожденных алгебр. 

Будем говорить, что в многообразии алгебр эти вопросы решены, если 
доказаны аналоги соответственно теоремы Куроша, теоремы Нильсе­
на— Шрейера и известного следствия теоремы Грушко из теории групп. 

Во втором направлении нас будут интересовать: IV) проблема тож­
дества слов, V) проблема вхождения, VI) проблема изоморфизма. 

Все эти вопросы подвергались исследованию в различных классах, 
универсальных алгебр. При этом эффективным оказался подход, осно­
ванный на теореме о вложении всякой частичной алгебры в алгебру. 
В 1943 г. эта идея была применена М. Холлом [15] при изучении проек­
тивных плоскостей. Затем, в 1947 г., Г. Бейтс использовал ее для изуче­
ния свободных луп и свободных произведений луп [10]. В частности, для 
луп им были решены вопросы I), II). В 1951 году Т. Ивенс [11], обобщая 
работу Бейтса, определил понятие частичной универсальной алгебры и 
доказал общую теорему о разрешимости проблемы тождества слов в лю­
бом многообразии алгебр, где имеет место теорема о вложении частич­
ных алгебр в алгебры. В работе [12] Ивенс решает вопросы I), II), IV) 
для луп, квазигрупп и некоторых других мультипликативных систем. 
Решение вопроса VI) для моногенных луп и произвольных луп содержит­
ся соответственно в работах [13] и [14], вопрос III) для луп положи­
тельно решен в [7]. В работе [б] решение вопросов III)—VI) было обоб­
щено на некоторые классы квазигрупп и луп с тождествами. Полное 
описание этих классов в терминах тождеств приведено в [8]. Работа [17] 
посвящена изучению частичных группоидов и содержит для них решение 
вопросов I), II). Отметим еще работу Т. М. Баранович [4], в которой 
вопросы I)—II) решаются для многообразий универсальных алгебр, 
задаваемых тождествами определенного вида. В частности, к ним отно­
сятся многие из указанных в предыдущих работах многообразий луп, 
квазигрупп, группоидов, а также многообразие я-квазигрупп, для кото­
рого вопросы IV)— VI) ре'йтены в [5], и многообразия алгебр с конечным 
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числом операций конечных ненулевых арностей из [16], где для некото­
рых многообразий решается вопрос II). 

Перечисленные результаты делают естественной гипотезу о достаточ­
ности теоремы вложения для положительного решения каждого из вопро­
сов I)—VI). Однако в настоящее время в этом направлении имеется 
лишь отмеченный выше результат Ивенса. 

В данной работе рассматриваются многообразия универсальных ал­
гебр, которые могут быть заданы системами тождеств, удовлетворяющи­
ми так называемому условию R, более сильному, чем теорема вложения, 
и для этих многообразий положительно решаются задачи I)—VI). Усло­
вие R первоначально формулируется на языке свободных расширений 
частичных алгебр, а затем все ^-многообразия описываются в терминах 
квазитождеств и тождеств. Для конкретных систем тождеств условие R, 
как правило, проверяется достаточно просто. В частности, системами 
тождеств с условием R могут быть заданы все многообразия алгебр, рас­
смотренные в работах [4] — [10], [12] — [14], [17], и многообразия алгебр 
с финитарными операциями из [16]. Результаты настоящей статьи при 
несколько более сильном условии R анонсировались в [9]. 

§ 1. Частичные ^-алгебры и их свободные расширения 

Пусть Q — произвольное множество символов операций, состоящее из 
систем Q0=={ei} 0-арных операций и Qi={fj} операций соответственно 
арностей ftj>0, Х.= {х, хи х2,...}—счетное множество символов, назы­
ваемых переменными. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Словом ранга нуль в алфавите X назовем 
любой символ из Q0 (J X. Если Ри . . . , РПа — слова соответственно рангов 
ги . . . , Гпа и/«6 Qi» то выражение fa(Ри . . ., PnJ назовем с л о в о м ранга 
г±-\- .... + г л + 1 в алфавите Ху a Pl9..., РПа — его г л а в н ы м и под-
с л о в а м и . 

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения: буквы 
Р, Q, Т с индексами и без индексов — слова в некотором фиксированном 
алфавите; Р(Х) —слово в алфавите X; Р(хи...,хп) —слово в алфавите 
{хи ..., хп}\ P^Q — графическое равенство слов; г(Р)—ранг слова Р; 
<F (X) —множество всех слов конечных рангов в алфавите Х\ Р(Х) = 
= Q(Z) —тождество над Q; 2—система тождеств; ЭС (й, 2) —много­
образие Q-алгебр, заданное системой тождеств 2; 9(-алгебра— универ­
сальная й-алгебра из класса 3t (Q, 2) . 

Опишем конструкцию ЗГ -алгебры, заданной образующими элемента­
ми и определяющими соотношениями. Пусть А = {а^ /67}—некоторое 
множество символов.и S={ (Pj, Q7); /£/} — множество пар слов из f (А). 

Э л е м е н т а р н ы м п р е о б р а з о в а н и е м слова P&f (А) назы­
вают: 

1) замену в Р некоторого полслова, графически равного Pj, сло­
вом Qj\ 

2) то же, что и в 1), если поменять ролями слова Pj, Qj\ 
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3) замену в Р некоторого подслова, полученного подстановкой слов 
вместо переменных в левую часть тождества из 2, словом, полученным 
той же подстановкой в правую часть этого тождества; 

4) то же, что и в 3), если поменять ролями левую и правую части 
тождества. 

Если слово Q получено из Р одним элементарным преобразованием, 
то будем писать P-+Q. Слово Q назовем равным слову Р и обозначим это 
через P = Q, если для некоторого натурального числа п^О 

РзгТ0-*Т1-*...-+ТпЗо<2. 
Очевидно, что = есть отношение эквивалентности на f(A). Класс 

слов, равных Р, обозначим через [Р]. На множестве всех классов опре­
делим операции из й, положив 

еа = Ы , fa ([7\],. . . , [ТПа]) = [fa(7\,. .. , ТПа)]. 

Получим 51-алгебру Л, заданную системами образующих элементов Л 
и определяющих отношений S. Обозначим ее через Л —(A; S}. 
Ясно, что в Л имеем Pj = Qj, /G/, а потому определяющие соотношения 
обычно записывают не парами, а равенствами слов. 

9t -алгебру Л называют к о н е ч н о - п о р о ж д е н н о й , если ко­
нечно множество Л, и к о н е ч н о - о п р е д е л е н н о й , если конечны А 
и S. При S = 0 ^называется с в о б о д н о й St-алгеброй, а Л—ее сво­
б о д н о й с и с т е м о й о б р а з у ю щ и х . 

Если Qo¥=0, то элементы, являющиеся значениями операций из Й0, 
порождают в Л 91-подалгебру, которую мы назовем т р и в и а л ь н о й 
ч а с т ь ю 91 -алгебры Л и обозначим через Л°. она является 31-алгеб­
рой с пустой системой образующих. Для йо = 0 положим Л° = 0. 

Всюду ниже символом еа будем обозначать как операцию из йо, так 
и ее значение, являющееся элементом алгебры (или частичной алгебры), 
хотя символы различных операций могут быть равны как элементы. 

Чтобы не вводить новых обозначений, условимся под буквами х1 и х 
в тождествах и квазитождествах понимать элементы из &o(J %• 

Под подстановкой в тождество или квазитождество будем понимать 
однозначное отображение множества входящих в него букв в соответ­
ствующее множество, оставляющее на месте буквы из й0. 

Число г (Р) + г (Q) назовем рангом с о о т н о ш е н и я Р = Q. Соотно­
шения вида /a(a i t , . . ., ain ) = а или еа = е$ будем называть табличными. 

Если Л — множество с частично определенными операциями из й, то 
из всех слов в алфавите Л естественным образом выделяется множество 
слов, имеющих значения в Л, или определенных з Л. 

О п р е д е л е н и е 1.2. Множество Л с операциями из й0 и с частично 
определенными операциями из Й1 называется ч а с т и ч н о й 91-алгеб-
рой, если в нем выполнены все тождества из S, в том смысле, что при 
подстановке произвольных элементов из Л в любое тождество из 2. полу­
чаются слова Р и Q, удовлетворяющие условию: если одно из этих слов 
имеет значение а£А, а в другом оределены (т. е. имеют значения в Л) 
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все главные полслова, то оно также должно быть определено и иметь 
значение а. 

Множество всех частичных 9(-алгебр обозначим через 9(г(£2, 2) . Оче­
видно, Sf(Q, S)^Sf r(Q, 2 ) . 

Множество всех табличных соотношений, имеющих место в частичной 
'St-алгебре Л, обозначим через S(A). 

О п р е д е л е н и е 1.3. Частичную 9(-алгебру ЛЁ91Г(£3, 2) назовем 
ч и с т о й , если всякое табличное соотношение, выполняющееся в Л, вы­
полняется тождественно в любой частичной 9t-алгебре из 9tr(Q, 2) , т. е, 
является табличным тождеством. 

О п р е д е л е н и е 1.4. Множество М назовем с и с т е м о й о б р а ­
з у ю щ и х частичной gt-алгебры Л, если каждый элемент из Л является 
значением некоторого слова в алфавите М. Минимальное число образу­
ющих частичной 91 -алгебры назовем ее рангом и обозначим через rang Л. 

Обычным образом определяются понятия частичной 9(-подалгебры, 
гомоморфизма и изоморфизма частичных 91 -алгебр. 

О п р е д е л е н и е 1.5. Частичная 9( -алгебра Лх называется с в о б о д ­
ным р а с ш и р е н и е м частичной 9(-алгебры Л, что обозначается через 
Л<С*4Ь если 

1) существует гомоморфизм ф.-Л-^Л^ 
2) А\ порождается элементами ср(а), а£Л; 
3) всякий гомоморфизм Л в Й-алгебру^ можно продолжить до го­

моморфизма А\ в Jk, т. е. для каждого гомоморфизма \\А-+Л сущест­
вует гомоморфизм if): Ах—+ А такой, что коммутативна диаграмма 

Л 

(гомоморфизм ф:Л->Л! будем называть е с т е с т в е н н ы м ) . 
О п р е д е л е н и е 1.6. Свободное расширение частичной 91-алгебры Л, 

являющееся 9(-алгебр ой, называется с в о б о д н ы м з а м ы к а н и ­
ем Л и обозначается через Л. 

Т е о р е м а 1. 1. Для всякой частичной %-алгебры А свободное замы­
кание существует и с точностью до изоморфизма единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что условиям 1) —3) удовлетво­
ряет 91-алгебра <Л; 5(Л)>, причем роль естественного гомоморфиз­
ма ф играет отображение q(a) = [a], a£A. Отсюда и из теоремы 8.2 в 
[1] следует, что Л существует. Докажем единственность. Пусть Л — еще 
одно свободное замыкание Л с гомоморфизмом ф1: Л—+А, удовлетворяю­
щим условиям 2), 3). Тогда согласно 3) существуют гомоморфизмы 
/i : А-+<А~п f2 \Л —*Л, при которых коммутативна диаграмма 

А-^ А 

Л 
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Отсюда ^1Ф=Ф, т. е. гомоморфизм f2f\:A-+A является тождественным 
на образующих элементах 31-алгебры Л, но тогда он тождествен и 
на А. Следовательно, f{ и /2 — изоморфизмы, т. е.Л ^ Л . 

С л е д с т в и е . %-алгебра является свободной тогда и только тогда, 
когда она является свободным замыканием чистой частичной %-алгебры. 

Т е о р е м а 1.2. Если А<АХ и Л1<Л2, то А<А2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия следует существование таких гомо­

морфизмов ф :А-+А{ и ф1 :А{—+А2, что Л ь Л2 порождаются соответствен­
но элементами ф(а), абЛ, и q>i{b), ЬЁЛ^ Значит, существует гомомор­
физм ф1ф :Л->Л2, причем Л2 порождается элементами ф1ф(а), а£А. Пусть 
у\-> — произвольный гомоморфизм А в 31-алгебру Л. Так как А^А}<^А2, 
то существуют такие гомоморфизмы f ь /2, что коммутативны левая и пра­
вая части диаграммы 

\ ч /ы 

Отсюда следует коммутативность всей диаграммы, и потому А<^А2. 
С л е д с т в и е . Если А, Ах — частичные %-алгебры и А^Аи то А^А\. 
Для доказательства достаточно в теореме 2 положить А2=АХ и при­

менить теорему 1. 
Опишем один важный для дальнейшего изложения частный вид сво­

бодного расширения —простое свободное расширение. Предварительно 
укажем некоторые правила получения соотношений ранга г ^ 1 из систе­
мы соотношений S, имеющих место для некоторого множества Л с час­
тично определенными операциями из Q. 

П р а в и л о п о д с т а н о в к и . Пусть при некоторой подстановке элемен­
тов из Л в тождество из S в одной его части получилось слово Р, а в дру­
гой — слово Q или слово вида /а(Л\, • • • , Pi„ )• Если aiy а,-, аи,. . . , а-, — зна-
чения слов соответственно P,Q, PL, . . . , Pt- , то скажем, что соотношение 
d = а/ или fai^j • • • , ain ) = ai получено путем подстановки с использо­
ванием соотношений, которые применялись при нахождении значений слова Р 
и соответственно слова Q или слов Pit,. . . , Pin . 

П р а в и л о з а м е н ы . Если некоторое соотношение s ранга г<с:1 
получено из соотношения s{ заменой некоторых вхождений буквы ai 
буквой <2j, то скажем, что соотношение s получено путем замены с исполь­
зованием соотношений S\ и ai = aj. 

П р а в и л о с к л е и в а н и я . Будем говорить, что соотношение аь = а-} по­
лучено путем склеивания с использованием соотношений /а (ait,. .. , aln ) = at 

и fa(au, .. . , ainJ = aj. 
О п р е д е л е н и е 1.7. Будем говорить, что соотношение s в ы в о д и м о 

из системы соотношений S и писать S\—s, если существует конечная по­
следовательность соотношений s b ..., sn, в которой каждое ссотношение 
совпадает с одним из Si£S или получается путем подстановки, замены 
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или склеивания с использованием лишь предыдущих соотношений, a sn 
совпадает с s; при этом число п назовем д л и н о й в ы в о д а . 

Л е м м а 1. 1. Если в некоторой %-алгебре Л имеет место система со­
отношений S и S\— s, то в Л имеет место соотношение s. 

По определению 1.7 имеем: если ранг 5 больше 1, то s совпадает с 
некоторым s&S, а потому лемхма верна. Следовательно, достаточно рас* 
смотреть случай, когда s имеет ранг 0 или 1. В этом случае утверждение 
леммы легко доказывается индукцией по длине вывода соотношения s. 

Пусть теперь А — произвольное множество элементов с частично опреде­
ленными операциями из Q и 5 — система всех табличных соотношений, име­
ющих место в А. Определим для элементов из A (J Q0 отношение эквива­
лентности — , положив щ — а/ тогда и только тогда, когда S |— at = Я/. Класс> 
содержащий я, обозначим через я. На множестве классов определим частичные 
операции из Q, положив еа= еа для еа 6 й0

 и faffli^ ... , ain) = а для / a £ Qx 

в том и только том случае, когда 

Такое определение операций корректно. В самом деле, если 
5 I— / « К , • • > я*Яа) = а\ S\~a = b; S\~ aik = biky k= 1,... , na, 

то, используя последние соотношения, мы с помощью правила замены по­
лучим соотношение fa(bil9 . . . , bin ) = ft. Значит, результат операции для за­
данных классов не зависит от выбора представителей из этих классов. По­
кажем, что полученное множество классов А с определенными операциями 
является частичной 3(-алгеброй. Пусть при подстановке некоторых эле­
ментов ях, . . . , ап 6 А в тождество из И в левой и правой частях тождества 
получились слова, имеющие значения соответственно я и ft. Согласно опре­
делению операций в А это означает, что при соответствующей подстановке 
элементов а19 . . . , ап£А, используя соотношения, выводимые из 5, мы по­
лучим элементы а и ft. Отсюда по определению 1.7 имеем: S\—a = bt т. е 
а~Ь, или а = Ъ. Аналогично доказывается, что если при некоторой подста­
новке элементов из Л в тождество из 2 получится в одной части слово ви­
дна f<jfflix* • • • > a>in ) } ав другой — слово, имеющее значение я, то в А имеется 

соотношение /аО^» . . . , Я/л ) = я. Таким образом, А — частичная 9t-алгеб­
ра. Назовем ее з а м ы к а н и е м множества А 

з леммы 1.1. следует, что <Л; S) = <Л; 5(Л)>. 
Следуя Ивенсу [11], задание St-алгебры в виде <Л;5(Л)> назовем 

з а м к н у т ы м . 
Л емма 1.2. Пусть А — частичная %-алгебра, aix, . . ., aln 6 А и ело' 

во / a (я^, . . . , ain ) не определено в А. Если А есть множество A (J {а , где 
а§А, с системой табличных соотношений Sr, полученной из S (А) добавле-
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нием соотношения 
fa К , . . . ,а*Я а) = а, (1.1) 

то А-<А'. 
Так как все соотношения из S' выводимы из Sf, то естественное отобра­

жение ф: йг-^йг есть гомоморфизм А в Л', причем в силу (1.1) Л' порож­
дается элементами cp(a^), а&А. Пусть / — гомоморфизм А в некоторую 
91-алгебру^. Определим отображение г|э: А'-* А, положив: 

^(ai) = f{ai)9 at=f=a, -ф (о) = /а (^ (^) , . . . . 'ФК^)). (1.2) 

Поскольку \|) (ф (а;)) = f (а̂ ) для всех а ^ Л , остается доказать, что \|) — 
гомоморфизм. 

Так как f — гомоморфизм и имеет место (1.2), то B J выполняются все 
соотношения, полученные из соотношений в S' заменой а}- на ^(а/). Обозна­
чим эту систему через 5^. Если at = а.\ в Л', то это означает, что S'\— щ= a-v 

Следовательно, S^\~ i|)(at-) = i|)(a/) и по лемме 1.2 ^(щ) = i|)(a/) в Л. Таким 
образом, отображение г|э однозначно. Из тех же соображений имеем: если 

Mfl/i. ••• » % ) = % - ы в ^ ' ' То/И1>(а/Л)> ••• ^ ( % ) ) = ^(%+i)> т- е* 
я|) — гомоморфизм. 

О п р е д е л е н и е 1.8. Замыкание множества А', полученного из частич­
ной % -алгебры А добавлением нового элемента а с соотношением 
/а(а^,. . . , щп ) = а в случае, когда /а(а^, . . . , ain ) неопределено в Л, назы­
вается простым свободным расширением Л и обозначается через 

[ Л ; / а К , . . . .а*Ла) = «]• (I-3) 

О п р е д е л е н и е 1.9. Частичную 31-алгебру В назовем к о н е ч н о -
с в о б о д н ы м р а с ш и р е н и е м А, если существует конечная после­
довательность 

Л = Л0, Л ь . . . , Ап = В, 

в которой Ak+i есть простое свободное расширение Л&, /г = 0, . . . , я — 1 . 
В дальнейшем нам неоднократно придется строить конечно-свободное 

расширение В частичной 51-алгебры Л, в котором определено заданное слово 
Р в алфавите Л. Такое расширение определим индукцией по г(Р). Если 
слово Р определено в Л и, в частности, если г(Р) = 0, то положим В = Л. 
Если же P^zfa(Pl9 . . . , P„a) не определено в Л, то сначала строим конечно-
свободное расширение Л ь в котором определены слова Pl9 . . . , Рп . Если в 
Ах значение слова Pt равно a £ j i = l , . . . ,/га, и / а ( а ь . . . , а п ) = а, то 
положим В = Лх. Если же /а(аъ • • • » апа) не определено в Л ь то будем 
считать, что В = [А±\ fa(alf . . . , аПа) = а], где а — новый элемент, явля­
ющийся значением слова Р в В. 
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Важность понятия простого свободного расширения частично объяс­
няется следующим утверждением. 

Т е о р е м а 1.3. Для любого многообразия %-алгебр эквивалентны 
следующие утверждения: 

1) Всякая частичная^-алгебра вложима в ^-алгебру. 
2) Всякая частичная % -алгебра естественным отображением вложи­

ма в любое ее свободное расширение. 
3) Всякая частичная %-алгебра естественным отображением вложи­

ма в любое ее простое свободное расширение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликации 2 ) = И ) и 2)=^3) тривиальны. 

Пусть имеет место 1), Л вложима в 3f-алгебру Л и В — свободное рас­
ширение А. Тогда вложимость А в В следует непосредственно из комму­
тативности диаграммы 

П А 
^ * • 

где ф — естественный гомоморфизм, f — вложение А вЛ , а ф существует 
по определению 1.5. Таким образом, 1) =Ф2), и остается доказать импли­
кацию 3) =Ф1). 

Пусть имеет место 3) и для некоторой частичной ^-алгебры А естествен 
ный гомоморфизм ф : А—> А = (A;S(A)) не является вложением. Это озна­
чает, что для некоторых различных элементов а^а/^А в А имеет место 
равенство [at] = [aj] или для некоторых слов /«(о^, . . . , ain ) и а в А имеем 
[fa(aiiy . . . , а,- )] = [я], тогда как в А соотношение / a ( ^ t , • • • ,щп) = а не 
имеет места. Итак, в обоих случаях имеем слова Р u,Q в алфавите А такие, 
что г(Р)-^ 1, r(Q) = О, Р и Q различны в Л и 

P = o : P 1 - > P 2 - > . . . - > P , ^ Q 
в Л. Построим для Л конечно-свободное расширение Ат, в котором опре­
делены слова Р\, Р2, ...5 Рп- Получим последовательность частичных 
^-алгебр 

А — Лх, Л2, . . . , Ат, 
в которой Ai+1 есть простое свободное расширение Л£. Элементами Л^+i 
являются классы, на которые разбиваются элементы из А-ь вместе с вновь 
присоединенным элементом. Так как имеет место 3), то каждый из указан­
ных классов содержит точно один элемент. Тогда вместо класса а естественно брать 
просто сам элемент а, и естественный гомоморфизм А{ в Л ^ будет просто 
тождественным вложением At в Ai+1. Следовательно, слова Р и Q, будучи 
разными в Л, будут различными и в Ат. С другой стороны, поскольку 
Pi-^Pi+i и слова Pi, Pj+i имеют значения в Лт , очевидно, что эти значения 
равны. Отсюда следует, что Р и Q имеют одинаковые значения в Ат. 
Полученное противоречие и говорит о том, что 3) => 1), и теорема доказана. 

Доказанная теорема зачастую облегчает решение вопроса о наличии 
в многообразии 5t (Q, 2) теоремы вложения, поскольку условие 3), как 
правило, проверяется проще, чем условие 1) или 2). 
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В том случае, когда системы й и Е конечны, для построения простого 
свободного расширения (1.3) конечной частичной 9t-алгебры Л можно 
воспользоваться алгоритмом Ивенса [11] для приведения задания ко­
нечно-определенной 9t-алгебры к замкнутому виду. 

§ 2. JR -многообразия универсальных алгебр 

Пусть А—частичная 91-алгебра из класса 9fr(Q, 2) и А\— ее про­
стое свободное расширение, полученное присоединением к А элемента а. 
Как было указано в § 1, элементами А\ являются классы эквивалентных 
элементов, на которые разбивается множество Л и {а}. В дальнейшем мы 
условимся элементами А\ считать не классы, а представители этих клас­
сов, выбирая из каждого класса по одному представителю. При этом, 
если класс, содержащий присоединенный элемент а, содержит также и 
элементы из Л, будем из этого класса выбирать элемент из Л. При такой 
договоренности имеет смысл говорить о соотношениях из S ^ i ) , не со­
держащихся в 5(Л). Все утверждения, которые в дальнейшем будут 
нами формулироваться, не зависят от выбора представителей из классов, 
отличных от [а], а потому множество указанных выше соотношений при 
каком-либо выборе элементов из классов будем обозначать через S(A{). 

О п р е д е л е н и е 2Л. Скажем, что в частичной 91-алгебре Л элемент 
а(£й0 входит в табличное соотношение 5 тривиально, если s выводимо из 
соотношений в Л, не содержащих а. 

В частности, если соотношение s получено подстановкой элементов в 
тождественное табличное соотношение, то в него каждый элемент не из 
Q0 входит тривиально. 

Л е м м а 2.1. Если элемент а£Л входит в соотношение s£S(A) триви­
ально, то он входит в него тождетвенно, т. е. в S(A) имеют место все 
соотношения, которые могут быть получены из s заменой а на любой дру­
гой элемент из А. 

В самом деле, поскольку при выводе соотношения s в качестве исход­
ного не использовалось ни одного соотношения, содержащего а, то весь 
вывод можно повторить с заменой а на любой другой элемент из Л. 

О п р е д е л е н и е 2.2. Будем говорить, что система тождеств Е удов­
летворяет условию /?, если для любой частичной 91 -алгебры Л£ 9tr(Q, 2) 
и любого ее простого свободного расширения 

Л1 = [Л;/а(а,1, . . . ,ainJ = a] (2.1) 

выполняются требования: 
R\. каждое соотношение из 5 ( Л 0 \ 5 ( Л ) содержит элемент а\ 
R2. каждое соотношение из 5 ( Л ^ \ 5 ( Л ) содержит а тривиально или 

выводимо из соотношения 

/ a f e , . . . , ain) = a\ (2.2) 
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R3. если в S ' ( / l i ) \ S ^ ) имеется соотношение s, в которое нетриви­
ально входит а, то в 5 ( Л ! ) \ 5 ( Л ) есть соотношение, которое выражает 
элемент а через другие элементы, входящие в s. 

О п р е д е л е н и е 2.3. Всякое многообразие 91-алгебр, которое может 
быть задано системой тождеств, удовлетворяющей условию R, назовем 
R-Mногообразием. 

Заметим, что в общем случае ^-многообразие может быть задано и 
такой системой тождеств, которая не удовлетворяет условию R (пример 
см. ниже). 

Т е о р е м а 2Л. Система требований Rl—R3 независима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведем примеры, показывающие независи­

мость каждого из условий Rl —R3. 
1. Рассмотрим многообразие 9Г группоидов, заданное системой тож­

деств 
(хх) (хх) = ху (хх) (хх) = хх. 

Для любого частичного группоида ЛбЗ^ простое свободное расшире­
ние имеет вид 

А1 = [А\ щщ = ak], 
где ai,aj(*A, произведение ataj не определено в Л и ак§А. Легко проверить*" 
что при щфа; система 5(Л!) \5(Л) состоит из единственного соотношения 
ataj = ak. Если же at = а;-, то путем подстановок и склеиваний получим» 

aial = ak\— akak = ah akak = а*, аь = ак, 

и, следовательно, элементы аг-, аъ. входят в один класс. Нетрудно прове­
рить, что все остальные классы одноэлементны. Значит, система 
5 ( Л ! ) \ 5 ( Л ) состоит из одного соотношения аг^ = аг-. Отсюда видно, что 
для рассматриваемого многообразия условия R2 — R3 выполнимы, а 
Rl нет. 

2. Пусть W есть многообразие группоидов, заданное системой тож­
деств 

х (ху) = х, хх = х. 

Если снова для Л б %"г 
Ах = [Л; аЬ = с], 

то система 5 ( Л ! ) \ 5 ( Л ) состоит из соотношений ab = c и ас = а. Отсюда 
видно, что условия Rl —R2 выполнены, а условие R3 нет. 

3. В качестве Q возьмем систему трех бинарных операций (•), ( \ ) , 
( / ) , а в качестве 2 систему из 6 тождеств 

1) (ХХХ2)/'X2 = XU 2) * i \ ( * i , * 2 ) = * 2 , 3) (Xi/x2)X2 = Xi, 
4) * i ( * i \ x 2 ) = * 2 , 5 ) (*1*2) (X2Xi) =X2i 6) (Xi\x2)Xi=Xi/x2. 

Получим многообразие 2t/7/. Систему тождеств 1)—4) обозначим через 
So. Она задает многообразие квазигрупп и эквивалентна следующему 
утверждению: в любой частичной квазигруппе вместе с любым из соот­
ношений 

ab = c, а\с = Ъ, с/Ь=а 
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выполняются и два других. Поэтому при рассмотрении нашего многооб­
разия мы будем интересоваться лишь соотношениями вида ab — c, назы­
вая их основными. Непосредственной проверкой можно убедиться, что 
для любой частичной квазигруппы А£Ш'Г" и любого А{=[А; сюЬ — с] 
система 5(Л1)\5(Л) будет содержать лишь следующие основные соот­
ношения: 

ab — c, если (°) —(•)> афЪ и Ьа не определено в Л; 
ab = c, cd = b, dc = a, если (°) = (-) и b a = d в Л; 
аа=с, сс--=а, если (_о) = (.) и а=Ь\ 
cb = a, если (°) = ( / ' ) и а\Ь не определено в Л; 
cb — a, bc=d, da = c, если (о) = (/ /) и d/b=d в Л; 
ас = Ь, есл.и(о)=(\^ и Q(/)b не определено в Л; 
ac = b, ca = d, bd = c, если (°) = ( \ ) и a/b = d в Л. 

Для доказательства сформулированного утверждения нужно в 
каждом случае найти все соотношения, выводимые из системы 
•S(A)U {а°Ь = с}. Эта задача будет несложной, если учесть, что соотно­
шения, выводимые из 5(Л), содержатся в 5(Л). Отсюда видно, что для 
многообразия ЗГ' выполняются требования /?1. и /?3, но не выполняет­
ся R2. Этим теорема 2.1 доказана. 

Заметим, что условие RI эквивалентно наличию в 9t(Q, 2) теоремы 
вложения. Значение условия R2 в некоторой мере поясняется следую­
щим утверждением. 

Л е м м а 2.2. Пусть система тождеств S удовлетворяет условию R2, 
.A£%r(Q, 2 ) , (2.1) —простое свободное расширение Айв S(Ai)\S(A) 
имеется соотношение 

h(<*h> ••• >*Q=ah. (2-3) 

в которое а не входит тривиально. Тогда: 
1) Соотношение (2.3) выполняется в А\ тождественно относительно 

каждой буквы, не входящей в Q0 и в соотношение (2.2). 
2) В любой частичной 5(-алгебре из 9tr(Q, 2) выполняется квази-

тождество, полученное из импликации 

fa {aiiy . .. , aina) = a =* /р K> • • • > aQ = a7 

подстановкой вместо букв av$Q0 переменных символов xv. 
3) £аш ay=a; ад, . . . , ay-n =f=aul, удовлетворяет условию RI, то в Ах 

выполняется тождественно (относительно всех букв не из Q0) соотношение 

h(ail9 . . . , flk„a)=/p(a/1, • . . ,fl/ r tp). 

Утверждение 1) непосредственно следует из леммы 2.1; 2) следует из тех 
же соображений, что лемма 2.1; докажем 3). По 2) утверждение 3) неверно 
..лишь в том случае, когда в S(A) есть соотношение вида /р(Ь/1Э . . . , fy ) =&, 



318 М. М. Глухов 

а/«(&/,, ..* , hQ не определено в Аг. Тогда в [A1\fa(bi^ ... ,biflJ = c] 
получим соотношение f$(bjl9 ... , bjn ) = с, а потому и fa(bil9 . .. , Ь;г ) = &,. 
что противоречит условию /?1. 

Обратим внимание на пример 1, приведенный для доказательства 
независимости условия /?1. В рассмотренном там многообразии группои­
дов St7 теорема вложения не имела места только потому, что в каждом 
группоиде из 9t/ выполняется тождество идемпотентности хх = х, однако 
существуют частичные группоиды из 9Г, в которых произведение аа мо­
жет быть и не определено. Ниже мы покажем, что этот факт не случаен. 

Л е м м а 2.3. Если 2 удовлетворяет условию R2, то в 91 (£2, 2) имеет 
место теорема вложения тогда и только тогда, когда 2 удовлетворяет 
условию 

R4. Если некоторое табличное тождество выполняется во всех ^-алгеб­
рах из 9((£2,2), то оно выполняется во всех частичных %-алгебрах из-
«,(Я,2). 

В самом деле, если 2 не удовлетворяет условию /?4, то существует такое 
табличное соотношение, которое тождественно выполняется в любой 3(-алгебре 
и не выполняется в некоторой частичной 3(-алгебре А. Тогда ясно, что А не 
вложима ни в какую 31 -алгебру, т. е. в 31 (£2,2) не имеет места теорема 
вложения. Обратно, пусть условие R4 выполнено и в 91 (£2,2) не имеет 
места теорема вложения. Тогда по теореме 1.3 существует частичная 
3t -алгебра А, не вложимая в какое-либо простое свободное расширение, напри­
мер, (2.1). Следовательно, для некоторых элементов аУ1, . . . , ala ,aj£A в 
Ах выполняется соотношение, например, (2.3), которого не было в Л. В силу 
условия R2 и леммы 2.2 во всех частичных Ш-алгебрах из 9tr(Q,2) выпол­
няется квазитождество 

/a (xil9 ... 9 xina) = xt =Ф U (*/,. • • • > */„э) = */. (2.4) 

Поскольку Хг не входит в тождество 

/ Э (xj\y • • • у XjnJ = xh 

оно выполняется в любой 31-алгебре. А так как оно не выполняется в А, 
то мы приходим к противоречию с условием /?4. 

Заметим, что условие R4 обычно бывает нетрудно выполнить, доба­
вив к 2 все табличные тождества, являющиеся следствиями системы 2. 
Полученную при этом систему тождеств будем называть т а б л и ч н ы м 
з а м ы к а н и е м с и с т е м ы 2. 

Опишем ./?-многообразия 91-алгебр с помощью тождеств. Для этого 
нам понадобится ряд определений. 

О п р е д е л е н и е 2.4. Две системы тождеств и квазитождеств 2 Ь 22 
назовем э к в и в а л е н т н ы м и , если 9t(£2, 2i) = 9t(£2, 22), в п о л н е эк­
в и в а л е н т н ы м и , если 9fr(£2, 2i) =9tr(£2, 22), и г р а ф и ч е с к и эк­
в и в а л е н т н ы м и , если всякое тождество и квазитождество каждой из 
этих систем может быть получено из какого-либо тождества или квази­
тождества другой системы йёйоторой подстановкой переменных букв. 
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Из определения 2.4, в частности, следует, что два тождества или ква­
зитождества графически эквивалентны в том и только том случае, когда 
одно из них получается из другого взаимно однозначным отображением 
множества переменных букв. 

Легко привести примеры, показывающие, что в общем случае указан­
ные в определении 2.4 эквивалентности различны. Так, в рассмотренном 
при доказательстве теоремы 2.1 примере 3 система тождеств 1)—6) экви­
валентна, но не вполне эквивалентна системе тождеств 1)—5). 

Если посылкой и заключением квазитождества являются табличные 
соотношения, то и само квазитождество будем называть т а б л и ч н ы м . 
Нам будет удобно отнести к табличным квазитождествам и табличные 
тождества, мы будем рассматривать их как квазитождества с пустой по­
сылкой Л. 

О п р е д е л е н и е 2.5. Систему табличных квазитождеств 2 назовем 
з а м к н у т о й при выполнении следующих условий: 

a) вместе с квазитождеством вида 

fa {Xil9 . . . , XinJ =X=¥ fp (Xh, . . . , XQ = X, 

где х не входит в слова fa{Xiti . . . , xin ), f^(x}i, . . . , xia ), 2 содержит 
квазитождество 

/р (Xj\y • • • » XinJ = Х ^ fa (Xl^ • - - ' ХЫа) = Х ' 

b) если 2 содержит квазитождество s{=^s2 с посылкой вида 

la\Xi^ . . . , Xin ) = X, X =f= Xilf .. • . , Х[п , \*-"д) 

то 2 содержит квазитождество, полученное из s± => s2 произвольным отож­
дествлением переменных из xit, . . . , xt , х\ 

c) если 2 содержит квазитождество s± =Ф S2 И некоторой подстановкой в 
какое-либо из ее квазитождеств может быть получено квазитождество s2=>s3, 
то 2 содержит квазитождество s± =Ф S3. (В пунктах а)—с) х£Х.) 

Обычным образом определяется понятие замыкания системы квази­
тождеств. 

Систему табличных квазитождеств s =#• si9 i = 1, . . . , т, для краткости 
условимся записывать в виде s =Ф s b . . . , sm и называть о б о б щ е н н ы м 
к в а з и т о ж д е с т в о м . 

О п р е д е л е н и е 2.6. Систему обобщенных квазитождеств 2 назовем 
п р и в е д е н н о й , если: 

1) она является замыканием системы квазитождеств с посылками 
вида (2.5) или Л; 

2) посылки всех ее обобщенных квазитождеств попарно графически 
неэквивалентны; 

3) все заключения каждого из ее обобщенных квазитождеств 
s=*su ..., sm с посылкой вида (2.5) содержат букву х, причем для каждого 



320 М. М. Глухов 

заключения s* среди соотношений su ..., sm, s имеется такое, в котором 
буква х выражается через другие буквы, входящие в s*; 

4) объединение множества всех заключений любого ее обобщенного 
квазитождества, имеющего посылку вида (2.5), с множеством заключе­
ний, содержащих буквы, не входящие в соответствующие посылки, 
не содержит двух соотношений, которые при каких-либо заменах пе­
ременных букв в квазитождествах будут отличаться лишь правыми 
частями. 

Т е о р е м а 2.2. Система тождеств S удовлетворяет условию R тогда и 
только тогда, когда она вполне эквивалентна приведенной системе обоб­
щенных квазитождеств. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть S вполне эквивалентна приведенной 
системе квазитождеств S b Лб31г(й, I ) и (2.1) —некоторое простое сво­
бодное расширение Л. В силу условия 2) определения 2.6 в Si найдется 
не более одного обобщенного квазитождества, посылка которого полу­
чается из соотношения (2.2) взаимно однозначным отображением ср вхо­
дящих в (2.2) букв av(E Q0 в множество X. Если такого обобщенного 
квазитождества нет, то из соотношения (2.2) с помощью подстановок 
может быть выведено лишь само оно. Если же такое обобщенное квази­
тождество существует, то в силу замкнутости Si из (2.2) с помощью 
подстановок можно вывести лишь те соотношения, которые можно полу­
чить из заключений указанного квазитождества подстановкой ср-1, при­
чем буквы, для которых ф - 1 не определено, заменяются тождественна 
(любыми элементами из А\). Кроме этих соотношений в обоих случаях 
с помощью подстановок можно получить соотношения, з которые а вхо­
дит тривиально. Они будут получаться путем подстановок в квазитож­
дества, заключения которых содержат буквы, не входящие в посылку, 
причем элемент а подставляется вместо некоторых из этих букв. Мно­
жество всех полученных таким образом соотношений из S(A{) \S(A) 
обозначим через S' и покажем, что S ' = S ^ i ) \ S ( 4 ) . В самом деле, пу­
тем подстановки в квазитождества из Si мы не получим других соотно­
шений в силу замкнутости системы Si. Для того чтобы можно было полу­
чить новое соотношение путем склеивания, необходимо иметь пару 
соотношений, отличающихся лишь правыми частями. Среди соотношений 
из S\ отличных от (2.2), такой пары нет по условию 4) определения 2.6, 
очевидно, что нет ее и в системе S(A). Допустим, что такую пару образу­
ет с некоторым соотношением s соотношение (2.2). Так как fa(^ .., Q>in ) 
не определено в Л, то 5(£5(Л). С другой стороны, в 5 не входит а, 
и потому s(£ S'. Получилось противоречие. Остался один случай: соотно­
шение 

hifll» ••• > % ) = а/ (2-6) 

содержится в 5(Л), а соотношение 

Мял» •• • > % ) = а (2-7) 
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содержится B S ' H отлично от (2.2). Так как (2.7) входит в S', то по усло­
вию а) определения 2.5 в Ei содержится квазитождество 

/(3 (Xjt> • • • » х]'п) = х =^ /a (#i t» • • • , XinJ = X, 

и, следовательно, в S(A) наряду с (2.6) должно иметь место соотношение 

/а К , . .. ,alnJ = ah 

что противоречит тому, что слово fa(^iv . . . , щп )не определено в Л. Та­
ким образом, путем склеивания мы не можем получить нового соотно­
шения. А отсюда следует, что мы ничего нового не сможем получить и 
путем замены, поскольку не имеем ни одного соотношения вида аг=^а^ 
Итак, в одну сторону утверждение теоремы 2.2 доказано. 

Пусть теперь известно, что Е удовлетворяет условию R. Покажем сна­
чала, что она вполне эквивалентна некоторой системе табличных квази­
тождеств. Возьмем из 2 произвольное тождество 

P(X) = Q(X), (2.8). 
не являющееся табличным. Обозначим различные подслова слов Р, Q, отлич­
ные от констант из Q0, различными буквами из X, придавая одинаковым 
словам одинаковые обозначения, и свяжем полученное множество букв и 
множество подслов из Q0 в Р и Q табличными соотношениями по следу­
ющему принципу: если некоторое подслово Рх имеет вид fy{Pri, . . . , Рг ) и 
подслова РГх, . . . , РГа , Pi обозначены соответственно через хГх, . . . , хГп , хи 

то запишем соотношение 
/Y (ХГ,У • • • > XrnJ = #1-

В итоге получим систему табличных соотношений s b s2, ••-, s/i+1. Причем, 
поскольку слово не может быть своим собственным подсловом, правая 
часть каждого из полученных соотношений не входит в его левую часть. 
Пусть r ( P ) ^ r ( Q ) , 

Р (Х) - / , (Р ;ДХ) , . . . ,Р Ч (Х) ) , Q(X)^U(Ph(X)9 . . . ,Рц(Х)) , 
слова P t l, . . . , Рд, . . . ,P,Q обозначены соответственно буквами xix, . . . 
. • • , xh, . . . , xp,xq, и sk, sk+1 суть соотношения Ы ^ » • • • , XinJ = xpi 

fp(xjlf . . . , х-/г ) = Xq соответственно. Тогда очевидно, что тождество (2.8) 
вполне эквивалентно квазитождеству 

sb . . . , sfe =Ф s, (2.9) 

где s есть соотношение f^(xjl9 . . . , д:/ ) = д:р. Так как r(P)^>r(Q), то xp 

входит только в S& и s, причем лишь в их правые части. Отсюда следует, 
что квазитождество 

SU . . . , S&_i =¥ Sk ИЛИ S b . . . , S/г-х =Ф S ( 2 . 1 0 ) 

может выполняться лишь в одноэлементных 31 -алгебрах. Значит, если 2 не 
тривиальна, то в 5tr(Q,E) найдется частичная 91 -алгебра Л, в которой не 

2 Математический сборник, т. 85(127), № 3(7) 
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выполнено ни одно из квазитождеств (2.10), т. е. в Л найдутся элементы 
av, при подстановке которых вместо переменных xv в sl9 . . . , Sk-i получим 
соотношения из 5 (Л), а слова fa(ciil9 . . . , aifl ) и fp(a/iy . . . , aja ) будут 
не определены в А. Тогда в простом свободном расширении 
[A; fa(ail9 . . . , ain ) = ар] будет иметь место соотношение 

/з (аУ±> • • • > а1п) ~ <V А т а к к а к ар входит в это соотношение нетривиально' 
то по лемме 2.2 в 31 (й, 2) выполняется квазитождество 

/а (*/,, • • • , X i %) - Хр -> /> (ХУ1, . . . , Х/^) - * р . (2.11) 

С другой стороны, (2.9) является следствием этого квазитождества. По­
этому в 2 тождество (2.8) можно заменить квазитождеством (2.11). 

В проведенных рассуждениях мы использовали тот факт, что г (Р) > 0 и 
r ( Q ) > 0 . Поэтому рассмотрим отдельно случай, когда r(P)^>0, r(Q) = 0. 
В тех же обозначениях, что и выше, тождество (2.8) вполне эквивалентно 
квазитождеству sly . . . , Sk—i =Ф S, где s есть соотношение /а(хг1, . .. , х//г ) = 
— xq, Xq^X [J Й0. Индукцией по k докажем, что (2.8) вполне эквивалентно 
табличному квазитождеству. При k = 2 это так. Пусть k^>2 и, например, 
слово Pit имеет наибольший ранг среди слов Pit, . . . , Pifi . Тогда xit входит 
лишь в одно из соотношений S/, причем в его правую часть. Пусть это есть 
Skr-im.fp(Xj\, . . . , Xjn ) = Xix. Если (2.8) вполне эквивалентно квазитождеству 
sly . . . , s/e__2 => s, то применима индукция. В противном случае найдется 
Л^9{г(й,2) такая, что при некоторой подстановке элементов av вместо xv 

в sl9 . . . , S£_2, 5 получим соотношения s'lf . . . , sk^2£S(А), но $'(£5(Л). 
Можно считать, что f^(ajl9 . . . , fl/rt ) не определено в Л. В самом деле, если 

бы всегда из su . . . , s^_2 следовало /^(яд, . . . , ajn ) = щ, то (2.8) было бы 
эквивалентно квазитождеству su . . . , Sk-2 =» /<*(**, • • • » ^ ) = *?> к кото­
рому применима индукция. Итак, /^(яд, . . . a/rt ) не определено, и можно-
построить Al = [A;fp(ctf1, . . . , а}. ) = а|. В Д имеет место соотношение 
fafait, • • • у ain) = ач> причем а входит в него нетривиально, ибо в против­
ном случае s' было выполнено в А. Отсюда и из условия R2 следует, что 
(2.8) вполне эквивалентно квазитождеству Sk-i =¥ s. Итак, при условии R 
система 2 вполне эквивалентна система 2Х табличных квазитождеств, в 
которых правая часть каждой посылки не входит в ее левую часть. Следо­
вательно, выполнено условие. 1) определения 2.6. Приведем 2i к замкнутому 
виду так, чтобы выполнялось условие 2). Тогда необходимо должны быть 
выполнены и условия 3), 4) определения 2.6, ибо их нарушение ведет к 
нарушению условия R. Теорема доказана. 

Из этой теоремы следует, что система тождеств, удовлетворяющая 
условию Ry вполне эквивалентна некоторой системе, содержащей лишь 
тождества видов: 
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I) 1а\Х{1, • • • > Х{ ) — %i\ 
"a 

II) / a( Xh, . . . , X;^) - /p (X7l, 

III) Дв(хУ1, . . . ,Xfki_vfa(Xit, • 

IV) /pC^, • • • . Xj^-vfaiXi^ • 

В заключение данного параграфа для примера покажем, что нетриви­
альные многообразия универсальных алгебр, рассмотренные Т. М. Бара-
но'вич в статье [4], являются /^-многообразиями. В [4] рассматривается 
класс моделей с одним n-местным предикатом Р(хи ..., хп), удовлетво­
ряющих системе аксиом 2 вида 

Wxu . . . ,хт З г Ф ( х ь . . . ,хт,г) (2.12) 

Yxu . . . , хт, z, z [Ф(хи . . . 9хт,г)Ш(хи . . . , x m , z ' ) 4 z = A 

где Ф (хи ..., хтл г) есть конъюнкция формул видаР (xtl,..., xis__ v 2, xis_^v,.., xQ. 
При этом предполагается, что если из системы аксиом 2 выводима формула 

Лг Р (Xity . . . , Xisly z , #i s_fi> . . . , Xin)y 

то она вместе с формулой 

P(Xit, . . . ,Xis_vZ,Xis+x, . . . , ^ ) & P ( ^ , . . . t Xi^^z' . X i ^ ^ . y X i ^ Z = ZT 

содержится в 2 (здесь, как и ниже, ради краткости кванторы всеобщно­
сти, связывающие переменные, не-пишутся). Рассмотрим аксиому (2.12). 

Если 

Ф (*ь.. . ,хт ,г)=Р(*£1 Э . . . ,л:/8_^ 

то из (2.12) выводимы формулы: 

dZi P (Xil9 . . . , Xis__xj Zij ^ts_j_ x , • • • > xin)y w 

Яг̂  P f e , . . . , л:у/_1, г*, д://+1, . . . , х1г). (k) 

Отсюда и из указанного выше предположения следует, что в рассмат­
риваемой моделе формулы (1) , . . . , (k) истинны тогда и только тогда, 

2* 

*Ч ) ; 

» XinJ> % ! + ! ' ' ' * ' Xfk _ i ' M*ii» • • • » A'ifta)» 

щ Xi ) Xj, 

> X ^ a ) ' X ' V H ' * * * ' ^ s - l ' ' a ^ f l ' * ' ' XinJf 
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когда в ней определены операции / ь ..., /^, где 

Ъ(х?\ . . . , 4 f ) ^ i ^ p K > ••• ' V i ^ b ^ + , . . . ,xln), 
и х[1], . . . , х{

г\} суть все различные переменные из xit, . . . , xi$_v xls+v ••• Л„-
Аналогично определяются операции /2, . . . , /*. 

Ниже операцию /а (xf}, . . . , х^) , соответствующую формуле 
(а):гЛг P(xVl, ..., xVp _v z,xXp+1, . . . , xv), нам будет удобнее обозначать через 

/ a (Xvt* • • • > A ' p ^ i -^v^!» • • • > xvn)> 

шли короче 

А а (Xv^ » • • > -*4>л)« 

Вторая формула аксиомы (2.12) означает, что соответствующие ей 
операции связаны тождествами 

/is) (хи, ... , xin) = ...=№ (xfl, ... , xfn). (2.13) 

Аналогично получим операции, соответствующие всем остальным 
аксиомам из 2, а также связывающие их тождества вида (2.13). Полу­
ченную совокупность операций обозначим через Q, а тождеств —через 2j. 

Теперь учтем связи между введенными операциями, обусловленные 
тем, что все они определялись с помощью одного и того же предиката Р. 
Последний факт означает, что если операции f(

a
p\ f^] соответствуют фор­

мулам 

Лг P(XXly . . . , ХУр_г, £, Jfcvp-f!» ••• » Xv,.)> &Z Г (ХЙ1, . . . , Xliq_1y Z, Xiiq_^lf... , Я"^), 

(2.14) 
и с помощью однозначных подстановок переменных в предикаты из этих 
формул может быть получена одна и та же формула 

P(Xkl9...9xkn)9 (2.15) 

то должны выполняться табличные квазитождества 

/(f) (xkl, . . . , xkn) = xkp =Ф ff (xfct, . . . , xkn) = xkq, 

ff (xkl, . . . , xkn) = xkq^ /(f) (xkl9 . . . , xkn) = xkp . (2.16) 

Перебирая всевозможные пары формул вида (2.14), содержащиеся в 2, 
и всевозможные подстановки переменных в предикаты этих пар формул, 
приводящие к одной и той же формуле вида (2.15), мы получим систему 
табличных квазитождеств 22 вида (2.16). 

Таким образом, любое многообразие алгебр, рассмотренное в [4], задает­
ся с помощью операций Q и системы тождеств и квазитождеств 2i \J 22. 
Для единообразия тождества вида /«} = ffi заменим парами квазитождеств 
вида Дг)= х =Ф /|з° = х, ff = х =Ф /аГ) = х, где х — некоторая новая буква, и 
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добавим 0-арную операцию 0 вместе с тождествами /а (0, . . . , 0) = 0 для 
всех операций f$] 6 Q в том случае, когда рассматриваемый класс алгебр 
является классом алгебр с нулем (см. [4], стр. 1236). Докажем, что полу­
ценная в итоге система табличных квазитождеств 2 ' удовлетворяет усло­
вию R или тривиальна. 

Пусть Лб31г(й, 2) и А1 — простое свободное расширение Л, полученное 
добавлением нового элемента а с соотношением sx вида ДГО^, . . . , щп) —а* 
Обозначим буквой S множество всех табличных соотношений не из S(A)> 
которые могут быть выведены из системы Sf = S(A) (J {sL} с использованием 
лишь правила подстановки. Установим сначала, что каждое соотношение s^fS со­
держит а. Так как S' \=st и при выводе si использовалось лишь правило подста­
новки (здесь и ниже этот факт обозначается знаком |=) , то s |=S; при некото­
ром s^S' и из 2 ' следует квазитождество s' =Ф S*, полученное из s =» st 
взаимно однозначной заменой элементов переменными буквами. Если s f S (A) 
и st не содержит а, то s\=Si в А и si^S(A). Пусть s^S(y4), т. е. s = su 
и Si не содержит а. Тогда имеем квазитождество sl=>sf. А так как 2 ' 
вместе с квазитождеством вида s =Ф S' содержит квазитождество s' =¥ s, то 
имеем и sf => si- Так как а не входит в st-, то вместе с sf =Ф s* выполняет­
ся и квазитождество st ^ si, где sj получено из si заменой правой части 
новой буквой, не входящей в si, s't . Отсюда получаем квазитождество s{ =* sj , 
из которого следует, что любая it-алгебра из 31 (й, 2') одноэлементна, т. е. 
2 ' тривиальна. Теперь покажем, что S(A) [j S = S (Лх). В самом деле, как 
доказано в лемме 7 из [4], в S(A) [j S не может быть двух соотношений, 
отличающихся лишь правыми частями, а поэтому к соотношениям из S (A) [j S 
не применимо правило склеивания и тем более правило замены. Следователь­
но, S( /1)US = S ( 4 ) , и условие R\ выполнено. Если соотношение из 
S ( 4 i ) \ S ( i 4 ) содержит а нетривиально, то, как уже отмечалось выше, оно 
выводимо из s b т. е. выполнено условие R2. Проверим условие R3. 

Пусть s(-S и s содержит нетривиально а. Тогда S i |=s и имеют место 
квазитождества si =Ф S*, S* =Ф si. Значит, сботношение s± выполняется тождест­
венно относительно всех букв не из s. Подставив в sx вместо этих букв 
любые элементы из s, отличные от а, мы получим соотношение su выража­
ющее а через остальные элементы, входящие в s. Если же s не содержит 
букв, отличных от а, т. е. имеет вид /f}(a, . . . , а) = а, то из квазитождеств 
sl=> s* и s* =¥ sl легко следует, что 91 (Q, 2') является классом алгебр с ну­
лем и в каждой частичной St-алгебре из 3tr(Q,2') выполняется тождество 
f£)(xil, . . . , х1п) = 0, что противоречит неопределенности слова f%\aii> • • • » аы ) 
в А. Следовательно, 2 ' удовлетворяет условию #3, и наше утверждение до­
казано. 

Отметим еще, как очевидный факт, что обратное утверждение невер­
но: не всякое ^-многообразие универсальных алгебр может быть задано 
системой аксиом из [4]. 
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§ 3. Свободные произведения в R -многообразиях универсальных алгебр 

Пусть /^-многообразие 3f(Q, 2) задано приведенной системой обоб­
щенных квазитождеств 2. Если 2 содержит квазитождество вида 

/a (Xh , . . • , XinJ ^X^ fo(x,if . . ., * ц ) - Х% 

где ik^FJt, то в любой Э1-алгебре .4 £91 (Я, 2) выполняются тождественно 
относительно букв xv соотношения 

fa(Xit, . • . , xinJ = a, fo(xh, . . ., * ц ) = а (3.1) 

при некотором фиксированном а£Л. Будем предполагать, что всякий 
такой элемент а-является значением некоторой операции из Яо и таблич­
ные тождества (3.1) входят в 2 (как квазитождества с пустой посыл­
кой Л). 

Так как в каждом ^-многообразии имеет место теорема вложения, то, 
не теряя общности, можно считать, что всякая частичная 31-алгебра со­
держится в любом своем свободном расширении. В частности, простое 
свободное расширение (2.1) частичной Si-алгебры А получается из Л 
добавлением одного нового элемента а с системой табличных соотноше­
ний, выводимых из соотношения (2.2), а также соотношений, в которые а 
входит тривиально. Учитывая это соглашение, под свободным замыканиеx\i 
А частичной 9t-алгебры А можно будет понимать St-алгебру, являющую­
ся объединением (пределом) счетной последовательности вложенных 
друг в друга частичных. 9t -алгебр 

Л = Л(0), А{1), Л ( 2 ) , . . . , 
где А^ есть минимальное свободное расширение Л, в котором определе­
ны все слова ранга k в алфавите Л: 

А= [\A{k\ (3.2) 
k=0 

О п р е д е л е н и е ЗЛ. Свободным произведением 51-алгебр Ль 
/ 6 / , из ^-многообразия 31 (Я, 2) назовем 9(-алгебру 

^ = 11* ^ = ( [ )4 ; U5U)>. 

Тождественное отображение Q0 на себя индуцирует гомоморфизм 
Ф;: -Ль ==#> Л, Составим систему St соотношений ранга 0 для элементов из 
А[ , относя соотношение а = b в Si в том и только том случае, когда 
%{а) = <pi(b). Тогда нетрудно видеть, что 

Л = (U J'1; U S{A'1 )X где ^-=<^s(^i) U Si>, 

причем все 91-алгебры At имеют изоморфные тривиальные части и соответст­
вующие изоморфизмы индуцируются тождественным отображением Q0 на себя. 
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А так как значения операций из йо во всех St-алгебрах At обозначены на­
ми символами самих операций (с учетом склеиваний, зафиксированных в 
соотношениях из S(Ai))y то можно считать, что 9(-алгебры А[ имеют 
одинаковые тривиальные части, совпадающие с 5(-алгеброй А . Таким обра­
зом, свободное произведение 51-алгебр At можно рассматривать как свобод­
ное произведение Si-алгебр А[ с одинаковыми тривиальными частями. 

Теорема 3.1. Пусть А-и i £ / , есть семейство %-алгебр из R-MHO-
гообразия 9t (Q, 2) с одинаковыми тривиальными частями AL , 
причем At Г\ Aj = A? npui=f=j. Тогда каждая %-алгебра AL естест­
венным образом ело жима в свободное произведение 

П* 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Л есть множество (J А и в котором операции 

для элементов из At определены так же, как и в Aiy а элементы из разных 
St-алгебр Ah A\ не связаны никакими табличными соотношениями. Из тео­
ремы 1.1 и леммы 1.1 следует, что А' = Л. По условию R частичная 
31-алгебра А естественно вложима в свое свободное замыкание Л, и остает­
ся показать, что А вложима в Л, т. е. что при замыкании множества Л 
% -алгебры At склеятся лишь по элементам из А\. Для доказательства это­
го факта все табличные соотношения, выводимые из множества S всех таблич­
ных соотношений в Л, будем находить следующим образом. Сначала будем 
применять только правило подстановки в квазитождества из 2. Пусть 
s1 Ц S (At) при некотором i £ / и импликация sx =Ф S2 получилась при подста­
новке элементов из Л в квазимножество s\ =Ф sl. Если в s| не входят пере­
менные не из si, то s2£S(At). В противном случае в sl вместо букв не из s{ 
можно подставлять любые элементы из Л. В итоге получим некоторое мно­
жество новых соотношений в Л. Так как система квазитождеств 2 замкну­
та, то из вновь полученных соотношений с помощью правила подстановки 
других новых соотношений мы не получим. Пусть Sx есть множество всех 
новых соотношений, которые можно получить указанным образом, перебирая 
все соотношения Si(:S(Ai)y i£l. Покажем, что к системе 5 (J Sx не приме­
нимо правило склеивания, т. е. в S |J S± нет двух соотношений, отличаю­
щихся лишь правыми частями. В самом деле, пусть такие соотношения st и s2 

есть 
fa(ail9 . .. , о^) = av, (Sl) 

/ ' а К , . . . , агЯа) = V (s2) 

Тогда по крайней мере одно из них, например sb содержится в Si и выве­
дено из некоторого соотношения s£ S: f$(ah, . . . , а/ ) = ak. Тогда в 2 есть 
квазитождество 

/р (Х]\ » • • • , Xjn) = Xk =Ф fa (Xix , . . . , X[nJ = Xv. 
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Если при этом s2(- S, то xv^xtl, . . . , xt„ , и потому наличие указанного 
1 па 

квазитождества в 2 влечет тривиальность 2. Если же s2tSlf то в 2 име­
ется квазитождество вида 

/Y (xtl,'..., xtnJ - xi =Ф fa (xit, . . . , *//la) - %, 

и поскольку в заключениях обоих последних квазитождеств есть буквыу 
не входящие в соответствующие посылки, мы приходим к противоречию 
с условием R (см. требование 4) определения 2.6). Этим теорема дока­
зана. 

Л е м м а 3.1. Если система тождеств 2 удовлетворяет условию /?, 
Лб 91, (Й, 2) и В — частичная %-подалгебра в Л, то %-алгебра 93 , порож­
денная в А частичнойМ -алгеброй В;совпадает с В. 

Для доказательства этой леммы достаточно показать, что элементы 
кз В связаны в Л и В одними и теми же соотношениями. Пусть Р, Q — 
слова в алфавите В и в Л имеет место соотношение P = Q. Построим 
конечно-свободное расширение Л, в котором определены слова Р и Q. 
Как было указано выше, это можно сделать, присоединяя последователь­
но новые символы, являющиеся значениями не определенных подслоя-
слов Р и Q. Получим ряд частичных 91 -алгебр 

Л, Ai, . . . , Am. 

В силу условия R и теоремы 1.3 равенство P = Q в Л означает, что слоьл 
Р и Q имеют одинаковые значения в Л7//. Теперь построим конечно-сво­
бодное расширение В 

5 , Ви .. ., Вт 

следующим образом. Если Ау =\А; /а (&/х, .. . , &/ ) = Ь], где &/, , . . . , &/ 6 5 , 
то положим 5Х = [B\fa(bit, . . . , bin ) = b\. Аналогично строим 52 , . . . , Вт. 
Для доказательства леммы остается показать, что S(B1)\S(B) совпадает с 
множеством S всех тех соотношений из 5(ЛХ)\5(Л), которые содержат лишь 
элементы из 5Х. При этом будем считать, что 3t (Q, 2) задано приведенной 
системой обобщенных квазитождеств. Ясно, что 5 (fix)\S (B)cz S. Пусть 

h(bn,...,bin[i) = bln^ (3.3) 

— любое соотношение из S. Если элемент b входит в (3.3) нетривиально, 
то (3.3) выводимо из соотношения fa{bit, ... , bin )=b, и, следовательно, 
содержится в S(Bi)\S(B). Пусть b входит в (3.3) тривиально. Как вид­
но из доказательства теоремы 2.2, соотношение (3.3) в этом случае полу­
чено при подстановке элементов из А\ в некоторое квазитождество s=^>slr 
заключение .Si которого содержит буквы, не входящие в s, причем эле­
мент b подставлялся вместо некоторых из этих букв. Из условий 1), 3) 
определения 2.6 нетрудно получить, что мы не потеряем в общности, если 
будем считать, что все переменные буквы из 5 входят в s{. А так как а 
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соотношение (3.3) входят лишь элементы из Ви то ту же подстановку 
можно осуществить и в Вх. Следовательно, соотношение (3.3) входит в 
S(Bl)\S(B), а потому S = S(Bl)\S(B), и лемма доказана. 

Теорема 3.2. Если система тождеств 2 удовлетворяет условию R, 
Ле91г(£2,2) и 33 есть %-подалгебра в А, то 

;53 = Л П 33 * ^> 

где $ — свободная %-алгебра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Л представлена в виде (3.2). Введем 
обозначения: 

В; = 53П^>, 1 = 0 , 1 , . - . ; Со-Во, С} = В}\ [вуП ('{jCi) I 
L \;=o / J » 

/ = 1 ,2 , . . . . (3.4) 
Докажем сначала, что 

Ш = С, (3.5) 
сс 

где С= \j Ci. Поскольку CjC^BjC^SB и имеет место лемма 3.1, для этого 
' = 0 

достаточно показать, что 53 порождается элементами из С. Любой элемент 
а (-9о, будучи элементом из Л, представляется словом в алфавите Л. Пусть 
г — наименьший из рангов слов в алфавите Л, которыми представляется эле-

r—i 
мент а. Тогда а£ 53 f] ^(г) = Вг. Если af jj Q, то а выражается словом в ал-

1 = 0 

Г — 1 Г — 1 

фавите U С;. Если же a^ IJ С/, то согласно обозначениям (3.4) а(Сг. Этим 
/=о /=о 

мы доказали (3.5). 
Теперь докажем, что в частичной 5(-алгебре С элементы из С —-
со 

= [j d могут входить в соотношения из S(C) лишь тривиально. Пусть 
£ = 1 

— соотношение из S(C), в которое нетривиально входит хотя бы один эле­
мент из С. Элементы с^, . . . , с1п , ± представляются словами в алфавите Л, 
Выберем слова наименьших рангов в алфавите Л, значениями которых явля­
ются соответственно элементы ctl, . . . , cifl , v и построим минимальное ко­
нечно-свободное расширение Лт , в котором определены эти слова. Получим 
цепочку простых свободных расширений 

Л , Л]_, . . . , /1т« 

Так как в (3.6) входят элементы из С , то Am=f=A. He теряя в общности, 
можно считать, что минимальное значение х, при котором Л/СГЛ^, есть t 
и 0 < *! < . . . < im. Пусть 

Ат [ Лщ—i ; fayCji* • • • , С/„ ) — C/J, 
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где cik входит в соотношение (3.6). По условию R3 элемент cik выражается 
в Ат словом ранга 1 от остальных элементов из (3.6): 

cik=h(cil9 . . . , cin6). (3.7) 

По лемме 2.1 соотношение (3.7) выполняется в Ат тождественно относите­
льно всех элементов, не входящих в Q0 и в соотношение fa(Cj\, • • • , Cjn ) = 
— C[k. Так как Ат — минимальное расширение Л, в котором определено 
слово fa(Cj\, . . - , cJn ) и cik(:AVm), то ch, . . . , cJn fA^n-1'). С другой сто-

tm 

роны, cit, . . . , с/ 6 U с-ь. Значит, общими из них могут быть лишь элемен-

ты из (J ct. А так как относительно остальных элементов соотношение (3.7) 
i=o 

выполняется тождественно, то вместо них можно подставить также элемен-
tm-i 

ты из (J с,;. Но тогда получим 
/=о 

cike U а, 

что противоречит тому, что tm есть наименьшее значение л% при котором 

cik<cA(x). Из доказанного следует, что C = C0*Cf и что С есть чистая час­

тичная 51-алгебра, а потому С — свободная .91-алгебра. Итак, 

S3 = А П 58* 5 \ 

где if = С , и теорема доказана. 
Следствие 1. Если Л б 31 (Q, 2), и 

*Jv '==1 XX ^ ' i ) *svi :== t/t/j , t/^j J J t/vj === fJvi , 
/61 

то всякая %-подалгебра S3 из Л представляется в виде 

S3= И (Jt f}33)*f, • 

гЛ? ^Г— свободная %-алгебра. 
Для доказательства достаточно применить теорему 3.2 к 91-алгебре 

Л — (J-Д-, замзгив, что согласно лемме 3.1, в этом случае 

А Л 3d = U ( Л Л Щ = П ( ^ Л 
ie/ *е/ 

С л е д с т в и е 2. Всякая, %-подалгебра свободной %-алгебры из R-многооб-
разия 9t (Q, 2) свободна. 
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В самом деле, свободная St-алгебра Л есть замыкание чистой частичной 
5(-алгебры Л. Следовательно, пересечение Э(-подалгебры 53 из Л с А есть 
также чистая частичная 91 -алгебра. Отсюда по теореме 3.2 53 есть свободное 
произведение двух свободных % -алгебр, т. е. 53 свободна. 

Л е м м а 3.2. Пусть система тождеств 2 удовлетворяет условию R> 
А б % (Q, 2); Ь0, Ьи ... , Ьп£А и Ai = [A] fa (аи, . . . , ainJ - а]. Тогда, ес­
ли в А± элемент Ь0 представляется словом Р в алфавите Ьи . . . , Ьп, то 
Ь0 представляется в том же алфавите некоторым словом Q в самой час­
тичной %-алгебре А. 

Докажем лемму 3.2 индукцией по г(Р). Если г ( Р ) = 0 , то Pz°ibi для 
некоторого i. А так как А вложима в Л! и Ь0, Ь£А, то из b0 = bi в А\ сле­
дует b0 = bi в Л, т. е. утверждение леммы верно при Q^zP. Допустим, что 
оно верно при г(Р) <&, и пусть r(P) = £ > 0 . Тогда 

Р(Ь19 . . . , bn)^h(Ph{bx* • • • . Ьп), . -. , % ( b i , . . . , Ь„)) 
для некоторой операции /e^Q^ Если слова P7l, .. . , Р/п имеют в А1 соот­
ветственно значения с,̂ , . .. , с-1п , содержащиеся в Л, то по предположению 
индукции -в Л имеем 

Qv = Q/V(&b • • • , Ьп), v = 1, . . . , лр, 

для подходящих слов Qiv. Отсюда и из вложимости Л в Ах следует, что 
К = Q(bu .. . , Ъп) в Л при Q3zf3 (Q/t» • • • > Q/np). 

Рассмотрим случай, когда не все cjx, . . . , сУя содержатся в Л, напри­
мер, с д = а. Если а входит в соотношение 

h(c,o. • • - , сц )=&о (3-8) 

тривиально, то его можно заменить любым элементом из Л. Поэтому будем 
считать, что а входит в (3.8) нетривиально. Пусть fy(Ptlf . .. , Ptn) = Р}\ 
и слова Ptl, . . . , Ptn имеют в Ах соответственно значения щ1У . . . , atn . 
Если хотя бы одно из этих значений, например att, равно а, то в слове Р 
подслово Р/х можно заменить словом меньшего ранга Р^, и тогда наше 
утверждение будет следовать из предположения индукции. Если же 
dtv • •• , Щп =На> то по лемме 2.2 в Л! выполняется соотношение 

fa(au, . . . , а/па) =fy(au, . . . , а ^ ) . 
Отсюда следует, что 

А1 = [А\ fy(atl, . . . , а ^ ) = а]. 

Так как в Лх имеет место соотношение (3.8) и а входит нетривиально в сло­
во Мсл> • • • > £/„ )» т о п о лемме 2.2 соотношение (3.8) должно выполняться 
в Лх тождественно относительно всех букв, не входящих в Q0 и в соотно-
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шение fy(afl9 . . . , щп) = а. Если бы Ь0 не входило в слово fy(atl . . . , щп )> 
то (3.8) выполнялось бы тождественно относительно буквы Ь0. Если бы Ь0 
совпадало с одной из букв c/v, то в Ах было бы 

bo=Piv(b!, . . . , Ьп), 

и утверждение леммы было бы верно в силу индукции. Но если Ь0 не вхо­
дит в слово f${Cjt, . .. , Cj ) и (3.8) выполняется тождественно относительно 
Ь0, то частичные St-алгебры Лх и А одноэлементны и утверждение леммы 
тривиально. 

Следовательно, при нетривиальной системе 2 элемент Ь0 входит в слово 
fy(atiy . . . , Щп), т. е. Ь0 — at при некотором \х. Итак, в Ах имеет место 
равенство 

Ь0 =--Ptlx(bu .. . , Ья), 

и поскольку r(Pt ) <С т (Р), утвэрждение леммы следует из индуктивного 
предположения. 

Т е о р е м а 3.3. Если 2 удовлетворяет условию R и А — конечно-по­
рожденная частичная 91 -алгебра из Э((й, 2) , го 

rang Л = rang Л. 

Для доказательства 3(-алгебру Л мы снова будем представлять в 
виде (3.2). Кроме того, каждую из частичных 91-алгебр А^ можно счи­
тать полученной из Л с помощью операций простого свободного расши­
рения и предельного перехода в цепочке вложенных друг в друга частич­
ных 31-алгебр. Поэтому достаточно доказать, что ранг частичных 
9t -алгебр не изменяется при указанных операциях. Пусть Ах из (2.1) есть 
простое свободное расширение Л. Ясно, что всякая система образующих 
Л является системой образующих и для Л ь а потому 

rang Л х < rang Л. 
Покажем, что 

rang Л < rang Лх. (3.9) 

Пусть rangA\ = r и M={bu b2,...,br}—минимальная система образую­
щих частичной 5f-алгебры Л ь Если М^А, то, по лемме 3.2, М есть систе­
ма образующих для Л, а потому верно (3.9), Пусть MgLA, т. е. один из 
элементов М, например Ьи равен а (ом. (2.1)). Так как М порождает А\, 
то ciiv = Piv(M) для каждого v= l , . . . , я а . Если а не входит ни в одно из 
слов Piv(M), то вследствие соотношения 

системой образующих для Ах будет множество М\{Ьг}. Так как система 
образующих М минимальна, то отсюда следует, что а не тождественно вхо­
дит в какое-либо из слов Pi (M). Пусть, например, а входит в Pix. Тогда 
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очевидно, найдется соотношение вида 

Ыси, . . . . с ч ) = с, (3.10) 

в котором некоторые из элементов c/t, .. . , cjn равны а, а остальные вы­
ражаются словами в алфавите М\{а} = {Ь2, . . . , br}\ с есть некоторый 
элемент из Аг — значение подходящего подслова слова Pix. По условию R3 
в Ах элемент а выражается словом ранга 1 от остальных букв, входящих 
в (3.10). Следовательно, 

а = Р'(с, &2, ..., йг), (3.11) 
если сфа, и 

а = Р"(Ь2, ..., 6Г), 

если с = а. Второй случай невозможен в силу минимальности М, а пото­
му остается (3.11). Отсюда следует, что 

М'={с,Ь2,...,Ьг} 

есть система образующих в Л ь а так как М'^А, то по лемме 3.2 ЛГ по­
рождает Л, т. е. r a n g / l ^ r = rangЛ ь Таким образом, при переходе ог 
частичной 91 -алгебры Л к ее простому свободному расширению ранг не 
изменяется. 

Пусть теперь а —предельное кардинальное число, {Лт} —последова­
тельность вложенных друг в друга конечно-порожденных частичных 
ЭД-алгебр, т < а , и минимальная система образующих каждой из них 
является минимальной системой образующих последующей частичной 
ЭД-алгебры. Тогда, очевидно, что каждая из указанных систем является 
минимальной системой образующих для / с т = U А Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Минимальное число образующих элементов %-алгеб­
ры конечного ранга из R-многообразия равно сумме соответствующих 
чисел для всех множителей любого из свободных разложений этой %-ал­
гебры. 

В самом деле, 

rangOA* . . . *«.4„)=rang(^1(J . . . |J Лп) - rang (Лх U ••• U A ) = 

— rang Л1 + . . . + rang Лп. 

Доказанное следствие является аналогом соответствующего следст­
вия теоремы Грушко из теории групп. Заметим, что аналог самой теоре­
мы Грушко в общем случае для ^-многообразий универсальных 3t-алгебр 
неверен. Противоречащие примеры особенно легко строятся для ^-мно­
гообразий, в которых всякая свободная 51-алгебра имеет единственную 
систему свободных образующих. К таким многообразиям относятся, на­
пример, ^-многообразия, в которых Qi=^0, a 2 есть система тождеств 
вида II), и многообразия 9t(Q, 2) , в которых 2 = 0 . Вопрос об описа­
нии /^-многообразий, в которых имеет место аналог теоремы Грушко, 
остается открытым. 
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§ 4. Алгоритмические проблемы BR-многообразиях универсальных алгебр 

В данном параграфе мы будем рассматривать лишь ^-многообразия 
91-алгебр с конечными системами Q и 2. 

Для конечно-определенных алгебр любого многообразия 9((£2, 2) 
естественным образом формулируются основные алгоритмические проб­
лемы. 

П р о б л е м а т о ж д е с т в а с л о в : указать алгоритм, позволяющий 
для любой конечно-определенной 91 -алгебры выяснять, эквивалентны 
или не эквивалентны в ней два произвольно заданных слова; или дока­
зать, что такого алгоритма не существует. 

Проблема в х о ж д е н и я : указать алгоритм, позволяющий для любых 
слов Р1у . . . , Рп, Q произвольной конечно-определенной 91-алгебры Л выяснять, 
входит или не входит элемент [Q] в 9(-подалгебру из Л, порожденную эле­
ментами \РХ\, . . . , [Рп]\ или доказать, что такого алгоритма не существует. 

П р о б л е м а и з о м о р ф и з м а : найти алгоритм, позволяющий 
выяснять, изоморфны или не изоморфны любые две ко'нечно-определен-
иые 91-алгебры; или доказать, что такого алгоритма не существует. 

Если при решении той или иной из проблем указывается соответст­
вующий алгоритм, то говорят, что эта проблема разрешима, если же 
доказывается, что требуемого алгоритма не существует, то говорят, что 
эта проблема не разрешима. 

Так как в /^-многообразиях 91 -алгебр имеет место теорема вложения, 
то по теореме Ивенса из [11] для конечно-определенных 9С-алгебр лю­
бого ^-многообразия разрешима проблема тождества слов. Алгоритм, 
решающий эту проблему, можно найти в [11]. 

Ниже аналогичные утверждения будут доказаны для проблем вхож­
дения и изоморфизма. 

Т е о р е м а 4. 1. Для конечно-определенных %-алгебр R-многообра-
зия 9((Q, 2) разрешима проблема вхождения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пуаь (В; S) — некоторое задание 9(-ал-
гебры конечным множеством образующих В и конечной системой опреде­
ляющих соотношений 5 и требуется установить, входит или нет элемент 
[Q] в подалгебру из (В; 5>, порожденную словами [Pi], ..., [Яп] . 
Сначала, пользуясь алгоритмом Ивенса, преобразуем задание (В; S), 
к замкнутому виду (A; S(A)) При этом слова Ри ..., Рп, Q перейдут 
соответственно в элементы аи ..., ап, а0 частичной 91-алгебры Л. При 
этом [Q] входит в 9(-алгебру, порожденную в (В; S) элементами 
[Pi], ..., [Рп], тогда и только тогда, когда в 9(-алгебре А элемент а пред­
ставляется словом в алфавите 

Ль -.., ап. (4Л) 

Однако из леммы 3.2 следует, что а0 выражается словом в алфавите 
(4.1) в 91-алгебре А тогда и только тогда, когда а0 выражается некото­
рым словом в алфавите (4.1) в частичной 9(-алгебре А, т. е. принадлежит 
частичной 9(-лодалгебре Л', порожденной в А элементами (4.1). 
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Для решения последнего вопроса можно предложить, например, сле­
дующий алгоритм. Будем находить частичные 31-подалгебры Bt в Л, со­
стоящие из элементов, представимых словами рангов г ^ г в алфавите 
(4.1), до тех пор, пока не получим частичную 9t-алгебру Bk, удовлетво­
ряющую условию: 

Bk = Bk+i = . • • = Bkm+\, (4.2) 

где т = тах{па}. Такое k найдется вследствие конечности Л. Легко видеть,. 
а 

что Bk = Л'. Допустим, что это не так. Тогда в А' найдутся элементы, не 
представимые словами рангов, не больших &, в алфавите (4Л). Из них выбе­
рем элемент Ь, представимый словом наименьшего ранга г. Итак, b£Br и 
b$Bt при i < r . Так как Ь(ЦВ0, то b0 = fa(Pu . . . , Я„а), где Я/—-слова 
рангов, меньших г. Из (4.2) и условий выбора элемента Ь0 следует, что зна­
чения слов Я/ содержатся в Bk, а потому они представлены словами рангов, 
не больших k. Отсюда следует, что b^Bkm+u что невозможно. Следова­
тельно, Bk = A', и нам остается выяснить, что выполняется: a0^Bk или 
aQ$Bk. 

Для решения проблемы изоморфизма введем ряд понятий. 
О п р е д е л е н и е 4.1. Элемент а частичной St-алгебры Л назовем 

ч и с т ы м , если он входит в соотношения из S(Л) лишь тривиально. 
О п р е д е л е н и е 4.2. Элемент а частичной St-алгебры А назовем 

у д а л и мым, если А является простым свободным расширением частич­
ной St-алгебры, полученной из А удалением элемента а со всеми соотно­
шениями, в которые входит а. 

О п р е д е л е н и е 4.3. Частичную 31 -алгебру Л0 назовем б а з о й ча­
стичной 31 -алгебры Л, если А есть свободное расширение Л0, а Л0 не яв­
ляется свободным расширением никакой своей собственной частичной 
31-подалгебры. При этом чистую частичную 3t-алгебру, являющуюся 
замыканием множества чистых элементов из Л0, назовем с в о б о д н о й 
ч а с т ь ю , а частичную 3t -подалгебру из остальных элементов — свя ­
з а н н о й ч а с т ь ю базы Л о. 

Т е о р е м а 4.2. Если система тождеств 2 удовлетворяет условию Я, 
то любые две базы всякой конечной частичной 31 -алгебры из 9tr(Q, 2) 
изоморфны, а их связанные части совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем следующий факт. Если Л — 
частичная 3(-алгебра и с\, с2 — ее удалимые элементы, то с2 является 
или удалимым или чистым элементом в частичной 3(-алгебре А', полу­
ченной из Л удалением элемента С\ со всеми соотношениями, содержа­
щими су. При этом, если с2 чист в А', то С\ будет чистым в частичной 
3t -алгебре А", полученной из А' удалением элемента с2 со всеми содер­
жащими его соотношениями. 

Пусть элементы си с2£А удалимы. Тогда можно считать, что 

Л = [Л'; fa(atl, . . . , щп) - сх\ и Л = [Л"; fo(ah, . . . , af^ - с2]. (4.3> 

Относительно 5(Л) возможны следующие 4 случая. 
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I. Не существует соотношения, в которое оба элемента Си с2 входи­
ли бы нетривиально. 

II. Всякое соотношение, в которое нетривиально входит один из эле­
ментов си с2, содержит нетривиально и другой элемент. 

III. Все соотношения, в которые нетривиально входит Си нетривиаль­
но содержат с2у но существует соотношение,,в которое с2 входит нетри­
виально, а С\ не входит совсем. 

IV. То же, что и в III, если поменять ролями си с2. 
В случае I элементы С\, с2 удалимы из А независимым образом, т. е. с2 

является удалимым в А'. В случае II элемент с2 — чистый в А'\ а элемент 
С\ —чистый в А". Рассмотрим случай III. Исходя из условия R3, не те­
ряя в общности, можно считать, что соотношением, указанным в усло­
вии III, является fp(a

jL> •••> аin ) = c2. Тогда по лемме 2.2 элемент с{ вхо­
дит в соотношение / a ( ^ i , ..., сцп )=с1 тождественно, что противоречит 
(4.3). Значит, случай III невозможен. То же относится и к симметрично­
му ему случаю IV. 

Из доказанного утверждения следует: если А — конечная частичная 
% -алгебра из 5tr(Q, 2) , а — ее удалимый элемент и Л0— любая ее база, 
то или а(М0, или а является чистым элементом в А0. Теперь индукцией 
по \А\ докажем утверждение теоремы 4.2. Для |Л | = 1 оно очевидно. 
Пусть [ А | > 1 и Л о, В0 — базы А. Тогда существуют цепочки простых сво­
бодных расширений 

А ^ А ^ . . . ^Ак^-<Ак = А, Б о Ч ^ - Ч . . . -<В /_1-<5 / = Л. 

Пусть Ak~i и Bi_х суть рассмотренные выше частичные 9t-алгебры А' и А" 
соответственно. Если сг = с2, то Ak—i = Bi^ly и утверждение теоремы верно 
по индуктивному предположению. При сх^=с2, как было показано выше, 
возможны случаи I и И. В случае I сх удалим в Д _ ь а с2— удалим в Ak-i. 
Удалив из В[-г элемент сх или из Ak-i элемент с2, получим частичную 
91-алгебру В. Если с2$А0 и Cx6-S0, то Л0, В0 являются базами £, а потому 
можно использовать индукцию. Если с2£А0, то по доказанному он является 
чистым в Л0. А так как в Ak-i он не является чистым (поскольку удалим), 
то найдется наибольший номер г такой, что элемент с2 является чистым 
в Ar-i и не является чистым в Аг. Пусть 

А г = \Ar-u /Y (atl, . . . , щп) = а]. 

Покажем, что с2 нетривиально входит в каждое соотношение из 5(ЛГ). 
в которое нетривиально входит а. Если это не так, то по лемме 2.1 суще­
ствует соотношение без с2, в которое нетривиально входит а. Тогда но 
условию R3 существует соотношение fv(ar,...,ar )=a, и по лемме 2.2 
можно считать, что 

Аг = [K-V fv(ari, • • • > а>гп)--=а], 

file:///Ar-u
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и с2 входит тривиально во все соотношения из S^ r ) \S ( ,4 r _ i ) . А так как 
с2 — чистый в Лг_1, то отсюда следует, что он чистый и в Лг, что противо­
речит условию. С другой стороны, элемент а входит во все соотношения, 
в которые нетривиально входит с2, ибо в противном случае для элементов с2 

и а в Аг выполнялся случай III или случай IV, что невозможно по доказан­
ному. Из всего сказанного следует, что элемент а является чистым в Лг_х, 
и А'г—1 отличается от Аг-г лишь обозначением одного чистого элемента. 
Отсюда видно, что, заменив в частичной 9(-алгебре А0 элемент с2 на а, мы 
получим частичную 91-алгебру Ло, которая является базой А, изоморфной Л0, 
причем связанные части у А0 и А'0 совпадают. Аналогично, если сх£В0, то 
мы построим для А базу Во, не содержащую съ изоморфную В0и имеющую 
связанную часть, совпадающую со связанной частью базы В0. Так как Л0, 
В0 не содержат элементов с19 с2у то они являются базами частичной 91 -алгебры Л, 
и утверждение теоремы будет следовать из индуктивного предположения. 
В случае III частичные ^-алгебры Л*_1 и B/_i будут отличаться лишь тем, 
что в Ak^i вместо чистого элемента с2 будет входить чистый элемент сг. Так 
как Л0 и В0 являются базами соответственно для Ak—i и В/_ ь то утвержде­
ние теоремы верно снова по индуктивному предположению. Этим теорема 
доказана. 

С л е д с т в и е 1. Пусть А и В — две конечные частичные %-алгебры 
из 9lr(Q, 2) и 2 удовлетворяет условию R. Тогда 91 -алгебры А и В из 
% (й, S) изоморфны в том и только в том случае, когда изоморфны базы 
Л0, Во соответственно частичных 9t -алгебр А и В. 

В самом деле, если Л0=Во, то А^В по следствию из теоремы 1.2. 
Обратно, пусть А^В и ф — изоморфизм Л на В. Обозначим через В' ко­
нечную частичную 9t -подалгебру в В, построенную из элементов частич­
ных 9t -подалгебр В и ср(Л). Ясно, что Л0 и В0 будут базами для В', а по­
тому Л0=В0 . 

С л е д с т в и е 2. Для конечно-определенных %-алгебр R-многооб-
разия разрешима проблема изоморфизма. 

Пусть мы имеем задания двух 91 -алгебр с помощью конечных систем 
образующих элементов и определяющих соотношений. Алгоритм, выяс­
няющий наличие изоморфизма между этими алгебрами, состоит в сле­
дующем. 

1. Приводим задания этих алгебр к замкнутому виду, пользуясь 
алгоритмом Ивенса. В итоге получим две конечные частичные 9t-алгеб­
ры Л, В, 

2. Находим базы Л0, В0 соответственно для Л и В. 
3. Устанавливаем, изоморфны или нет частичные 9i-алгебры Л0, В0, 

например, перебирая всевозможные взаимно однозначные отображения 
Л0 на В0. 

С л е д с т в и е 3. Группа автоморфизмов любой конечно-определенной 
%-алгебры из R-многообразия равна прямой сумме некоторой конечной 
группы и группы автоморфизмов свободной % -алгебры конечного ранга. 

3 Математический сборник, т. 85(127), № 3(7) 
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Пусть конечно-определенная 21 -алгебра является свободным замыка­
нием конечной частичной 9f-алгебры Л, А0 — база Л, A'Q, А"0—соответ­
ственно чистая и связанная части базы А0. Очевидно, что 91-алгебра А. 
разлагается в свободное произведение 

По теореме 4.2 связанная часть базы находится однозначно. Отсюда, учиты­
вая, что при автоморфизме А база частичной 9t-алгебры А переходит в базу,, 
имеем: 31-алгебры А'0, А0 инвариантны относительно любого автоморфизма 
91-алгебры Л, и, следовательно, группа автоморфизмов для Л является пря­
мой суммой групп автоморфизмов для 91-алгебр Л0 и Ло. Первая из них 
совпадает с конечной группой автоморфизмов конечной частичной % -алгебры 
Ло, а потому конечна. Так как 91-алгебра А0 свободна, то следствие доказано.. 

(Поступила в редакцию 24/111 1970 г. и 26/XI 1970 г.). * 
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