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А В Т О Н О М Н Ы Х О Т О Б Р А Ж Е Н И Й П Р И Р Е З О Н А Н С Е 

Пусть в г : м е р н о м евклидовом пространстве Rr з а д а н о г-мерное 
отображение класса С°° 

оо 

z* = P(z), P(z)=Qz+ £ FU)(z), (ОЛ) 

где Q — постоянная r X r - м а т р и ц а , FM(z)—r-мерные вектор-формы 
/-го порядка , имеющие неподвижную точку в начале координат . 

О т о б р а ж е н и е (0.1) определяет систему разностных уравнений 

z n + i = P(zn), (0.2) 

решениями которой являются последовательности 

Z, Zi = Z* = P(z), 2 2 , Zn = PW(z), ... 

Обозначим через Xs собственные числа матрицы Q. Критические случаи 
устойчивости, когда среди Xs имеется один корень, равный единице, 

Ф 
пара корней по модулю, равных единице (ехр ± к р , и р р а ц и о н а л ь н о ) , 

рассматривались в [1—5J. 
В настоящей работе отображение (0.1) рассматривается в предпо­

ложении, что среди Ks имеется т пар комплексно сопряженных корней 
ехр гЫф.;, / = 1 , т, связанных резонансным отношением. 

Обозначим через ZmaRm множество m-мерных целочисленных век­
торов и положим \k\ = \ki\-\-... + |&m|, k£Zm. Ч е р е з Z ™ c : Z m обозна­
чим множество векторов с неотрицательными компонентами. 

О п р е д е л е н и е 0.1. О т о б р а ж е н и е (0.1) о б л а д а е т внутренним 
резонансом g-ro порядка , если существует вектор & £ Z m , \k\=g, k3 

взаимно простые, такой, что 
т 

<k, Ф > = Z3fcj9j = 0 ( m o d 2 r t ) . (0.3) 
j= i 

В условиях отсутствия резонанса система (0.2) при произвольном т 
р а с с м а т р и в а л а с ь в [6, 7 ] , а при т = 2 в [ 8 ] . 

В настоящей работе строится н о р м а л ь н а я форма [9] о т о б р а ж е н и я 
(0.1) при наличии резонанса (0 .3) . С помощью нормальной формы ре­
шается з а д а ч а устойчивости д л я резонансов нечетного порядка . И з л о ­
жение ведется д л я случая г = 2т. Принцип сведения [10] позволяет 
распространить результаты на отображение с r > 2 m . 

Р я д методов исследования устойчивости в резонансных и нерезо­
нансных критических случаях о б с у ж д а л с я в [11 — 1 4 ] . 

Д л я системы дифференциальных уравнений подобная з а д а ч а рас­
с м а т р и в а л а с ь в [15] , где имеются ссылки и на другие работы. 
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Д л я гамильтоновых систем исследование устойчивости при резонан­
се проводилось в [ 1 6 — 2 0 ] . 

§ 1. Считая , что в (0.1) r = 2 m , с помощью неособого линейного 
преобразования приведем (0.1) к виду 

оо 

х*8 = ( ехр щ8)х8+ £ ХЫ{х, у), 

y=(exp-i<p8)y8+ Ц Yf(x,y), 
3=1^2 

где xs, ys — комплексно сопряженные переменные. П о л а г а я х? = 
=XPI . . . xVm, форму Х(р з апишем в виде 

Х 0 ) = 2] а(Р><йхРу<*, р, q£Z™. 
\p\ + \q\=3 

Н е ограничивая общности, м о ж н о считать, что в (0.3) &GZ™. 
Действительно , если k£Zm\Z™ и, например , & s < 0 , то, обозначая xs 

через ys, a ys через xs, получим отображение , д л я которого в (0.3) 
вместо к8у ф 8 будут участвовать —k8, —ц>8. П р о и з в о д я у к а з а н н ы е пере­
обозначения д л я всех s, при которых & s < 0 , получим отображение с 
резонансным вектором k£Z™. 

З а м е т и м , что все нижеследующее можно модифицировать и д л я 
случая & £ Z m , не прибегая к описанным выше переобозначениям. 

Н а р я д у с (1.1) рассмотрим отображение 
оо 

«; = ( е х р и р , ) и в + 2 Щ'Ци, v), {/</>= ^ u"t>*, 
i=i>2 1 />1+ |?1= / 

(1.2) 
оо 

у* = (ехр (— 1ф,)) vs + У Г</' (и, v), us-=vs, s = 1, . . . , т, 

в котором правые части, вообще говоря,— ф о р м а л ь н ы е ряды. 
Р а с с м а т р и в а я а№>& к а к параметры , выясним те ограничения на вы­

бор их значений, при которых существует нелинейное преобразование 

!=l>2 \p\ + \q\=j 
(1-3) 

Уз = vs + V ф</> (Ul v)y s = \ , . . . у ш, 

з виде по крайней мере формального ряда , переводящее (1.1) в (1 .2) . 
Д л я определения форм фО") имеем ( е ( ± ф 8 ) = ехр ( ± и р в ) ) : 

е ( Ф в ) ф</> (и, v) = ф</> (е ( ф 1 ) щ, . . . , е ( - Ф т ) i ; w ) + 

+ £/</> (ы, у) — Х</> (и, и) + Я/> (к, у), (1.4) 

где (и, v) — известная форма, если определены фМ, ф( / -о . 

Из (1.4) для определения искомых коэффициентов А^^) получим 

А^я) ехр {i(p — q — § s , ф >) = аи>.я) _ а ( Р , < 7 ) + , (j < 5) 

где / ^ - ^ — коэффициент формы F(J\ 8 8 — s-й орт в Z™, ф == (ф 1 э . . . , ф т ) . 
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О п р е д е л е н и е 1.1. П а р а векторов (р, q) и соответствующие 
им члены s-x уравнений в (1 .1) , (1.2) и (1.3) н а з ы в а ю т с я резонансны­
ми, если 

<р—9—б в , ф> = 0 ( т о с 1 2 я ) . , (1.6) 

Нетрудно видеть, что д л я любого о т о б р а ж е н и я (1.1) множество ре­
зонансных пар векторов (р, q) не пусто и p—q—8s£Zm. 

И з (1.5) следует, что если (р, q) — н е р е з о н а н с н а я пара векторов, то 
коэффициент А(Р> & однозначно определяется при любых значениях 
а ( р , q) — нерезонансных коэффициентов в (1 .2) . Если ж е (р, q)—ре­
зонансная пара , то д л я разрешимости (1.5) нужно потребовать , чтобы 

a(p,q) = = a(p,q) I f(P,q) 
S S ' S 

при этом резонансные коэффициенты в (1.2) могут быть в ы б р а н ы про­
извольно. 

Таким образом, справедлива 
Т е о р е м а 1.1. Каковы бы ни были нерезонансные коэффициенты 

в отображении (1.2), в нем можно так подобрать коэффициенты при 
резонансных членах, что найдется формальное преобразование (1.3), 
переводящее (1.1) в (1.2). 

Д л я получения нормальной ф о р м ы о т о б р а ж е н и я (1.1) достаточно 
положить в (1.2) все нерезонансные коэффициенты р а в н ы м и нулю. 

Выясним структуру нормальной формы. Соотношения (1.6) выпол­
няются тождественно по ф независимо от (0 .3) , если p = q-{-8s. Соот­
ветствующие резонансные члены, присутствующие в любом о т о б р а ж е ­
нии типа (1.1) , назовем членами тождественного резонанса . Эти члены 
в уравнении д л я и* в (1.2) имеют вид 

usr}\ h£Z™, r= (ги ..., rm), rs = usvs. 

Здесь и ниже rh = rhi... r h m . 
1 m 

И з соотношений (0.3) и (1.6) следует, что остальные резонансные 
члены — члены внутреннего резонанса — определяются в том ж е у р а в ­
нении условиями 

Pn—qn—6sn = %kn, n=l,...,m, (1.7) 
где %¥=0 целое, 6 s n — символ Кронекера . 

Анализ соотношения (1.7) с учетом условия &GZ™ показывает , что 
при наличии у о т о б р а ж е н и я (1.1) единственного резонанса g-ro поряд­
ка (0.3) его н о р м а л ь н а я форма может быть з а п и с а н а в виде 

И ; = (ехрир,К + иа J 2 С " ) Г Ч " 8 2 I " * 2 С & > Г А + 

/= [ / /2 ] |А/=/ / = g + l e = I 2lftl=/=eg+l 

2 2 v * h 2 w 
/ = g - l e = l 2 | f t |= / -eg+l 

где/iGZ™, 8 = | х | , ei = [ e 2 = [ " ^ " 1 ' [ • ] — Д е л а я часть 

числа, 2] о значает суммирование по всем векторам AGZ™ с \h\=j. 
\h\=j 

Относительно коэффициентов в последней группе с л а г а е м ы х предпола­
гается , что если ks=0, то С& = 0 при тех А, у которых hs — 0. (Комп­
лексно сопряженное уравнение д л я v* не выписываем. ) 
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В (1.8) первая группа нелинейных членов — члены тождественного 
резонанса, о б р а з у ю щ и е р я д из форм нечетного порядка . Вторая и 
третья группы — члены внутреннего резонанса , получающиеся из (1.7) 
при х>0 и х < 0 соответственно. 

Р а с с м о т р и м те уравнения из (1.8) , д л я которых & s > 0 . Обозначим 
через t и f наименьший порядок членов тождественного и внутреннего 
резонансов соответственно. Этот порядок д л я всех р а с с м а т р и в а е м ы х s 

один и тот ж е , причем t = 2 £ j-И, a f=g—l при l^g— 1 и / — / или 
/ + 1 при / > • § - + ! . 

Члены порядка п= min (t, f) будем н а з ы в а т ь м л а д ш и м и резонанс­
ными членами. П р и l^g—l в к а ж д о м s-м уравнении из (1.8) , где & s > 0 , 
имеется единственный член внутреннего резонанса порядка g— 1 (млад­
ший ч л е н ) . Он получается из (1.7) при у = — 1 и имеет в уравнении д л я 
и* вид Vk~68. 

В уравнениях, где ks = 0, наименьший порядок членов внутреннего 
резонанса р а в е н g + 1 . 

Таким образом, м о ж н о сделать вывод, что при l^g—2 внутренний 
резонанс порядка g влияет на решение задачи устойчивости только 
тогда, когда она не решается членами тождественного резонанса по­
рядка ^Zg—2. П р и l^g—1 имеем n = f^t и внутренний резонанс су­
щественно влияет на исследование устойчивости. 

Произвол в выборе резонансных коэффициентов в (1.3) определяет 
нормальную форму неоднозначно. Н о коэффициенты при младших ре­
зонансных членах будут одинаковыми во всех нормальных формах . 

М ы не з а т р а г и в а е м вопросов сходимости нормализующего преобра­
зования , изучавшихся в последнее время в [ 9 ] . З а м е т и м лишь, что в 
алгебраических случаях устойчивости, когда з а д а ч а решается конечным 
числом нелинейных членов, естественно ограничиться нормализацией 
отображения (1.1) до членов достаточно высокого порядка , используя 
отрезок ряда (1 .3) . Это позволяет использовать процесс нормализации 
при решении з а д а ч и устойчивости независимо от возможной расходи­
мости рядов (1 .3) . 

Р а с с м а т р и в а я з а д а ч у устойчивости в случае, когда ее решение су­
щественно зависит от внутреннего резонанса (0.3) , будем ниже считать, 
что в (1.1) м л а д ш и й порядок нелинейных членов l = g— 1, причем по­
рядок резонанса g = 2N+l нечетный. 

§ 2. Исследуем устойчивость в случае резонанса нечетного порядка . 
В предположениях , сделанных выше, ограничиваясь нормализацией 
о т о б р а ж е н и я (1.1) до членов 2N-ro порядка , будем иметь 

и* = ( ехр щ) us+ asvk~6s+О (||г||*+№), 
(2.1) 

vi = ( ехр ( - u p e ) ) i ; e + a e t t f t - e . + 0 ( | | r p + V 2 ) , 

где ф > Е = = 0 ( т о ( 1 2 я ) , \k\=2N+\, r={ru rm), rs = usvs. 
Считая a s ^ 0 (Vs ) , положим as = as+ibs, | a s | = d s , s i n v 8 = — a * ^ 1 , 

cos v s = W 7 1 (относительно случая , когда 3 a , s = 0 и, в частности, 3 £ s = 0, 
см. ниже замечание 2 .3) . Введем вспомогательные углы \ | ) s =v s —фя, 
2 Х т - м а т р и ц у 

\ d i cos i b i . . . d m cos i b m / 
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и миноры м а т р и ц ы Я 

As j — -dsdj s in ( ^ s — ds cos tys dj cos 

Д л я определенности значения v s подберем так , чтобы | i | ) s | ^ ^ . 
Отождествим углы if>s с точками единичной положительно ориенти­

рованной тригонометрической окружности и произведем разбиение всех 
о т о б р а ж е н и й (2.1) на непересекающиеся классы с помощью следующих 
условий. 

Л. Существует диаметр круга d такой, что все точки i|)s л е ж а т стро­
го по одну сторону от d (не с о в п а д а я с его к о н ц а м и ) . 

B. Существует такой диаметр d> что часть точек \|) s совпадает с кон­
цами д и а м е т р а , а остальные л е ж а т по одну сторону от d. 

C. Все точки i|)s р а с п о л о ж е н ы на концах некоторого д и а м е т р а d. 
D. Д л я любого д и а м е т р а d существуют точки \j)s, л е ж а щ и е по р а з ­

ные стороны от d. 
З а м е ч а н и е 2 .1 . В случаях В и С на обоих концах д и а м е т р а 

имеется хотя бы по одной точке \|) s (иначе это случай А). П р и т = \ 
имеем всегда случай Л, при т = 2 либо случай Л, либо С. 

Нетрудно видеть, что в случаях Л, В , С существует т а к а я н у м е р а ц и я 
переменных, что соответствующие им условия могут быть з а п и с а н ы в 
следующей ф о р м е : 

Л*: я | ) 1 ^ г | ) 2 < . . . ^ ^ < г | ) 1 + я ; 
В*: ( 3 / | 2 < / < C m ) ( ф 1 < ф 2 < . . . < * j < * j + i < • • • < * m = * i + n ) ; 
С*: (Яр1 1 < ^ р < т — 1 ) (-ф! = . . . = < ф р < г | ) р + 1 = . . . = ф ш = г р 1 + я ) . 
В д а л ь н е й ш е м будем считать эту нумерацию выполненной. 
Алгебраическую характеристику случая D дает 
Л е м м а 2.1. Для того чтобы отображение (2.1) принадлежало 

классу D, необходимо и достаточно, чтобы 
D*: ( 3 5 l , s 2 , 5 3 ) ( s ign A S l s 2 = s ign A S 2 s 3 = — s i g n A S l s 3 ) 

(доказательство дано в приложении). 
Д л я исследования устойчивости удобно перейти к переменным 

rs, Qs(us=yrsexp iQs — vs), в которых исследование сводится к изучению 
поведения переменных rs в отображении 

r* = rs+2dssm (ш-ф в)г^+0(| |г| |^+1), 
(2.2) 

m 
©• = ©+ S M . c o s (ш—ф»)/*/а-*.+0 (||г||^), 

S = l 

г д е © = <й,в>, 6 = ( 9 i , . . . , 8 m ) . 
О т б р а с ы в а я в (2.2) нелинейности О, получим модельное отобра­

жение 
m 

r* = r s + 2 < i s s i n (ю—ф*)/*/2, <о* = со+ Л k8d8 cos ( с о - ^ ) / ^ 2 " 6 * . (2.3) 
Ь s=i 

Р а с с м о т р и м теперь m-параметрическое семейство ф о р м 

m 
v= Л ysUsvs = <Y, г>, Y = ( Y I » •••> Ym), (2.4) 

s—1 
где ys — действительные п а р а м е т р ы , и вычислим первую разность A F 
в силу о т о б р а ж е н и я ( 2 . 3 ) : 

га 
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Если A V = 0, то V будем н а з ы в а т ь «первым интегралом». Р а з ы с к и ­
вая интегралы (2.4) д л я о т о б р а ж е н и я (2 .3) , получим, что п а р а м е т р ы ys 

д о л ж н ы удовлетворять системе уравнений 

# у = 0, (2.5) 

имеющей ненулевые решения , если m > R a n k # . В связи с этим отме­
тим, что R a n k # = l в случае С и подслучае Аи который характеризует ­
ся тем, что в условии Л* ^ 5 = ^ ! (Vs ) , в остальных случаях R a n k # = 2. 

Л е м м а 2.2. Модельные отображения классов С и D обладают 
m—j—l параметрическим семейством знакоопределенных «первых 
интегралов» (2.4) (j= R a n k Н, все параметры положительны). 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а достаточно убедиться , что при выполнении усло­
вий С и D система (2.5) допускает семейство строго положительных 
решений с нужным числом параметров . 

С л у ч а й D. R a n k # = 2. Учитывая лемму 2.1, общее решение си­
стемы (2.5) можно записать в виде 

m 

(2.6) 
га 

1 2 s = l 

где A S l s 2 , A s 2 s 3 , A S l s 3 удовлетворяют условию D*, ' означает , что при 
суммировании s¥=Sif s 2 , s 3 . И з (2.6) нетрудно видеть существование 
искомого семейства решений, если положить 

0 < Y s произвольны, S = T ^ S I , s 2 , s 3 , 
(2.7) 

m m 
Y s 3 > m a x { - Ass2A-l

s y„ - £ ' A ^ A ; ' y„ 0 } . 
s = l 2 3 s = l 3 

С л у ч а й С. R a n k # = l . Пусть д л я определенности s i n ^ i ^ O . 
Тогда , к а к следует из С*, 

( a s i , 5 2 . | 1 ^ 5 i ^ p , p+l^sz^m) ( s i n ^ S l s i n \ ( ) S 2 < 0 ) (2.8) 

и общее решение имеет вид 

ys=d7HdS2yS2- ± ysds+ £ Vjdi). (2.9) 

Искомое семейство строго положительных решений получим, если 

0 ' < Y s произвольны, 5 = ^ S i , s 2 , 
р m 

yS2>max{d-i( 2J Z Y ^ i ) , 0} . (2.10) 
8 = 1 , S#=S 2 j = p+l , S#=S 2 

Л е м м а д о к а з а н а . 
Как следует из общих результатов теории линейных уравнений 

[21, 2 2 ] , условия D* и (2.8) дают необходимые и достаточные условия 
существования строго положительных решений у (2.5) (достаточность 
фактически д о к а з а н а в лемме 2 .1) . Поэтому в случаях А к В знакоопре­
деленных интегралов (2.4) отображение (2.3) не имеет. Однако д л я 
случая В справедлива 

Л е м м а 2.3. Модельные отображения (2.3) класса В обладают 
р-параметрическим семейством знакопостоянных «первых интегралов» 
вида (2.4), где число р на единицу меньше числа точек if>s, расположен­
ных на концах диаметра d в условии В (В*). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в В* имеем 

i | 3 i = . = ф г , / < / , ф д = . . . = г | ? т = г |?1+я, <7>/ , (2.11) 

и число p = l-\-m—q. Так к а к R a n k # = 2, то общее решение системы 
(2.5) представимо в виде (2.6) , если считать l ^ S i ^ / , / < s 2 < g ^ 
^ s 3 ^ m . П р и этом A S l s 2 > 0 , A S 2 s 3 < Q , A S l s 3 = 0. 

П о л о ж и м теперь y s = 0, если A s s ^ O , у 8 > 0 , если A S S l = 0 ( s ^ S i ) , 

тогда всякое решение (2.6) будет положительным (не строго) . Число 
п а р а м е т р о в равно числу определителей A S S l = 0 ( s = ^ s i ) . Т а к к а к 
A s s 1 = d s d S l s i n ( i | ) s — X | P I ) , то это число определяется количеством равенств 
^ s = i | ) i , i|)s = if>i+:rt и равно р. При условии (2.11) семейство знакопо­
стоянных интегралов запишется в виде 

V=yiri+ . . . +yirL+yqrq+ ... +утгт, (2.12) 

где ySi определяется согласно (2 .6) . Л е м м а д о к а з а н а . 
Т е о р е м а 2.1. Задача устойчивости неподвижной точки (0.0) для 

отображений (2.1) классов В, С и D не решается младшими членами 
внутреннего резонанса. Необходимо привлекать к рассмотрению члены 
более высокого порядка (^2N-\-\). 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно в случаях С и / ) . Действительно , если V — 
знакоопределенная форма из л е м м ы 2.2, то ее первая разность в силу 
(2.2) имеет вид А У = 0 ( | | г | ] л г + 1 ) , что и д о к а з ы в а е т справедливость тео­
ремы в этих случаях . 

В случае В рассмотрим функцию Ф = . . • -\~г\-^ г Де V — 
форма (2.12) из леммы 2.3. Вычислим первую разность АФ д л я отобра­
ж е н и я 

r* = r e + 2 d e s i n ((D-tys)rW+Rs(r, 9 ) , 

где Rs = 0, 5 = / + 1 , . . . , q—l, и получим 

AO=yiRi+ . . . + Y z f l z + Y e # 9 + . . . + Y m / ? m + 2 £ rf3sin ( © - • ф , ) г * / 2 + в в + 
s = / + l 

+ 2 d * s i n 2 {<d-ys)rk. 

Отсюда следует, что выбором функции Rs ( s = l , q, m)% А Ф 
можно сделать равной нулю или знакоопределенной любого знака . Тео­
рема д о к а з а н а . 

И н а я ситуация в случае А. 
Т е о р е м а 2.2. Нулевая неподвижная точка отображения (2.1) 

класса А неустойчива вне зависимости от выбора членов порядка 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П о к а ж е м в н а ч а л е неустойчивость отобра­
ж е н и я (2 .3) . С этой целью установим существование у соответствую­
щей системы разностных уравнений решения вида 

r e n = YsTn, СОп = СОо, (2.13) 

где Y s > 0 , coo — некоторые постоянные, т о > 0 — произвольная по­
стоянная . 

И з (2.3) и (2.13) д л я определения ys и со0 получим 

2dssm(a-^s)ym~6s=l> s = l , . . . , m , (2.14) 
m 

F(<в)= £ f t s c t g ( © — ф , ) = 0 , (2.15) 



ОБ у с т о й ч и в о с т и Н Е П О Д В И Ж Н О Й т о ч к и 2137 

а для определения последовательности хп получим отображение 

Т * = Т + Т Я/2. (2.16) 

Из В* имеем lim F(co) = + оо, lim F(®)= — oo. Учитывая непре-

рывность F(®) в (г|э т, tyi+jt), можно у т в е р ж д а т ь , что (2.15) имеет ко* 
рень сооб (г^т, гр1+зх), причем sin (coo—грв) > 0 при всех s. Следовательно, 
(2.14) при о)==о)о имеет решение у^ > 0 . 

Неустойчивость траектории (2.13) следует из (2 .16) , т а к к а к при 
любом сколь угодно малом начальном значении то последовательность 
тп неограничена. 

Убедимся в неустойчивости полного о т о б р а ж е н и я (2 .2) . 
m 

Введем новые переменные р, z=(zu zm), rs=y°szsp, 2 ] Z s = l . 

Тогда (2.2) перейдет в о т о б р а ж е н и е 

Р * = Р + II / ^ / 2 p A T + 1 / 2 + 0 ( p J V + 1 ) ) 

т 
z*=zs+[Js-Zs £ / ; ] 2 > " - ' Ч 0 ( р " ) , (2.17) 

j = l 

in 

+ — Y.kjJ'. z h / 2 - 6 i p J V - V 2 + 0 ( p № ) , ( 0 * = ( 0 
2 ' ^ 

где 7 S = sin ((o—i|) s ) /sin (ooo—i|?e), J /

s ( 0 = d J s / d d ) . Д л я траекторий (2.13) 
1 

оудем иметь zSn—zSQ= , (o n = (o0. m 
Л и н е а р и з у я отображение (2.17) в окрестности zso, ©о, получим 

т 

Р * = р + х р ™ ( 1 + / ^ + — £ . . . ) -\-0 ( p f + 1 ) . 
j = i 

о,; = ш,+>ф^ - » / 2 ( -ш в +2 ' 4 + . . . ) + 0 ( р * ) , (2.18) 

т 

1* = 1 + ^ Р » - « 2 ( J], BjWj+ . . . ) + 0 ( р " ) , 
i= i 

где 

G ) S = Z S - Z S „ , g = ( O - C O 0 , / " = 2 ] / " , /">, = C t g ( ( D o - t s ) 
SCO SCO 

Д л я дальнейшего нам необходимо, чтобы с л а г а е м ы е 0(pN) в (2.18) 
о б л а д а л и свойством О (pN)Ws^-0 = O (р?) у где р > 0 — с к о л ь угодно 
велико, т. е. члены из 0(pN)y з а в и с я щ и е только от р, имели степень ^ р . 

Этого можно добиться с помощью преобразования вида 

2р-Л т +1 ~ 2p-N+l 
WS = WS+ £ I ^ P № , 1 = 1+ Е P m + « P № . 

1=1 1=1 
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Н е приводя подробных выкладок , отметим только, что д л я определе­
ния коэффициентов p s Z (s—l, ..., m + 1 ) получается а л г е б р а и ч е с к а я 
система линейных неоднородных уравнений с определителем 

т 

Ai= ( - £ - ) ' " ( / + 2 ) - i ( £ 2?SBS+ -L ( / + 2 ) ) . 
8 = 1 

т т 
Учитывая , что Ц S£sBs = m 2] c t g 2 (coo—\|)s), приходим к выводу, что 

8 = 1 S = l 
А ^ О (V/) и искомое преобразование существует. 

Нетрудно видеть, что у к а з а н н о е преобразование сохраняет струк­
туру системы (2.18) и не меняет коэффициентов у членов, явно выпи­
санных в (2 .18) . В связи с этим будем считать, что п р е о б р а з о в а н и е вы­
полнено, и в (2.18) нелинейности 0(pN) о б л а д а ю т требуемым свой­
ством. 

Р а с с м о т р и м функцию V=p с первой разностью 
т 

ДК = К РЛГ+1/2 ( 1 + / 0 Д + JL. £ kjWj + . . . ) + 0 . 
j = l 

Очевидно, что существует т а к а я окрестность траекторий (2.13) Ки в ко­
торой V • А 1 / > 0 . 

Введем функции W8 = w2

a—p^^9 s = l , m, Wm+i = l 2 - p 2 ^ , 

о п р е д е л я ю щ и е конус Kz = {max Wj<C0}. Если а достаточно велико, то 
KzczKi при p ^ p o ( p o = c o n s t ) . Вычислим AWj и, о б о з н а ч а я через AW°. 
значения AWj на участках поверхности конуса / ( 2 , с о д е р ж а щ и х с я в Ки 
оценим знаки AW0.. Эти участки описываются условиями Ws^О (j=^=s)y 

Wj = 0 ( / , 5 = 1 , m + 1 ) . 
Д л я любой точки этих участков при / ^ т + 1 имеем 

O J e = l l 8 p 1 + a ' ( S ¥ = / ) , К | = р 1 + С У , S = J A m + i P 1 + a , I ^ K l . 
П р и / = / 7 2 + 1 полагаем t^ s = (.i sp 1+ a, | g | = р 1 _ ь < Т , s = l , т. 

В итоге получим при О ( р ^ ) \ w - l = = 0 = O ( p P ) , p > a + N + - - ^ - , 

A W°. = 2 х ( - а - 2 ± £ ^ т + 1 ) р^+^+О ( р^+ 2<я- 2) ? 

(2.19) 
* т 

AW°m+=x(-N-2-2o± £ B j p j ) p i N r + 2 G + 3 / 2 + 0 ( p ^ + 2 a + 2 ) > 

j = i 

И з (2.19) следует, что при всех р ^ р о и достаточно большом a 

Д № ° < 0 , / = 1 , m + 1 . 

Н о тогда функция W= m a x Wj на поверхности конуса /Со о б л а д а е т 
3 

свойством AW<.0 при р < р 0 . 

Т а к и м образом, функции V и W удовлетворяют аналогу теоремы 
Ч е т а е в а о неустойчивости [14 ] . Теорема д о к а з а н а . 

Хотя теорема 2.1 в отличие от теоремы 2.2 не дает признаков устой­
чивости, тем не менее функции, использованные в этой теореме, позво­
л я ю т в случае С и D получить достаточные признаки устойчивости. Д л я 
этого произведем н о р м а л и з а ц и ю о т о б р а ж е н и я (2.1) до членов 2Л/"+1-го 
порядка включительно. В переменных rs, 0 S получим 
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г] = г 5 + 2ds sin ((0 - %) Гы 2 + rs 2 г" + О (Ц г || ), 
1р|=Л' 

(2.20) 

co* = (o + 2 ^ C O S ( ( ° - ^ R / L / 2 ~ 6 J ' + 2 ^ 2 ^ р ) г Р + 0 ( | 1 / - Г + 1 / 2 ) . 

Пусть m > R a n k # . Обозначим через Г множество решений системы 
(2.5) (ТФ0). Через Г+сгГ обозначим множество строго положитель­
ных решений. В случаях С и D Т+¥=0 и определяется соотношениями 
(2.9) , (2.10) в случае С, (2.6) , (2.7) в случае D. 

Вычислим первую разность семейства (2.4) в силу (2.20) при усло­
вии,, что убГ . Тогда получим 

AV= Z ^ ( у ) г 9 + 0 ( | | г | | ^ / 2 ) = [ д у ] ^ + 1 + 0 ( | | г | | ^ + з / 2 ) , 
| g | = j V + l 

m 
где 3?q ( Y ) = Ц ува ( Г б в ) » ^ 7 - 6 s 6 Z ^ . 

Пусть M — множество векторов у. Д Л Я которых форма [AVj iv+ i 
определенно отрицательна в конусе г ^ О . 

Используя аналоги классических теорем Л я п у н о в а , получим следую­
щий результат . 

Т е о р е м а 2.3. Пусть m> R a n k Я , МФ0. Отображение (2.20) 
(и (2.1)) асимптотически устойчиво в нуле, если 

1) т+(]Мф0, и неустойчиво, если 2) (Г\Т+)[)Мф0. 
В качестве примера применим полученные выше результаты к слу­

ч а ю резонанса третьего порядка при т — 2. Пусть соотношение (0.3) 
имеет вид 2ф1+ф 2Е==0 (mod 2 я ) . Соответствующее отображение вида 
(2.20) запишется следующим образом (для г * ) : 

г* = / ч + 2 й s i n ( с о - Ц н ) П У r2+ar\+$rtr2+0(\\r\\№), 

r* = r 2 + 2 d 2 s i n ( с о - г | ) 2 ) п у Т 2 + у п г 2 + 6 г \ +0(\\г\\М). 

(2.21) 

В большинстве случаев отображение (2.21) неустойчиво. Действи­
тельно, если ф г ^ г ^ + я , то выполняются условия Л и из теоремы 2.2 
следует неустойчивость независимо от членов порядка ^ 2 . 

Пусть < ф 2 = , ф 1 + л . П о теореме 2.1 необходимо привлекать к рассмот­
рению члены порядка ^ 2 . Применение теоремы 2.3 позволяет сформу­
л и р о в а т ь следующий результат . Если к в а д р а т и ч н а я форма ad2r2-\-
+ ( P ^ 2 + Y ^ i ) r i r 2 + 6 d i r | знакоопределенна в конусе г ^ 0 , то при а, б < 0 
о т о б р а ж е н и е (2.21) асимптотически устойчиво в нуле, а при а, б > 0 
неустойчиво. 

В заключение отметим, что при т = 1 наличие внутреннего резонан­
са означает , что отношение q>i/2n рационально , т. е. 

(Зй , q£Zl

+) (k\($i \ = 2nq), k, q в заимно простые. 

И з теоремы 2.2 следует неустойчивость нулевой неподвижной точки при 
k = l-\-\ нечетном (см. з амечание 2 .1) . Неустойчивость в этом случае 
можно т а к ж е д о к а з а т ь и с помощью функции Ч е т а е в а 

V-=yu\-\-yv\, v = IVI ехр £r|, T)&(\pi, \|H+JT), | у | = c o n s t . 

З а м е ч а н и е 2.3. В случае, когда в (2.1) Я а 8 = 0 (что, в частно­
сти, будет всегда, если а& я = 0 ) , у т в е р ж д е н и я теорем 2.1 , и 2.3 остаются 
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справедливыми. К л а с с и ф и к а ц и я отображений (2.1) на типы A—D со­
храняется и проводится только с помощью углов i |5 s , соответствующих 
коэффициентам as¥=0. Теорема 2.2, вообще говоря, у ж е не верна . 

§ 3. Д о к а ж е м лемму 2.1. Пусть A^ S l \ | ) S 2 \ [ ) S 3 —треугольник с у к а з а н ­
ными вершинами, (i|)j, гр&) — о т к р ы т а я дуга единичной окружности , 
соответствующая д в и ж е н и ю от к tyk в .положительном направлении , 

tyk) — длина этой дуги (так, что грь) = 2 л — \|?j)). 
Б у д е м говорить, что выполняется свойство Z)**, если среди всевоз­

м о ж н ы х А г р в ^ в а ^ з , образованных тройками точек имеется остро­
угольный. 

Л е м м а П 1 . D~Z)**. 
Д о к а з а т е л ь с т в о 1. D=^D**. З а ф и к с и р у е м среди i|)s произ­

вольно точку -ф в 1 и проведем через нее д и а м е т р d e i > В силу D по обе 
стороны от dSi имеется хотя бы по одной точке из г|?6-. Н а дуге 
(\|) S l, * ф в 1 + я ) выберем наиболее удаленную от i|?S l точку и обозначим ее 
через \ | ) S 2 . 

П р о в е д я диаметр dS2, получим дуги (ifS 2, г ^ + я ) и ( ф ^ + я , г | 3 в 2 ) , ко­
торые с о д е р ж а т хотя бы по одной точке из числа i|?s (в силу D ) , причем 
на дуге (\|)S2, i p s i + л ; ) cz (г|) 8 2, i | ) e 2 + J i ) точек г|)8 нет по построению. Следо­
вательно , они имеются на ( г ^ + я , i p S 2 + j x ) , и одну из них обозначим tyS3. 

Нетрудно убедиться , что построенный треугольник A \ | ) S l ^ s 2 ^ S 3 остро­
угольный и D** выполняется . 

2. D**=^D. Пусть A\|5S li|?s2i|?s3 остроугольный, тогда любой диаметр d 
пересекает хотя бы одну сторону треугольника , откуда следует D. Л е м ­
ма д о к а з а н а . 

К а ж д о м у A ^ S l ^ s 2 ^ s 3 поставим в соответствие однозначно опреде­

ленную упорядоченную тройку чисел sin (i|>S l, if>s2)> s in (^s2, tys3)> 

sin (i | ) S l , i | ) s 3 ) , с помощью которой составим схему з н а к о в : 

( s ign sin (грГ~ф7 2 ) , s ign sin (i|) S 2, г|> 8 з), s ign sin (г|?в1, г|)* 3)). 
Л е м м а П2 . Z ) * * ~ D*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о 1. Z)**=^Z)*. В остроугольном треугольнике 

A\|)Sli|)s2i|)s3 проведем диаметр dS2. Точки \|) S l , ^ s 3 р а с п о л о ж е н ы по р а з ­

ные стороны от dS2 и поэтому, либо 0 < (\|) S l, г|^ 2) < я и тогда 
Я < ( ^ 5 Р

 < ф 5 з ) < 2 я , либо j i < ( t | 3 S l , г | ^ 2 ) < 2 я и тогда 0 < ( i | ) S l , ф в з ) < л ; . 

П р о в е д я диаметр dSl и учитывая , что я|)8 2 и г|эвз л е ж а т по р а з н ы е сто­

роны от dSv получим, что если 0 < ( i | ) S l , i | ) S 2 ) 0 , то я < ( г | ^ 2 , I |) S i)<2JT, 

но тогда 0 < (\|) S 2, \ |) S 3) < я . Аналогично, если жС'Офвр i t>s 2) < 2 я , то 

я < ( ф 8 9 , г |5 5 я ) < 2 я . 

Таким образом, в обоих случаях схема знаков совпадает с D*. 
2. D*=^D**. П р е д п о л о ж е н и е о том. что треугольник тупой, дает схе­

му знаков , отличную от D* (проверяется непосредственно) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.1 теперь осуществляется легко. И з экви-

валентностей D~D** и Z > * ~ D * следует D~D*. 
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