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В статье описываются линейные грУппь| степени 4 над телом кватернионов, 
содержащие специальную унитарную группу над подполем этого тела, ассо­
циированную с невырожденной косоэрмитовой формой, индекс Витта которой 
равен 1. 

§1. Обозначения и формулировка основной теоремы 

Изучение подгруппового строения линейных групп занимает одно из цен­
тральных мест в теории линейных групп. Весьма плодотворным методом 
такого изучения является описание линейных групп, содержащих фиксиро­
ванную линейную группу. Особенно важным является случай, когда послед­
няя состоит только из полупростых или только из унипотентных элементов. 
Результаты, относящиеся к этим двум, тесно связанным между собой напра­
влениям, составляют содержание большого раздела теории линейных групп. 
Наиболее полный обзор работ, посвященных этой теме и дающий хорошее 
представление о ее современном состоянии сделан Н. А. Вавиловым [1]. На­
чиная с пионерской работы 3. И. Боревича [2], в трудах как самого 3. И. Бо-
ревича, так и Н. А. Вавилова, Е. В. Дыбковой и других разработана глубокая 
и разветвленная теория линейных групп, содержащих подгруппу диагональ­
ных матриц. Значительно меньше известно о линейных группах, содержащих 
подгруппу унипотентных элементов. Среди работ по этой тематике выделя­
ется цикл статей Ф. Тиммесфельда [3-5] о группах, содержащих подгруппы, 
определяемые абстрактным образом с помощью аксиоматизации некоторых 
свойств групп унипотентных матриц. В настоящей статье также идет речь о 
линейных группах, содержащих подгруппу унипотентных элементов. Пусть 
К — поле, к — подполе поля К, г — натуральное число. Известно, что свой­
ства матричных групп над полем К (в частности, классических групп) в 

Ключевые слова: полная линейная группа (general linear group), унитарная грУппа (unitary 
group), кватернионы. 
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значительной мере зависят от содержащихся в этих группах квадратичных 
унипотентных А--подгрупп вычета г, т.е. подгрупп, сопряженных с группой 
всех матриц 

d i a g ( (o i )"-"(o I ) ' 1 ' - - 1 ) ' aek-
. ' ' 

г раз 
Тем не менее описание линейных групп, содержащих квадратичную унипо­
тентную /г-подгруппу получено (в случае произвольного к) лишь для г = 1[6]. 
Попытки классифицировать линейные группы, содержащие квадратичную 
унипотентную /г-подгруппу вычета г ^ 2 при произвольном (не обязательно 
конечном) поле к, сталкиваются со значительными трудностями, связанны­
ми с необходимостью рассмотрения линейных групп над некоммутативными 
телами. Так, начатое в [7, 8] изучение линейных групп, содержащих ква­
дратичную унипотентную /г-подгруппу вычета 2, привело к необходимости 
исследования линейных групп над телами кватернионов (более точно, линей­
ных групп, содержащих квадратичную унипотентную fc-подгруппу вычета 1, 
где к — подполе центра соответствующего тела кватернионов). Это исследо­
вание начато в [9, 10; 11]. В [10] описаны линейные группы степени п ^ 3 
(га ф 4) над телом кватернионов, содержащие специальную унитарную группу 
над некоторым подполем этого тела. В [11] получено частичное решение это­
го вопроса для групп степени 4, требующих особого подхода. В настоящей 
статье, являющейся продолжением работ [10, 11], описываются линейные 
группы степени 4 над телом кватернионов, содержащие специальную уни­
тарную группу над подполем этого тела, ассоциированную с косоэрмитовой 
формой, индекс Витта которой равен 1. Полученный результат, как видно 
из дальнейшего, значительно отличается от результатов [10, 11]. Причины 
и характер такого различия будут выяснены в следующей статье. Прежде 
чем привести основную теорему, введем ряд обозначений и понятий, кото­
рые в большинстве своем являются стандартными, а частично вводятся для 
избежания громоздкости при формулировке основных результатов статьи. 

Пусть D — тело (все тела в настоящей статье предполагаются ассоциа­
тивными), D* — мультипликативная группа тела D, Е — правый свободный 
унитарный D-модуль размерности 4, Е* — сопряженный к Е модуль (левый 
над D). Обозначим через D4 правый D-модуль, состоящий из всех наборов 
(аьаг, аз, ач) (а,- £ D) с обычными покомпонентными операциями сложе­
ния и умножения на скаляр. Если L — тело, L D D, то обозначим через 
E(L) правый L-модуль, полученный из Е расширением тела D до L, т.е. 
£(L) = E ®D L. Под специальной линейной группой SL^JD) = SL(Z?) модуля 
Е понимается подгруппа полной линейной группы GL4(D) = GL(£') это­
го модуля, порожденная всеми трансвекциями модуля Е, т.е. £>-линейными 
преобразованиями д : Е -» Е : х -> х + tip(x), где t G Е \ {0}, <р G Е* \ {0}, 
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<p(i) = 0. Каждое такое преобразование д обозначается g(t,<p). Если а £ D* и 
9 = g(t, <р), то да = g(ta, <р) - g(t, а<р). Если Р С D, то #(Р) = {#а | а 6 Р}. Если 
Р — подгруппа аддитивной группы тела D, то д(Р) ^ SL4(£>), и если, кроме 
того, Р изоморфна аддитивной группе подтела Q тела D, то #(Р) называ­
ется корневой Q-подгруппой. Если X С GL4(D), то Т"(Х) — множество всех 
трансвекций, содержащихся в X. Обозначим через Inv(£>) (соответственно 
через Invi,(£))) множество всех инволюций тела D (соответственно множе­
ство всех инволюций 1-го рода г'-го типа тела D, г — 1,2). Иными слова­
ми, Invii(£)) — это множество всех инволюций тела D, имеющих 1-й род 
и, ортогональный тип, a Invi|2 — это множество всех инволюций тела D, 
имеющих 1-й род и симплектический тип. Предположим, что lnv(D) ф 0, 
и пусть о- е Inv(D). Обозначим через 5д(<т) (5д(<т)) множество всех <т-
симметричных (<х-кососимметричных) элементов из D. Совокупность всех 
невырожденных о--косоэрмитовых форм, определенных на Е, обозначим че­
рез Fsd(P, <т). Пусть Ф G Fsd(E,<r). Если L — тело, содержащее D и имеющее 
инволюцию 7г, продолжающую а, то ж — косоэрмитова форма на Ещ, по­
лученная из Ф расширением D до L, обозначается Ф(ь,тг). Если из контекста 
ясно, о какой инволюции идет речь, или же эта инволюция для нас несуще­
ственна, то последняя форма обозначается просто как Ф(ь)- Обозначим через 
Ist(£7, Ф) множество всех элементов из Е, изотропных относительно Ф. Если 
V — подмодуль модуля Е, то через V0 обозначается ортогональное допол­
нение к V относительно Ф. Пусть индекс Витта формы Ф отличен от нуля, 
т.е. Ы(Е,Ф) ф 0. Каноническим базисом модуля Е называется любой базис 
еь ег, ез, е4 этого модуля такой, что ei,e2 € Ist(P, Ф), Ф(е1,е2) = 1,е3,е4 — 
ортогональный базис подмодуля (ei,e2)°. Совокупность всех канонических 
базисов модуля Е относительно Ф обозначается Вс(Е, Ф). Обозначим через 
T4{D, Ф, <т) = T4(D, Ф) = Т(Е, Ф, а) = Т(Е, Ф) нормальный делитель унитарной 
группы (У4(Д Ф,о-) — U*(D, Ф) = 11(Е,Ф,а) — и(Е,Ф), порожденный всеми 
трансвекциями, содержащимися в {/4(Д Ф, с)- Такие трансвекций называются 
унитарными. Каждая унитарная трансвекция из группы f/4(D, Ф,<т) является 
линейным преобразованием вида Е -»• Е : х -> х + t№(t,x), где t £ Ist(P, Ф), 
A £ SQ(<T). Последнее преобразование обозначается через т$ х' или же, если 
понятно о какой форме идет речь, просто через г(Л. При этом считается, что 
П - П,ь 

Пусть F — поле характеристики, отличной от 2. Обозначим через Sfq(P) 
совокупность всех тел кватернионов над F. Пусть D £ Sfq(P). Обозначим 
через D+ множество всех чистых кватернионов из D, т.е. элементов a £ D\F 
таких, что а2 £ F. Стандартная пара, порождающая D как Р-алгебру — это 
элементы и, v £ D+ такие, что uv = —vu. Множество всех стандартных пар, 
порождающих D как Р-алгебру, обозначается Ps(D,F). Если (u,v) £ Ps(£>, P), 
то элементы l,u,v,w = uv образуют базис Р-модуля D, который называется 
стандартным. Зафиксировав в D какой-нибудь стандартный базис {l,u,v,w}, 
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определим на F-модуле D квадратичную форму п следующим образом: если 
а — x0 + xiu + X2V + x3w G D(xi G F), то п(а) = х\-х\и2 -x\v2 -x\w2. Хорошо 
известно, что п — невырожденная квадратичная форма, ограничение которой 
на D+ определяется однозначно с точностью до эквивалентности. Если D0 — 
подмодуль модуля D, то ортогональное дополнение к D0 в D относительно 
п обозначается Д}-. 

Пусть теперь А G Sfq(fci), где char ki ф 2, и существует подполе к С к\ такое, 
что [кг : к] — 2. Предположим, что А содержит подполе К <£. к\, являющееся 
квадратичным расширением поля к. Обозначим через К\ содержащийся в 
А композит полей к\ и А'. Пусть J G Inv1|2(^). Тогда J\K\ — автоморфизм 
поля К\ такой, что J\k\ — id^, J\K ф id#. Обозначим через а автоморфизм 
поля A'i такой, что а\кх ф id^, a\K — \&к- Поле К\ является расширением 
Галуа степени 4 поля к, и группа Галуа этого расширения над к состоит 
из автоморфизмов id/r,, J, <х, J a = a J. Положим Г = {££J | £ G К*}. Легко 
видеть, что смежный класс по подгруппе Г нормы Nkl/k дискриминанта од­
номерного fci-подпространства, содержащегося в А+ П(Л+ ПА')1, не зависит 
от выбора этого одномерного подпространства. Этим обстоятельством моти­
вируется введение следующего понятия, относящегося к ситуации данного 
абзаца. 

Определение. Форма Ф G Fsd(A4,J) называется Т'о-формой, если ее индекс 
Витта отличен от 0, а дискриминант равен смежному классу по подгруппе Г 
нормы дискриминанта одномерного подпространства, содержащегося в А+ П 
(Л+ПА)1 . 

Следующее утверждение указывает некоторый стандартный вид Т0-формы. 

Лемма 1. Если Ф — Vo-форма, то можно выбрать базис {е, | 1 ^ г ^ 4} G 
Вс(А'4,Ф), элемент в G S^ (а) и пару (и, и) G Ps(.A,fci) так, что К = к {и), и Ф 
имеет относительно базиса {е* | 1 ^ г ^ 4} матрицу 

d i a s ( ( _ 0 l I) ,2u0{{v2)°-v2)-\ -2ив{{у*У -v*)-lv-2{v-2)° 

Доказательство. Зафиксируем базис {/,• | 1 ^ г ^ 4} G Вс(А4,Ф) и элемент 
v G A+ П (А+ ПА')1. Для некоторого 80 G А* имеем 

-Ф(/4Ф(/з,/з)<5о!/4Ф(/з)/з)5о)Ф(/з,/з)-1 = v2{v2y. 

Если ei = / i , e2 = /2, е3 = /4Ф(/з,/з)«5о, е4 = /з, то {е,- | 1 ̂  i <$ 4} G Вс(А4,Ф). 
Возьмем какие-нибудь элементы и G S^{J), во G S^ (cr). Для некоторого 
г' G к* имеем Ф(е3,ез) = г'и, и значит, 2u90((v2)a - v2)~l = r'ru, где г G к*. 
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Положим в = г~1в0. Тогда в G S^{er), Ф(е3,е3) = 2ив{{у2)° - v2)~\ Ф(е4,е4) = 
-Ф(е3,е3)«-2(г;~2)<т. Лемма доказана. • 

Выясним теперь строение тела А в случае, когда индекс Витта Т^-формы 
Ф равен 2. 

Лемма 2. Пусть форма Ф G Fsd(A'4, J) является Vo-формой. Индекс Витта 
формы Ф равен 2 тогда и только тогда, когда А = А0 ® кх, где А0 G Sfq(ft). 

Доказательство. Пару (u,v) G Ps(A,ki) выберем так, что к (и) = К. Из дока­
зательства леммы 1 вытекает существование в пространстве А'4 = Е базиса 
{е; | 1 ̂ Л ^ 4} G Вс(Е,Ф) такого, что Ф(е3,е3) = -Ф(е4,е4)и2(и2)'7. Пусть ин­
декс Витта формы Ф равен 2. Это означает, что для некоторого £ G К* вектор 
е3 + е4£ изотропен и, следовательно, ££J = v2(v2)°. Если vi = (l+^~1(v2)l7)v, то 
v2 G к, откуда А0 = K+Kvi G Sfq(Ar) и, значит, А = A0®h. Обратно предполо­
жим, что А = Ао&кг, где А0 G Sfq(Ar). Тогда найдется v0 £ А такое, что v2, G к* 
и v0u = -uv0. Запишем v = £v0, где £ G К\. Так как е3 + e^fvl G Ы(Е,Ф), 
то индекс Витта формы Ф равен 2. Лемма доказана. • 

Учитывая лемму 2, форму Ф е Fsd(K4,J) назовем Т'-формой, если она 
является 'Ро-формой и ее индекс Витта равен 1. Как следует из лем­
мы 2, если Ф — Р-форма, то А не представляется в виде А0 ® к\, где 
AQ e Sfq(&). Если на пространстве К4 = Е определена 'Р-форма Ф, то со­
вокупность (A, ki,k, К, Е,Ф) назовем объединенной системой (о. системой). 
Если (А,к\,к,К,Е,Ф) — о. система, то из леммы 1 следует существова­
ние элементов в G S^((r), и G S^(J), пары (u,v) G Ps(A,kx) и базиса 
{в{ | 1 ^ г ^ 4} G Вс(Е, Ф) таких, что матрица формы Ф относительно ба­
зиса {е,- | 1 ^ г ̂  4} равна 

diag ((^ l \ 2u6{{v2)a - v2)-\ -2u0((v2)" - v2)~l v~2 {у~2у 

Совокупность (в,u,v, ei,e2,e3,e4) назовем в этом случае объединенным бази­
сом (о. базисом) о. системы (А, кх,к, К, Е, Ф). 

Если (А,к\,к,К,Е,Ф) — о. система и (в,и,v,ei,e2,e3,e4) — ее о. ба­
зис, то ei + е2ив + e3v + e4(v2)v £ ЬЦ-Е^Ф^,./))- В этом случае через 
У(А,в,и,у,е1,е2,ез,е4,Ф) обозначим подгруппу группы Т^ДФ^) , </), поро­
жденную группой Т4(К, Ф) и трансвекцией Tei^e2ue+e3V+e^V2yv. Как будет по­
казано в следующем параграфе, У {А, в, и, v, е\, ег, е3, е4, Ф) — собственная под­
группа ГруППЫ T4{A,${A),J). 

Если 2Г — множество, то через \Z\ обозначается мощность множества Z. 
После всех этих приготовлений можно сформулировать основной резуль­

тат статьи. 
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Теорема. Пусть F — поле, charF ф 2, D G Sfq(F), К С D — поле, имеющее 
инволютивный автоморфизм J', Ко — поле инвариантов автоморфизма </', 
Ф G Fsd(A4, J'), J e lnvit2(D), к = К0Г\ F. Предположим, что индекс Витта 
формы Ф равен 1, D алгебраично над к и \к\ > 5. Если Т^{К, Ф) ^ X ^ GL4(£>), 
fno X содержит нормальную подгруппу G, для которой выполняется одно из 
следующих утверждений: 

1) G = SL4(L) UMUG = T4(L, Ф{Ь)), где L - тело, К С L С D; 
2) [А' : fc] = 2, J ' = J | A, G изоморфна спинорной группе Spinm(P, / ) , где Р — 

поле, к С Р С F, / — невырожденная квадратичная форма от т переменных 
над полем Р, индекс Витта которой равен 2, т = 7 или т — 8; 

3) [А : fc] = 2, J ' = J| А', существуют поля Р0, Р С F, mew L C D такие, что 
kCP0C Р, [Р : Ро] = 2, L G Sfq(P), и если Q = К(Р0), то (L, P, P0, Q, Q\ Ф(д)) 
— о. система, uG = Y(L,S, Ф(<э)) для некоторого о. базиса S этой о. системы. 

Отметим, что при доказательстве этой теоремы существенным образом 
используются результаты автора о линейных группах над коммутативными 
телами. Ряда краткости мы не приводим здесь соответствующих формули­
ровок, содержащихся в работах [6, 12]. 

§2. Группы Y (A, S, Ф) 

Пусть кх — поле, charfci ф 2. Предположим, что к\ содержит подполе к 
такое, что [к\ : к] — 2. Пусть А € Sfq(^i). Предположим, что А содержит поле 
К <jt k\, являющееся квадратичным расширением поля к, а также, что А не 
представляется в виде Ло ® к\, где Ао G Sfq(&). Пусть Е = К4, J G Inv1]2(;4), 
Ф е Fsd(£,J), {ег- | 1 ^ г ^ 4} G Вс(Я,Ф). Положим Ф(е,-,е,-) = а,- = 2v,-
(i = 3,4, а, G А'). Пусть а — автоморфизм поля Kki — К\ такой, что 
а\к\ ф id, а\К = id. Через Н обозначим группу Т4(А,Ф). Предположим, 
что совокупность (А,к\,к,К,Е,Ф) = V является о. системой, для которой 
(в, и, v,ei,e2,e3,e4) = 5 является о. базисом. Буквой р будем обозначать эле­
мент (v2)a-v2 поля к\. В данном параграфе тело А и форма Ф предполагаются 
фиксированными. Поэтому если So — некоторый о. базис о. системы V, то 
для обозначения группы Y(A, 5о,Ф) будем писать просто У(,5'о). Обозначим 
через R(S) множество всех векторов J2t=i e»'^' e ^Ч^(А), ®(A,J)) таких, что 

\i\fek (г = 1,2), (2.1) 
А.-А/ G А + Kiv (i = 1,2, j = 3,4), (2.2) 
АзА̂  G A + Axv, (2.3) 

AiA^ + а3А^Аз G A + Kxv, (2.4) 

A,A3v2 - \i\{ G A'i + (feu + fc0)t>, 
, , , (* = 1,2). (2.5) 

A,A^2 + A,Â  G Ki + k(u0)v v ' 

file:///i/fek
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Предложение 1. Всякий элемент из группы Y(S) отображает любой вектор, 
принадлежащий множеству R(S) на вектор, содержащийся в том же мно­
жестве R(S). 

Из предложения 1 вытекает 

Следствие. У (5) ф Т4(А, ФМ), -/)• 

Доказательство следствия. Очевидно, е2 Е R{S), но ге1(в(еа) = е\в + е2 ^ /?(,{?) 
(для е\в + е2 не выполняется включение (2.4)). Поэтому re, 0 E Т4(Л, Ф(л), •/) \ 
У(5). . 

Доказательство предложения 1 содержится в леммах 3-13. Обозначим че­
рез S ПРОИЗВОЛЬНЫЙ ВеКТОр ИЗ •Е'(Л), И ПуСТЬ S — YA-\ ei^i (^i £ "<4)> «̂' — Xi + Viv, 
XiXj = ciij + bijv, где Xi,yi,a,ij,bij e K\. В этих обозначениях включение 
s 6 Ы(£'(Л),Ф(Л_j)) равносильно равенствам 

х{х2 - xJ
2xx + х^х3а3 + х\х4а4 = -v2(yJ

xy2 - у{у\ + y3yi аз + Улу{а4), 
(2.6) 

х{у2 - ^2 J/1 + Жз2/заз + х{у4а4 = 0, (2.7) 

а включения (2.5) равносильны равенству 6,-4 = (&i3v2)Jcr, г = 1,2. 

Лемма 3. Если s G R(S) и /« G А*, причем /t/<J € A;, mo s/« £ Л(5). 

Доказательство этой леммы осуществляется непосредственной проверкой, 
которая здесь опускается. • 

Лемма 4. Если s £ R(S), то 

XlXJ
2+X2Xiek, (2.8) 

AiA2
7 + a4A4A4

f GK + KiV, (2.9) 
AiA î;2 - a3X3X{ 6 Kt + (ku + kff)v, (2.10) 
AiA^w2 + a3A3A^ £ Kx + k{u9)v, (2.11) 

A3A^ + v-2{v~2yX4Xi € k, (2.12) 

AiA^ - 2uep-
2(vi)°\3\i - 2ивр-2(у-'2уХ4Х{ € к(ив) + Kxv. (2.13) 

Доказательство. Применив к обеим частям включения (2.4) инволюцию J и 
сложив полученное включение с (2.4), получим (2.8). Докажем (2.9)-(2.13). 

Предположим, что Ai = 0. Если, кроме того, А3 = 0, то А4 = 0 и (2.9)-
(2.13) очевидно выполняются. Предположим, что Ai = 0, А3 Ф 0. Согласно 
(2.4) и лемме 3, sX^x € R{S). Из выполнения включений (2.9)-(2.13) для 



О ПОДГРУППАХ ПОЛНОЙ ЛИНЕЙНОЙ ГРУППЫ СТЕПЕНИ 4 25 

sAg : следует справедливость этих включений для s. Поэтому можно считать 
А3 = 1. Из (2.7) следует тогда, что х4 = 0 или у4 = 0. Если х4 = 0, то, согласно 
(2.6), К + Ky4v £ Sfq(fc), что противоречит предположению о строении А. 
Следовательно, у4 = 0, и тогда е3 + е4х4 £ Ist(i?, Ф), что по лемме 2 вновь 
противоречит тому же предположению. Тем самым случай Аг = 0 разобран, 
и можно считать, что Ai = 1. 

Докажем (2.9). Учитывая (2.2) при г = 1, j = 4, видим, что для этого 
достаточно установить выполнение включения х3

2 — a4y4y{v2 £ К. Согласно 
(2.4) и (2.2), при г = 1, j = 3 имеем -х$ + a3y3y^v2 € К. Из (2.6) следует 
тогда, что X2-\-aAyAylv2 £ К. Применив к обеим частям последнего включения 
инволюцию J, получаем (2.9). 

Докажем (2.10), (2.11). Это равносильно доказательству равенства с*з&з4 = 
(ЬЦУ2)-1". Из равенства (2.7) у2 = -х^у3а3 - х\у4а4. Согласно (2.2), х-д = х3, 
х% = х4. Кроме того, а4 = -a3v~2(v~2y и у4 = (y3v2)Ja', что доказывает 
требуемое равенство. 

Докажем (2.12). Вычитая из (2.4) включение (2.9), получаем 

АзА^ + v-2{v-2)aXAXi £ (К + Kiv) f)k1 = k. 

Докажем (2.13). Нужно показать, что 

х{ - 2ud{v2)ap~2{x3x{ - y3yJ
3v2) - 2u0{v-2Yp-2{xAxl - y4y{v2) £ Цив). 

Поскольку j/4 = (y3V2)Ja, то 

2ив{у2Ур-2узУз'у2 +2ue(v-2)(7p-2yAyJ
4v2 £ k{u9), 

так как левая часть последнего включения является Jcr-симметричным эле­
ментом из А'ь Остается убедиться в том, что 

х{ - 2ue{v2)ap-2x3x{ - 2ив{у-2)"р-2х4х{ £ к(ив). 

Согласно (2.8), х2 = с- \{х3
2 — ж2) для некоторого с £ к. Из (2.6) следует, что 

xJ = с+ -{х3х3а3 + х4х(а4 + v2y3yJa3 + v2y4y{a4). 

Вновь используя равенство у4 = {y3v2)Ja, получаем 

v2y3yia3 + v2y4yJ
4a4 £ к(ив), 

и остается показать, что 

xsxip'1 - x4xJ
4p-lv-2{v~2y - 2{v2)°p-2x3xJ

3 - 2{v-2)ap-2x4xJ
A £ к(ив). 

Левая часть последнего включения равна 

-x3xJ
3(v2 + (У2У)Р~2 -x4xJ

4((v2y + v2)p-2v-2(v-2y, 

что, очевидно, содержится в к, поскольку х3, х4 £ К. Лемма доказана. • 
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Лемма 5. Если ец = е ь e2i = e2, e3i = е4, e4i = г;~4(г;~4)0'ез, Vi = (v2)"v, ei2 = 
-e2i/3, e22 = -t\v%x, e32 = e3, e42 = e4i/J2u2^2, в2 = v\u~2в~2в, v2 = -u^l9~lv, 
то совокупности Si = (9,u,vi,en,e2i,e3Ue4i), S2 = {02,u,v2,ei2,e22,e32,eA2) 
являются о. базисами о. системы V и R(Si) = R(S), г = 1,2. 

Доказательство. Если ап = Ф(ец,ец) (i = 3,4), то а31 = -a41v2(«2)CT, 
«31 {{v\)a - г>2) = 2ив и, значит, S\ — о. базис о. системы V. Пусть s e R(S). 
Положим s = Efcie«iA,i (A,i € -4). Тогда An = Аь А2Х = А2, A3i = A4, 
A4i = X3v4(v4y и \п\Ъ ek (i = 1,2), AiiA/i e A' + A-^x (i = 1,2, j = 3,4), 
АэгА^ £ К + Kivi, АцА21 + а^А^Аз! € К + K\vi. Остается проверить, что 

AiiA^v2 - A,-iA^ 6 Кх + (ku + k0)Vl, 
AnA^w2 + AnA^ e A'i + k{u6)vi, 

Положим 

AnAj! = Cij + dijV\, Ал = ХЦ + уны (су,rfy,хц,уц G A'I). 

Нужно показать, что </8i = (di3v2)Ja. Так как 

x\\ = x\, Уп = y\{v~2Y, 

X2\ = X2, У21=У2(У~2У, 

Ж41 = V4(v4)<7X3, y4i = y3V4{v2)a, 

x3\ = xA, I/si = yA (v~2)a, 

то 
dis = (-*ii/4 + г/1ж4)(«-2)<7 = М » - 2 ) * . 
dM = « V r & i 3 . 

Следовательно, 

(buv\)J° = (bu(v-2y(v4yv2)J° = ( ^ У И * * 2 = d14, 

что и требовалось. Аналогично проверяется равенство d2A = (d23v2)Ja, чем и 
заканчивается доказательство включения R(S) С R(Si). Очевидным образом 
доказывается обратное включение. Доказательство части леммы, относящей­
ся к S2, проводится по той же схеме, и потому здесь опускается. Лемма 
доказана. • 

Пусть ~Ё — подмножество множества Ещ, состоящее из всех линейных 
комбинаций элементов, е ь е2, ез, е4, коэффициенты которых лежат в поле 
к(ив). Ясно, что ~Ё — векторное Аг(и#)-простраиство. Ограничение инволюции 
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J тела А на поле к{ив) будем обозначать также через J. Определим на Е 
J-косоэрмитову форму q, имеющую относительно базиса {е,- | 1 ^ г ^ 4} 
матрицу 

diag((-l J).-2«M«0«Vr). 
Положим и = ив, в = р(у2)ау2, v = v, ё\ = е\, ё2 = е2, ёз = е4, ё4 = -е3. 
Очевидно, что (А,кх,к,к(ив), E,q) — о. система и Бз = {0,й,д,ё1,ё2,ёз,ё4) — 
о. базис этой о. системы. Введем в рассмотрение Л-линейное преобразование 
р : Е(А) -> Щл) такое, что 

p{ei) = ei, p(e2) = e2, 
р(ез) = -e3v2p~1v~l - e4p~lv~l, р(е4) = e3p~1v~1 + e4(v~2)ap~1v~1. 

Очевидно, р € GL(E^Af). Обозначение р сохраним за этим преобразованием 
до конца параграфа. 

Лемма 6. p(R(S)) = R{S3). 
Доказательство. Нужно проверить два включения: 

p(R(S)) С R{S3) и ^ ' ( е д с Я ^ ) . 

Из непосредственно проверяемых равенств д(р(е,),р(е,)) = Ф(е,-,е,-) (г = 
3,4), q(p{e3),p(e4)) = Ф(е3,е4) следует включение р(Ы(Е{А),Ф(А>^)) С 
lBt(E(A)ig(AiJ)). 

Пусть а = E L i eixi € ВД- Покажем, что p(s) = £ ? = 1
 eiK € д(5 'з) (AJ € А). 

Положим \'{Х'/ = a'ij + b'ijv (ay.bj-j € #i)- Ясно, что 

Ах = Ai, A2 = A2, 

A3 = - « V ^ - ' A a + p~1v-1\4, \'4 = - p - ^ - U s + {v-2Yp-xv-l\4. 

Пусть i = 1,2. Включения \'{\'/ £ & очевидно выполнены. Так как 

A;A3
J = AiA^w-V"1"2 - \i\J

4v-lp-\ 

то нужно показать, что 

bi3P~lv2 -bi4p~l £ к(ив). 

Но 6,-4 = (бгз^2)"7" и, значит, 
bi3p~lv2 - bi4p~l = bi3V2p~l + {bi3V2p~x)Ja G к{ив) 
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как ./(т-симметричный элемент поля К\. Аналогично доказывается, что 
КХ'А е к(ив) + Kiv. Так как 

А3Л4-/ = -р-2А3А^+г;2р-2^1АзА^-1(г;-2)ст+р-2г;-1А4А^-1-р-2
г;-2(г;-2)стА4А^ 

то, учитывая (2.12), видим, что для установления включения A3A4
J € к (ив) + 

Kiv достаточно проверить включение v2(v~2)'Tv~1a34v~1 + v_1a34u_1 £ к(ив), 
левая часть которого в силу (2.3) равна ciz4v~2 + (a3Av~2)Ja, и потому содер­
жится в к(ив). Покажем, что A'jA'/ + a3A4A4

J б к(и9) + K\v, т.е. что 

\i\i - 2u6{v2yp-2\3\( + 2uev2p-2v-1\3\iv-1 + 2iWv2p-2v-1X4\iv-1 - 2ив(у-2)ар-2\4\] 
e к{ив) + кiv. 

Это следует из (2.13), а также из того, что, согласно (2.3), 

2u9v2p-2v-l\3\{ у'1 + 2u9v2p-2v-1\4\iv-1 G к (ив) + A>. 

Проверим, наконец, включения 

A-A4V + A;A3
J G A'I + (кив + кв)ь, 

\'{Х'/ь2 - A<A3
J e A'i + Kv, 

равносильные равенству b'i3 = -b'fA(v2)a. Это равенство выполняется в силу 
соотношений 

b'iA = ai3v~2p~1 - aiAp~lv~2'(v~2Y, b'i3 = ai3p~l - ai4v~2p~1, 
ai3

 = ai3: a1\ = "J '4-

Пусть теперь s' = eiA'j + e2A'2 + e4A3 + (-e3)A4 e R(S3) (AJ- G А). Покажем, 
что 

4 

p-1(s') = J2eiXieR(S) (Xi€A). 

ei, p 1(^) = e;>, 
e3v + eA(v2fv, p-\eA) = -e3(v2)av - eAv2(v2)uv, 

A j , • A2 — A 2 , 

(v2)avX'3 + vX'A, A4 = v2(v2Yv\'3 + (v2)avX'A. 

Так как 

P~4ei) = 

то 

Ai = 

A3 = 
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Пусть i — 1,2. Включение А,Аз G K + K\v, т.е. включение bi4V2 + bi3v2(v2)" G К, 
следует из равенства 6,-4 = (bi3v2)Ja'. Аналогично доказывается, что АгА4 G 
К + K\v. Покажем, что 

А3А^ = -v4(v2)aX'3X3
J - v2{v2y\'4\'4J - (v2yv\'3X'4Jv(v2Y - vX'4X'3J v{v2)a v2 

e к + K'IV. 

Так как a3A
a — a34, то 

-{v2)avX3X4
Jv(v2)° - vX'4X3

Jv{v2)av2 G К + KiV, 

и требуемое включение вытекает из (2.12). Покажем, что 6;4 = {bi3v2)Ja. Так 
как 

bi3 = -a'i3{v2Y - a;4( Ь,-4 = -a'i3v2(v2Y - a'iA{v2)°, 
n'Ja — a' aUo — a' 
ai3 — "г'3> a i ' 4 — ai4> 

TO 

tfaV)" = (-«:-з(«2)ст - а'иУЧ^У = 6,ч, 

что и требовалось. Покажем, наконец, что 

AiÂ  + а3Хъ\( = А ' ^ + 2uep-1(-\3\'3J {v4)av2 - (̂ 2)%А3 A t̂, - t,A4A3
Jf(и2Г - A4A4V) 

ек + Kiv. 

Поскольку a'34 G fc(«0), то 

2u6p-1(u2)ewA^AiJ« + 2Uep-1vX4X3
Jv(v2)a G К + Kxv, 

и остается показать, что 

А;А'/ - 2и6»р-1АзА3-7(г;4)стг;2 - 2 u 0 p _ 1 A ^ V G К + tfi«. 
Последнее включение вытекает из (2.13), где и заменено на й = «0, 0 заменено 
на 0 = pv2{v2)a и А; заменено на Х'{. Лемма доказана. • 

Лемма 7. Я = (те1(к),те2,те1-е21/а+ез,те1-е21д+е,). 

Доказательство. Лемма следует из предложения 4.4 [6]. • 

По лемме 7 для доказательства предложения 1 достаточно установить, что 
если д является одним из преобразований 

"ei,r (r G К ) , Т е 2 , Т е 1 _ е 2 1 / З ц . е з , 7" e i _e 2 ^ 4 4-e 4 j - г е1+е 2 «в + е з " + е 4 ( ' ' 2 ) < ' " 
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s = ^e t-A,G R(S) (Xi€A), 
« = 1 

T O 

s'=g(s)=:J2eiX'ieR(S) (A{ g A). 
1 = 1 

Этому посвящены леммы 8-12. 

Лемма 8. Если г g &* и д = ге1)Г, mo #(s) £ Я(5). 

Доказательство. Здесь Ai = Ai +rA2, \[ = А; (2 ^ i ^ 4), и утверждение леммы 
легко доказывается непосредственной проверкой. • 

Лемма 9. Если д = те2, mo g(s) g R(S). 

Доказательство. Положим S4 = {0,и,и,ёь?2,ё3,ё4), где ё\ = - е 2 , ё2 = ег, 
ёз — ез, ё4 = е4. Очевидно, .?4 — о. базис о. системы V, и R(S4) = Д(5). По 
лемме 8 re2(s) = rSl(s) g Л(5'4). Лемма доказана. • 

Лемма 10. Если # = те1^е21/3+ез, mo g{s) g Д(5). 

Доказательство. В этом случае 

Ai = Ai + А2 - г/зАх + азАз, А'2 = А2 - г/3А2 + i/|Ai - г/з^зАз, 
^з = ^з + А2 - V3X1 + а3А3, А4 = А4. 

Использование о. базисов 52 и 5i показывает, что достаточно проверить 
включения 

1 ^1 С Л) 

Ai \'з v2 + Ai \'i g A'i + k{u9)v, 
Ai Ад"7 v2 - Ai A4

J g A'i + (ku + k9)v, 
AiA //+a4A4A4 ' /gA' + Ai1). 

Имеем 

Ai Ai = Ai Ai + Ai A2 — Ai A3 013 + A2 Aj + A2 A2 + A2 Aj из 
— A2 A3 «з — г/3 Ai A2 — V3 \\ \y V3 
+ V3 Ai A3 аз + аз A3 Aj +03 A3 A2 +азАзА! и3 — a3 A3 A3 a3. 
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В силу (2.1) и (2.8) 

Ai Х{ + Ai А^ + А2 Х{ + А2 XJ
2 -и3 Ai X{ и3 G к. 

Так как Ai Ag G К + Kxv, то - Ai A3 а3 + а3 А3 \{. G к. Аналогично 

- А2 А3 «з + «з Аз А2, и3 Ai А3 а3 + а3 A3 At ь<3 G А;. 

Умножив (2.4) слева на из, получим 

va Ai Аз7 +//За3 А3 Х( € К + A'iv. (2.14) 

Применив J к обеим частям (2.14) и сложив полученное включение с (2.14), 
приходим к включению 

i ^ A 1 A ^ - A 2 A ^ + a§A 3 A^eA I (2.15) 

которое заканчивает доказательство включения Х\ A'/ G к. Включения 

Аг А3 = Ai А3 + Ai A2 + Ai Хг v3 — \i А3 аз + А2 А3 + А2 А2 + А2 А: из 

— А2 А3 аз — из Ai А3 -из Ai А2 — и3 Х\ Хх из + и3 Х\ А3 а 3 + «з Аз А3 

+ «з Аз А2 +а3 Аз Хг и3 - аз А3 А3 а3 

е к + Kiv, 
x'.x'^x'sX'/ eK + KlV 

выполняются в силу определения множества R(S) и (2.10). Далее, 

Aj A2 +Q!4 А4 А4 

= Ai A2 + Ai Х( и3 + At Х{ из - Ai A3 а3^з + А2 XJ
2 + А2 А2 из + Х2 Хх и\ 

- А2 А3 а3и3 - из Х\ А2 -из Ai А2 из - и3 Ai Х( и\ + и3 Ai A3 аз^з 

+ а3 А3 А2 +а3 А3 А2 из + «з A3 At и\ - аз Аз А3 азиз + «4 А4 А4 . 

Представив Ai Аз в видеа12+&12г> (ai2 ,6i2 G К{), получим Ai A2 из-и3Х\ XJ
2 G 

К + K\v . Умножив левую часть (2.15) справа на из, получим 

А2 Aj и\ - и3 Х\ А2 и3 - а\из А3 А3 G К + K\v. 
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Включение Х[ A'2J +а4 А4 X'4J € К + K\v следует тогда из последних двух 
включений и определения множества R(S). Наконец, 

A; A 3
J v2 ± A ; X'4

J 

= Ai A3 v2 + Ai Аз v2 + Xi X{ u3v2 - Ai A3 a3v2 + A2 A3 v2 

+ A2 XJ
2 v2 + A2 Xf V3V2 - A2 A3 a3v2 - 1/3 Aj A3 v2 - vz Xx A2 v2 

- V3 Xx X{ V3V2 + 1/3 Ai A3 a3v2 + a3 A3 A3 v2 + a3 A3 A2 v2 + a3 A3 X{ v3v2 

- a3 A3 A3 (X3V2 ± Ai A4 ± A2 A4 ^fv3 X\ A4 ± a 3 A3 A4 . 

Очевидно, 

Ai X{ i/3v2, A2 A2 v2,v3Xi X{ v3v2, a3 X3 X3 v2, a3 X3 X3 a3v2 G ATi-

Представив А, XJ в виде a,j + 6,ji> {ац,Ь^ € I<\), найдем, что 

- A 2 A3 a3v2+a3 A3A2 v2, v3Xx A3 a3v2+a3 X3 X"[ v3v2, A2 XJ
X v3v2-v3 X\ A2 u2 6 I<i-

Кроме того, учитывая, что 

«з = 2w3, ib(&i3"2 - 614) G Аг(м0), 

^3(^i3f2 + 614) € ku + кив, 

получим 

— Ai А3 a3v2 — v3 Х\ А3 v2 — и3 Х\ А4 G К\ + k(u6)v, 

- Ai A3 a3v2 - г/3 Ai A3 v2 + v3 X\ A4 G K\ + [ku + k9)v. 

Все это показывает, что 

A; X'3J v2 + X[ X'i G Kx + k(uO)v, 

X[ X'3J v2 - X\ A4
J G Kx + (ku + k9)v. 

Лемма доказана. • 

Лемма 11. Если д = r e i _ e 2 ^+e 4 , то g(s) G R(S). 

Доказательство. В о. базисе Si имеем д — ге11_е21Уз,+ез1, где v3i — |Ф(е 3 ь e3i). 
По лемме 5 s e R(Si). Применив сначала лемму 10, а затем вторично лемму 
5, получим 

Teu-e21v31+e31(s) S R(Sl) = R(S), 

что и требовалось. • 
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Лемма 12. Если д - rei+e2ue+e3V+e^V2yv, то g(s) е R(S). 
Доказательство. Пусть h — элемент из Я такой, что /i(e,) = е; (г = 1,2), 
h(ej) = — ej (j — 3,4). Из лемм 7-11 следует, что каждый элемент из Н 
переводит вектор из R{S) в вектор из R(S). Поэтому д можно заменить на 
hgh*1 — Tei+e2Ug_e3V-e4(V2yv. Используя доказательство леммы 6 и о. базис 
5з, получаем 

- 1 _ (</) 
РТе1+е2ив-езь-е4(ь2)''ьР — Тёг _g2p4-)-g4 , 

где i>4 = \q{eA,e4). По лемме 11 

г£ЦР4+е4(ед)) = вд), 
т.е. pgp~l(R{Sz)) = R(S3). По лемме 6 /9_1(/?.(53)) = R(S), откуда следует, что 
g(R(S)) = R(S). Лемма 12, а вместе с ней предложение 1 доказаны. • 

Лемма 13. Пусть b — произвольный элемент из К\,а /? — элемент из к такой, 
что v2{p — bbJ) G к. Тогда 

*\S) = ( Я , Tei+e2U0f}+e3bv+e4bJ''(v2)'7v)-

Доказательство. Вместо Y(S) будем писать У. Обозначим трансвекцию 
Tei+e2ue+e3v+e4(v2)°i, через д, а группу (Я, ге1+е2„в/9+езб„+е4б^<г(„2)«г„) чегез У0. 
Пусть 60 G Л' \ А*, причем Мо = 1, а Л — элемент из Я такой, что Л(е,-) = е,-
(г = 1,2), /г(е3) = е3&о, Це4) = eAbJ

0. Тогда 

/j#/i = Tei+e2u6+e:iboll+eiibj(v2yv € У. 

Пусть 
C-(rei(k),Te2,g,hglr1). 

Ясно, что С ^ У. Положим 

с = ег + е2ив + e3(b0(v2Y - bJ
0v2)p-1 + e4{b0 - bJ

0)p~l. 

Имеем 

По предложению 4.4 [6] рСр~х = T4{k(u9),q, J). Поэтому при всех j,6 € к(ив) 

0 _ 1 Г ( < ? ) о 
" ei-\-e2ue(-y/J—SSJv2(v2)")+e3-i-\-etS" 

= Tei+e2ue('wJ—66Jv2(v2)<')+e3(iJ -(v2)"SJ)v+ei(v2)<'(-yJ -v2SJ)v 

еУ. 

2 Алгебра и анализ, № 3, 2001 г. 
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Любой элемент из К\ представляется в виде j J - (v2)aSJ, где у,6 е к(ив). 
Значит, при любом Ь е К\ и /3 е к таком, что v2(/? - bbJ) € к корневая 
к- подгруппа 

Tti+ebuep+e3bv+eib]<'{v 3)'v ("О 

содержится в У и, значит, У0 ^ У. Покажем, что У ^ У0. Положим «i = bv, 
e4i = t4b~ab~x, в(3 = в\. Тогда 55 = (#i,u, vi,ei,e2,e3,e4i) — о. базис о. системы 
V и УЬ = У(5в). Согласно доказанному выше, если /?' — такой элемент из к, 
что t^(/?' -b-4-J) € к, то 

7"e1+e2u9i/3'+e3/3-1fi+e4i(6-1)'7 ' '(t;J)<'i;i G Y(Sb), 

т.е. 
-rei+e2uS/3/3'+e3«'+e4(i'2)<4' ^ Уо-

Но по заданному элементу у е I<i элемент /?0 G к такой, что v2(/?0 -yyJ) £ к, 
определяется однозначно. Если у = 1, то таковым является /?0 = 1. Следова­
тельно, /3/?' = 1, и # б У, что и требовалось. Лемма доказана. • 

Лемма 14. Группа Y(S) действует транзитивно на множестве всех прямых 
из Е(А), порожденных векторами из R(S). 
Доказательство. Достаточно доказать, что для любого s e R(S) существует 
h e Y(S) такое, что h(s) e (ei)^). Пусть 

4 

s = ^ е,- А,- (А; е Л) 
»=i 

и А, = ж, + г/,'v, где я,,г/; € ATi (1 ^ г ^ 4). Заменив s на /ii(«), где /^ — 
подходящий элемент из Я, можно считать At = 1. Тогда с = -\а3х3х^ _ 

\а4х4х\ е ^- Пусть /i2 — элемент из Я такой, что 

h2(ei) = ел + е2с - е3х3 - е4х4, h2(e2) = е2, 

Мез) = егаз^з + е3, /12(64) = егоча^ + е4-
Заменив s на /i2(s), можно считать х\ = 1, 2/1 = у2 = £3 = х4 = 0. Кроме того, 
х2 е К Li k(ив), согласно (2.1) и (2.8). Так как принадлежность элемента х2 
полю К приводит к противоречию с тем, что индекс Витта формы Ф равен 
1, то х2 € к (ив) \ к. Пусть &о € к (и) \ к и 60&о = 1- Согласно доказательству 
леммы 13, если 

" ~ \Tei(k), Te2i rei+e2U0+e3D+e4(n2)' ,i 'i Tei+e2ue+e3bov+e.4b£(v2)<rv)> 

то pZp~x = T4(k(u9),q,J) = H0. Известно, что в Я0 содержится элемент h3> 
для которого h3(p(s)) e (ei)(A)- Положим h4 = p~lh3p. Тогда h4 G Y(S), и, 
учитывая, что />-1(е0 = е ь получаем h4(s) e (e-i)(A)- Лемма доказана. • 
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Лемма 15. Пусть д £ T(Y(S)). Тогда g = т,<г, где г £ к*, s e R{S). 
Доказательство. Так как g 6 Т4(А, Фщ, J), то g = rs<r, где s £ Ы(Е(А), Ф(А^)), 
г £ к*. Положим s = ег Ai +е2 А2 +е3 А3 +е4 А4 (Аг £ А). Без ограничения общ­
ности будем считать А2 ф 0. Пусть g(ei) = е\ Х\ +е2 А'2 +е3 А3 +е4 А4 (Aj- € Л). 
Тогда 

Aj = 1 — г Ai А2, А'2 = - г А2, 
А3 = -гАзА2, А'4 = -гА4А2 . 

По предложению 1 g(ei) £ R(S) и, в частности, 

X[X'2J+a3X3X3
J eK + Kiv, 

A; A3
J t>2 + А; А;-7 е л-г + *(«в)«, 

>/ > / j 

(2.16) 

A; Ai/ и2 - A'j A4
J £ A'i + (Ли + k9)v. t 

первое из включений (2.16) влечет, что 

- г А2 Аз +г2 А2 Аз Ai XJ
2 +а3г2 А2 А2 А3 А,̂  £ К + Kxv. (2.17) 

Так как g~l = rs>_r £ Y(S), то в (2.17) можно заменить г на - г . Сложив 
полученное включение с (2.17) и учитывая, что гА2 А2 ф 0, получаем 

гАзА^ ек*, r(AiA5+a3A3A5) £ К + Kxv. (2.18) 

Применив к остальным включениям (2.16) аналогичную процедуру, нахо­
дим, что 

r\i\{ek, 

г Ai XJj £ К + Kiv (i = 1,2, j = 3,4), 
гА3А^ eK + Kiv, 

r{Xt Xi v2 + Xt X{) eKi+k(uO)v, 
r{X{ X( v2 - Xi A4) £ K\ + (ku + k9)v. 

(2.19) 

Поскольку А2 ф 0, то r,)P = rsX-i rX AJ и в (2.18), (2.19) можно заменить г 
на г А2 А2, а А< на A,- AJ1 (1 ^ г ̂  4). Тогда s AJ1 £ Д(,9), и лемма доказана. • 

На протяжении всей оставшейся части этой статьи через 12 обозначается 
единичная матрица второго порядка. 
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Лемма 16. Пусть д,д' £ T(Y(S)). Предположим, что gg' ф g'g, и пусть Z = 
(9(k),g'). Тогда группа Z сопряжена в группе GL4(A) с группой diag(SL2(fc), 12). 

Доказательство. По лемме 15 g - т,)Г, д' = г,/>г/, где s,s' £ R{S), r,r' £ к*. 
По лемме 14 существует h0 £ Y(S) такое, что h0(s') = ei/<, где у, £ А*. 
По предложению 1 имеем А2А2 G к. Так как да' ^ д'д, то А2 ^ 0, и п о 

лемме 6 [12] группа Z сопряжена в GL4(A) с группой diag(SL2(fc(A2 А2)), 
12) = diag(SL2(Ar), 12). Лемма доказана. • 

Покажем теперь, что свойство, приведенное в лемме 16, фактически ха­
рактеризует группу Y(S) как промежуточную группу, заключенную между Н 
HT4(A,<b(A),J). 

Предложение 2. Пусть Н ^ G ^ GL4(A). Предположим, что G <£ Н, 
G = (T(G)), и для любых двух некоммутирующих между собой трансвек-
ций из G группа, порожденная одной из этих трансвещий и корневой к-
подгруппой, соответствующей второй трансвещии, сопряжена в GL4(A) с 
группой diag(SL2(fc), 12). Тогда множество {А,к\,к,К,Е,Ф) является о. си­
стемой, и G — Y(S) для некоторого о. базиса S этой о. системы. 

Доказательство. Зафиксируем в Е базис {/* | 1 ^ г; ^ 4} £ Вс(Е, Ф), и пусть 
(м0,«о) € Ps(A, ki), причем k(u0) = К. Положим Ф(/,,/г) = /?,• = 2е,- (г = 3,4, 
Pi,Si £ К). Будем говорить, что s £ Е^А) является G-направлением, если в G 
существует трансвекция r s r £ Г4(А, Ф(А), J), где г £ к*. 

Пусть д' £ T(G) \ Н. Из леммы 3.3 [10] следует, что д' — Ts>tr> £ 
Г4(Л,Ф(Л),7), где г' £ к*, и если 

4 

*' = Х>& К,-6 Л), 

то btfek (*' = 1,2),] 
ZitfeK + KiVo (г= 1,2, i = 3,4), 
ЫА^К + KIVO. 

Так как при всех г £ к* вектор 

(2.20) 

Tfi-he3+f3,r(s') = 2_^M'i 
i = l 

является G-направлением, то включения (2.20) выполняются для £,'. В част­
ности, ^'3J £ К + I<iv0. Но 

&£з = (б + г б - г е з б + г ^ з Ж з + ^ + ^ е з г - ^ Д з г ) = ^ з + ' ' Х ) 1 + г 2 Е 2 > 



О ПОДГРУППАХ ПОЛНОЙ Л И Н Е Й Н О Й ГРУППЫ СТЕПЕНИ 4 37 

где J2i> S2 ~~ суммы произведений вида £,£/, умноженных слева или справа 
на элементы из К. Так как char к ф 2, то £л G К + I<iv0. Вычисляя Yli явно 
и учитывая (2.20), получаем 

Ы{ + IhZsSi £K + A'i v0 (2.21) 

и, значит, 
fctf+fctf е*. (2.22) 

Положим & = ai+biv0 (а,-, 6,- е Кь 1 ̂  t ^ 4). Заменив в случае необходимости 
базис {/, | 1 ̂  г ̂  4} другим базисом из Вс(£', Ф), можно считать £i = 1. Из 
(2.20) следует тогда, что а3,а4 G К и, значит, с = -|/?за.з«з — ^p4a4ai £ К-
Преобразование h G GL(E(A)) такое, что 

4h) - /1 - /з«з - /4«4 + /гс, Л(/г) = /г, 
М/з) - /з + /2/?з«^ Л(/4) = /4 + hfaai, 

содержится в Я. Заменив s' на /»(s')> можно считать &i = 62 = «з = «4 — О, 
а! = 1. Положим а2 = а0 + 0uo, где а0,# G &ь Согласно (2.22), о0 € fc, и 
по первому из включений (2.20) (при i = 2) в2 G А;. Так как д' £ Н, и 
А не содержит подтела из Sfq(fc), то в £ к. Заменив s' на hi(s'), где /ii — 
преобразование из Я такое, что /i(/i) = /1 —/2я0, /<(/») = /i (2 ^ г'^ 4), можно 
считать, что s' = /1 + /2ио# + /з&з«о + ЛМо- Последнее из включений (2.20) 
влечет выполнение равенства b4 = ab^Jv^2 при некотором a G К*. Положив 

e i = / i , е2 = /2, е3 = /з, е4 =/4а(М3'*'оГ1(&зЬз''(;о)_СТ> « = &з«о, « = «о, 
получаем, что s' = ех + e2u0 + e3i; + e4(?;2)CTt>. Пусть Ф(е<,е,-) = а,- = 2г/,- (г = 3,4). 
Включение (2.21) при £х = 1, £2 = и#, £з = v, /?з = «3 дает, что «0 + a3u2 G К, 
т.е. u# + a3u2 G S j (<т), откуда а3 = 2и0((и2)ст - v 2 ) - 1 . Из изотропности вектора 
s' получаем а4 = -2ив({у2)° -v2)~1v~2(v~2Y. Таким образом, (A,ki,k,K, Е,Ф) 
— о. система, 5' = (в, u,v, ei,e2,e3,e4) — о. базис этой о. системы, и (Н,д') = 
Y{S'), т.е. G ^ Y(S'). 

Пусть теперь д — произвольная трансвекция из G. Тогда д = т3?г £ 
Т4{А,Ф{А),3), где s£\st{E(A),<b{AtJ)), r£k*. Пусть 

s = YleiXi (х*еА)-
! = 1 

Как было показано выше, 

А,- А/ <= к (.•=1,2)/| 
А.А/еЛ' + А'^ (t = 1,2, j = 3,4), 
А3А4 6 К + Kiv, 

Х\ А2 +а 3 А3 А3 € К + Kiv. 

(2.23) 
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Положим 
4 

Tei+e2ue+e3V+e4(v2)°v,r(s) = / , ei A,- (A G / 1 ) . 
i= l 

Непосредственный подсчет показывает, что 

А'х = Ai + r A2 +rv0Ai — гиа3 А3 -гг>(г12)ста4 А4 . 

Поскольку вектор J2i=i е>К является G-направлением, то Х[ А'/ G к, т.е. при 
всех г б к 

Ai А^ +г ^ ( А ь А2, Аз, А4) + г2 ^ ( A i , А2, А3 А4) G *, 

где 

/ п ( ^ ь ^ 2 , Аз, А4) 

= Ai Х^ - Aj Х{ ви - Хх Ад a3v - At А4 a4(t;2)% 

+ А2 А^ +u0 Ax X( -va3 А3 А^ -г)(и2)сга4 А4 А ,̂ 

^ 2 ( A i , А2, А3, А4) 

= А2 Xl - А2 Х{ ив - А2 А^ a3v - А2 XJ
4 a4(v2)av 

+ ив Ai А2 —ив Х\ Aj ив — ив Х\ А3 a3v — ив Х\ А4 a4{v2)Gv — va3 Аз А2 

4- va3 A3 Аг бы + va3 A3 А3 аз« + va3 A3 А4 a4(v )"v — v(v )аа4 A4 A2 

+ v(i;2)c7a4 A4 Af ви + v(v2)aa4 A4 A3 a3v + v(v2)aa4 A4 А4 a4(v2)<V 

Поскольку charfc ф 2, то ^,-(Ai,А2,А3,А4) G к, i = 1,2. Так как 
- е г A i - е 2 А2+е3 А3+е4 А4 — G-направление, то Х л ( - А ь - А2, А3, А4) б к и, 
значит, ^)1(А1,А2,А3,А4) + J2i(~ А ь - А2, А3, А4) G А;, т.е. 

Ai A3 a3v + Ах А4 a4{v2)av + va3 X3 XJ
X +v(v2)aa4 X4 A^ G k. (2.24) 

Положим Xt Xj = ciij + btjv, aij,bij G K\. Тогда (2.24) показывает, что 

bl3v2-bu-{bi3v2-bu)J eku. (2.25) 

Далее, £ 2 ( A i , A2, A3, A4) + £ 2 ( - А ь - А2,А3,А4) б *, откуда 

- A2 A3 a3v - A2 A4 a4(v2)"v - ив Хг A3 a3v - ив At A4 a 4 (v 2 )% 

- ra3 A3 A2 +ua 3 A3 A^ 0м - v(v2)aa4 A4 A2 +v(v2)cra4 A4 X{ ви 
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При всех г £ к* вектор е\г \\ +е2г - 1 А2 +е3 А3 +е4 А4 является G-направлением, 
и, значит, в последнем включении можно заменить Ai,A2 соответственно на 
гAi, r - 1А 2 и найти, что 

6i3«2 - &i4 + {h3v2 - bu)J G кв. (2.26) 

Сложив (2.25) и (2.26), получим, что bi3v2 - bu Е ки + кв, т.е. 

Ai A37 v2 -XiXJ
4e Ki + (ки + кв)ь. (2.27) 

Вектор —ei А2 +е2 Х\ +е3 А3 +е4 А4 является G-направлением, и заменив в 
(2.27) Ai на -А2 , получим 

\2\J
3v2-\2\J

4€Ki + (ku + ke)v. (2.28) 

Так как при всех г б к* вектор rei_e2t,3+e3,r(s) = YA=\ е« К' является G- напра­
влением, то элементы А" € А удовлетворяют условию (2.27), т.е. при любом 
г е к* 

Ai А̂  v2 - Ai А̂  +г ^ з ( А ь А2, Аз А4) + г2 ^ 4 ( A i > А2, А3 А4) G A'i + (Au + kS)v, 

гДе Z),(^i, А2, Аз, А4) (г = 3,4) — сумма произведений вида A, \j, умноженных 
слева или справа на элементы из К. Так как г выбрано произвольным, то 
£ з ( л ь А2 Аз, А4) + £ з ( - Аь - А2, A3, A4) е A'i + (few + k9)v и, произведя явные 
вычисления, получим, что 

Ai Â  v2 + Ai А̂  е X1 + *(u0)v, (2.29) 

Заменив здесь Аг на — А2, получим 

А 2А^ 2 + А2А^еЯг+*(и0)«. (2.30) 

Из (2.23), (2.27)-(2.30) следует, что s G R{S') и по лемме 14 имеем # б У (5'). 
Так как # — произвольная трансвекция из G и G = {T{G)), то G = Y(S'). 
Предложение доказано. • 

§3. Доказательство теоремы 

Положим G = (Т(Х)). Ясно, что G < X. Если G ^ SL4(fc), то G = SL4(L), 
где L — тело, к С L С D. Если G ^ GL4(P), где Р — подполе тела D, 
то G = SLi(L) или G = Т4(£,Ф') для подходящего поля L и подходящей 
косоэрмитовой формы Ф'. Будем поэтому предполагать, что G ^ SL4(fc) и 
G ^ GL4(P) для любого поля Р С D. Из леммы 2.2 [10] легко следует, 
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что можно считать, что [К : к] = 2 и J' — J\K, где J e Invi|2(.D). Пусть 
Е — К4, и пространство Е снабжено формой Ф. Зафиксируем базис {е, | 
1 ^ i < 4} е Вс(Е, Ф), а в поле К выберем элемент и £ S^(J). По лемме 
Цорна существует поле к', максимальное среди всех полей к" таких, что 
А; С к" С F и tl2(k") ^ G. Ясно, что Т4(к'(и), <b(k-(u)),J) ^ G. Если индекс Витта 
формы Ф(*'(и)) равен 2, то утверждение теоремы следует из теоремы 1 [11]. 
Предположим, что индекс Витта формы Ф(*'(«)) равен 1. Можно считать к' — 
к. Пусть В — {а £ D | ti2(a) £ G}. Если В <£. F, то окончание доказательства 
теоремы из [10] показывает, что G = T4(L,<b(L),J), где L — тело, К С L С D. 
Предположим, что В С F. Поскольку к максимально, то В — к. Пусть д — 
произвольная трансвекция из G\H. Тогда (p(s)ip(t) £ к при всех h(t,<p) £ 
Т(Н). Если для некоторого А0 £ Sfq(A-) такого, что К С А0 С D, группа 
G содержит Т4(А0,Ф(А0), J), то G = T4(A0,<b(Ao),J). Поэтому предположим, 
что G ^ Т4(Л0,Ф(л0),^) при всех A0 £ Sfq(fc) таких, что Л' С А0 С D. Для 
краткости это предположение обозначим через (*). Положим Ф(е,,ег) = а, = 
2щ (i = 3,4, а,- £ К). Элемент и включим в пару (u,v) б Ps(D,F). По лемме 
3.3 [10] д = т3>г £ T4(D, Ф(£>), J), где г £ к, и если 

4 

s = ]T)eI-Ai (A,- £ D), 

ТО 

Ai Af € t, (3.1) 
А2А^, AiA^ + A2Af £k, (3.2) 

-i/3
JA1A^-A2A5'j/3 + «^3A^Gfc, (3.3) 

AiA^, X1X
J
4£K+F(u)v, (3.4) 

A 2 A^€tf+ F(«)w, (3.5) 

A2 X
J
4£l< + F(u)v, (3.6) 

A3 Â  G A' + F(u)t>. (3.7) 

Положим A,- = at + biv, где a,-, 6, G ^(«)> 1 ^ » ̂  4. В силу (3.1), не ума­
ляя общности, можно считать Ai = 1 и, значит, согласно (3.4), а3,а4 £ К. 
Рассмотрим два случая. 

Случай а). 62 = 0. Предположим, что а3 ф 0 или а4 ф 0. Включения (3.5), 
(3.6) показывают тогда, что a2 G К. Так как д g H, то хотя бы один из 
элементов 63, &4 отличен от нуля. Без ограничения общности можно считать, 
что Ь3 ф 0. Тогда из (3.3) следует, что А0 = K + Kb3v £ Sfq(fc), и согласно (3.7), 
д £ Т4(Ао, Ф(А0), ./), что противоречит предположению (*). Следовательно, а3 = 
а4 = 0, и можно считать, что при этом Ь3 ф 0. Положим а2 = а + Ьи, где 
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а, 6 € F. Согласно (3.2), а е к, b2 £ к. Предположение b e к приводит к 
противоречию с (*), и значит, если кг = к(Ь), то [ki : к] = 2. Включения (3.3), 
(3.7) показывают, что А — ki(u) + ki(u)b3v £ Sfq(&i) и ^ е Т4(А,Ф(А), J)-

Случай б). 62 ф 0. Так как s £ lst(E(D),Ф(о^)), то / = е3аз + е4а4 Ф 0. Допу­
стим, что / £ 1st (Я, Ф). Тогда {ei+f, e2} — гиперболическая пара пространства 
Е, и пусть /3, /4 — ортогональный базис подпространства (ei + /, ег)° С Е. 
Разложив s по базису {ei + /, е2,/з,/4} £ Вс(£\Ф), можно считать Ь2 = 0, т.е. 
мы возвращаемся к случаю а). Пусть теперь / не является изотропным. В 
подпространстве (ei,e2)° = (е3,е4) С Е выберем ортогональный базис {/з,/4} 
так, что /3 = / . Разложение вектора s по базису {е1,е2,/з,/4} пространства 
Е(о) показывает, что можно считать а3 = а4 = 1 и, значит, 62 = —а3Ьз- Разло­
жение вектора s по базису {е\-е2Уг + ег,е2,е2а3-е3,е4} £ Вс(£',Ф) возвращает 
нас вновь к а). 

Таким образом, д £ Т4(А, Ф(А), J)> и п о предложению 2 (A, ki,k, К, Е, Ф) — 
о. система, а (Н,д) = Y(S) для некоторого о. базиса S этой о. системы. 
Итак, далее можно рассматривать следующую ситуацию: (A,ki,k,K,E,$) — 
о. система {А С D), S = (0, u, v, е1,е2,ез,е4) — о. базис этой о. системы, G ^ 
Y(S), vi д — произвольный элемент из T(G)\H. Вновь д = г,|Г £ T4(D, Ф(/>), J), 
где г £ /г*, и если 

4 

s = ^ e , - A; (A,- £ £>), 
i= i 

то выполняются условия (3.1)-(3.7). Обозначим через <т автоморфизм поля 
к\(К) такой, что v\k\ ф id, а\К = id. Учитывая, что 

^ei+e2U0+e3V+e4(u2)< Tv t Cr, 

и действуя, как в доказательстве предложения 2, получаем 

Ai А̂  v2 - Ai Â  £ Л. (3.8) 

Выберем в К \ к элемент 6 такой, что bbJ = 1, bJ ф -Ь. Поскольку 

T e i А, +е2 А2 +е3Ь А3 +e4bJ A4 G G , 

то в (3.8) можно заменить А3, А4 сначала соответственно на 6 А3, bJ A4, а затем 
соответственно на feJA3, ЬХ4. Сделав это, приходим к включениям 

Aj Â  v2bJ -XiXibeA, (3.9) 
Aj Â  v2b - Ai \4 bJ £ A. (3.10) 
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Умножив (3.9) и (3.10) справа соответственно на 6 и bJ, получим 

AiA^t»2-AiA^62eA, (3.11) 
\i\J

3v2-\lXi(bJ)2 eA. (3.12) 

Вычитая (3.12) из (3.11) и учитывая, что (bJ)2 ф б2, получим Ai А4 € А. 
Значит, (3.8) влечет, что Ai A3 G А, и, следовательно, А2 A3 e А, А2 \{ £ А. 
Так как можно считать, что Ai = 1, то А3,А4 € А. Согласно предположению 
(*) А3 А4 ф 0. Поэтому А2 G А и, значит, д € Т4(А, Ф(А), J). По предложению 2 
имеем G = Y(S). Теорема доказана. • 
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