
Для дальнейшего нам потребуется вытекающая из хорошо известной [4] оценка 
коэффициентов Фурье аналитической функции 

Л е м м а . Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных первого 
порядка 

4̂ -со = Ь + ^(ф)» ( 1 2 ) очр 

где <peC v, XsR1; U (у)—комплекснозначная функция$ аналитическая при maxjlnwp/|< 

< о; t o g # v . . 
Предположим, что имеет место одно из трех: а) %=£0; б) Я = 0 , с о / ( 1 < / < v) 

рационально независимы, U (ф) — тригонометрический полином с нулевым средним зна­
чением; в) А = 0, U((f) имеет нулевое среднее значение, для любого 7 > 0 существует 
«S (у) > 0 , для которого 

v 
k m 

г = 1 

при любых целых k% (1 < i < v), не обращающихся в 0 одновременно. 
Тогда (11) имеет аналитическое при max | 1 т ф / | < а решение, которое в случае б) 

является тригонометрическим полиномом. 
Используя метод неопределенных коэффициентов, лемму и теорему, получаем сле-# 

дующее. Предположим, что для системы (1) с постоянным линейным приближением вы­
полняется одно из трех условий: 

1) %i(l < * < ] | л ) рационально независимы; 
2) коэффициенты в разложении Х0 (х, ф) по степеням Xi (1 < i < ji) —тригонометри­

ческие полиномы по ф, ©/(1 < / < v) — рационально независимы; 
3) со удовлетворяет условию в) леммы. 
Тогда аналитической заменой переменных система (1) приводится в случае 1) к виду 

х = Ах, ф = со, 

в случаях 2) и 3)—к виду, когда правая часть первого уравнения—-полином по xt (1 < i < 
< f i ) с постоянными коэффициентами, содержащий только резонансные члены. 

Условие в) леммы занимает промежуточное положение между условиями со и со из 
работы А. Д . Брюно [2] . В случаях 1) и 2) полученный результат вытекает из теоремы 
Э. Г. Белаги [3]. 
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О. П. ФИЛАТОВ 

УСТОЙЧИВОСТЬ МНОГОЧАСТОТНЫХ СИСТЕМ 
ПРИ РЕЗОНАНСЕ БЕЗ С И Н Х Р О Н И З А Ц И И 

ФАЗОВЫХ П Е Р Е М Е Н Н Ы Х 

1. Рассмотрим многочастотную систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

x = \iX(x, у, q), y = [\Y(x, у , q), q = со (х) + \xQ (х, у, q), (1) 

0 < ц С 1, X£Rm, y£Rn , q£Rl ( / > 2 ) ; вещественные вектор-функции X, К, и Q 
определены в области Dx X Dy X Rl , где Dx czRm, DyczRn ; со/ (x) ф0 (i = 1, 2 , . . / ) 
при XQDX; функция X(x, y/q) периодическая no q с периодом 2 я и может быть пред­
ставлена рядом Фурье, сходящимся абсолютно в области XQDX, y£Dy. Запись системы 
(1) учитывает, что частоты со зависят только от части медленных переменных. Будем 
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исследовать систему вида (1) на устойчивость по переменным х на бесконечном интервале. 
Исследование стационарных резонансных решений на устойчивость без дополнительной 
информации о синхронизации фазовых переменных [1, 2] было предложено в работе [3]. 
Отметим, что этот подход основан на втором обобщенном методе Ляпунова [4,5]. В дан­
ной работе, по методу [3], исследуется система вида (1), для которой условие изолирован­
ности резонанса [3] формулируется с учетом свойств резонансных членов в правой части 
системы (1). 

2 . Будем исследовать на устойчивость точку х = xQ в силу системы (1). Разложим 
X (х, у, q) в ряд Фурье 

X (х, yt q) = XQ (х, у) + Хг (х9 у, q) + Х2 (х, у, q), (2) 

* i (х, У, Я) = 2 Х к <*' У) е х Р Х 2 (х9 У, q)= ^ Xs {х, у) ехр (isq), 
keK seKU{ о; 

где i2 = — 1, К = {kikoa (лг0) = 0, k Ф 0}. Базисные векторы множества К обозначим 
через k<2\ . . ., * < ' > ( / • < / - 1) [2]. 

О п р е д е л е н и е 1. Множество К назовем г-кратным множеством, если у & g /С, 
Н * о ( 1 < * о < ' ) . ЯСое№:к=с0к(1°К 

Если К — /--кратное множество, то Х1(х> у, q) можно представить в виде 

* i (х, У у <7) = 2 ^ Х™п (*» У) е х Р (mV)-
Предположим, что х = х0 является стационарным, асимптотически устойчивым решением 
системы х = \iX0 (х, у), где y£Dy считается параметром. Устойчивость гарантируется 
существованием функции Ляпунова v=v(x) (v(x0)=0) в области В(е 0 ) = {х: || х — х0\ \ < 
< £0}()| х\\2 = х\ + . • • + х^)• Обозначим Р (с) = {х: v (х) < с 2 } ; А — окрестность не­
которого множества, например Р ( с ) , будем обозначать через Р д (с). 

О п р е д е л е н и е 2. Частоты sco (я) (s£K\j {0}) назовем осциллирующими, если 
у е > 0 (е < 8 0 ) , yrj > 0 (Л < 8 ) Н 7 (8> Л) > 0 : 1 s ( 0 M l > 7 (е, г|) при т] < || х — лг 0 1|< е. 

Обозначим Sf = {х: £ ( 0 с о (*) = 0} (i = 1, 2, . . ., г) резонансные поверхности систе­
мы (1). 

3. Пусть в любой окрестности В (е) (е < е 0 ) можно построить односвязную область 
Я (г) типа «криволинейной трубки», содержащей точку х = лг0, на боковой поверхности 
которой определен знак проекции вектора Х0 у)-\- Х1(х1 у, q) на внешнюю нормаль 
к поверхности. Предположим для простоты, что боковая граница может быть задана 
уравнением иг (х) = 0, где ие (х) — непрерывно-дифференцируемая функция в А (г)-окре­
стности каждой точки х = xl9 ие(х1)=0, причем v w

e (х) Ф 0, а область Я ( е ) — 
= {х£ В ( е ) : ие (х) < 0}. Зафиксируем с (е) > 0 так, чтобы Р д (с) с В ( е ) . С помощью 
области Я (е) построим множество G (е) = Р (с) f] Я (е) и будем фиксировать начальные 
значения по переменным х для системы (1) в этой области. Предполагается, что мно­
жество Я ( е ) \ Р д ( с ) состоит из двух односвязных, не имеющих общих точек множеств. 
Обозначим D = [ Р Л (с) f| Я д ( е ) ] \ Р (с), Dx = [ Р д (с) f| Я д ( е ) ] \ # (е). Множество £>U#i 
представляет кольцевую область, окружающую область начальных данных G(e ) . 

О п р е д е л е н и е 3 . Резонансные поверхности Si (i = 1, 2 , . . ., г) назовем изо­
лированными в силу системы (1), если у е > 0 ( е < е 0 ) можно построить области D , Dx и 
указать 6 ( е , с, А) > 0, о ( е , с, А) > 0 так, чтобы а) | & ( г )со (х) \ > б при 
б) v « 8 W № ( ^ , + д)]< — <* при *e£>i> ? е я ' • 

Д л я удобства обозначим срх (х, у, q) = у " Е (^о + ^i)» Ф 2 ( * > У> q) = V " £ ^ 2 -
Л е м м а . Пусть а) выполнено условие б) в определении 3; 
б) частоты sco (х) (s£K [) {0}) являются осциллирующими; 
б) Фг(*> У* <7 )€ L i P{ c i> °2}> ®(x)£Up {с3} в области x£B(e0)f y£Dyy q£Rl ; 
г) \\Х(х, у, q)\\<Ci, \\Y(x, у, q)\\<cbt \\Q(x, у, q)\\<c9 в области, указан-

ной в п. в). 
Тогда зр01 > 0 такое, что любое решение системы (1) x~x(t), y = y(t), q = q (t) 

с начальными условиями х (0) £ G (г) удовлетворяет включению х (t) £ Р д (с) (] Я д (г) 
при 0^JLI<JLIOI на отрезке [0, tc], если известно, что на этом отрезке x(t) £Рд(с). 
Число poi н е зависит от tc > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задано е > 0 ( е < е 0 ) . Построим области Н, G, Р ( с ) , 
Dlt как это сделано в п. 3 . Из области G выпустим траекторию системы (1) по перемен­
ным х. Зафиксируем t = tl9 когда первый раз траектория х (t) пересекает границу об­
ласти Я : ив [х (У] = 0. 

Обозначим хг = х (t{)f Ух = у (h), qi = q (h), r\ == min || x — x0 \\ при x£ Dx. Из усло­
вия б) леммы следует оценка | sco (х) \ > у (е, г|) для x£D1. Следовательно, 3 / > 0: 

j j Ф 2 ( ^ 1 . У1* q)dt\< — l,q = q1 + to (xJV — ^), 
U 
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где о > 0 из определения 3 изолированности резонансных поверхностей в соответствии с 
п. а) леммы. Предположим, что tc^h + l- Изменение функции ие(х) вдоль решения 
системы (1) с учетом (2) можно представить в виде 

иг [х (/х + / ) ] - иг (хг) = VL(J1 + J2 + J3 + J,), 

U+l tx+i 

J i = J q>i[*(0> 0 ( 0 . Q(t)]dt, J2 = j ф а ( * и Уъ q)dU 
и и 

U+l 
J 3 = j {фг^1» yv q(t)]~- Фг(*1. Уъ q)}dt, 

и 
U+l 

Используя обычную методику оценок таких интегралов [3], в силу условий в) и г) леммы 
полное изменение иг (х) на интервале [tl9 t1

J

rl] можно оценить так: 

и в Iх Vi + 0 ] — " 8 < • - у / + 2рс 2/2(с 3с 4/ + св) + 2 F l / (с 4 + 

Обозначим р ! = (о/4)[с 2 / (с 3 с 4 / + с 6) + сг (с 4 + с 5 ) ] . Учитывая, что ие (хг) = 0, получим 

ие [x(t1 + / ) ] < 0 при р < p i . (3) 

Потребуем, чтобы || х {t) — хг | | < А при / i < / < / i + *- Для этого достаточно ограни­
чить р числом р 2 = А / ( ^ 4 ) . Следовательно, решение ^ ( / ) в силу (3) на интервале [tlf 

h + I] обязательно вернется в область Н в момент t = t* (/i < г* < tx -f /) при условии 
p < Uoi = min {p!, p 2 } . Если окажется, что tc <. tx + /, то утверждение леммы следует 
из выбора р 2 . Лемма доказана. 

Обозначим % (х9 у, q) = v y М "Фг (#> 0» 9) = V y (*) ^ 2 -
4. Т е о р е м а . Пусть: а) резонансные поверхности Si (I = 1, 2, . . ., г) изолиро­

ваны в силу системы (1) (опр. 3); б) yv(x)X0(x, у) < 0 яра x e f i ( 8 f l ) \ W , У€&у> 
в) частоты sco (я) являются осциллирующими (опр. 2)\ г) множество резонансных век­
торов К — г-кратное (опр. 1); д) ф 2 ( д ; , у, q)£ Lip {cl9 с2}9 со (х) £ Lip {с3} в области 

(х, У), q 
X£B(z0), у£йу, q£Rl ; е) ^(х9 у, q)£ Lip {с7, с8}> ty2(x, у, q)£ Lip {с 9, с 1 0 } ; 

(x,y),q {x,y),q 
ж) \\Х(х9 у, <7 ) | |<с 4 , || V (х, у, <7)IK-C5> \\Q(x, У, <7 ) | |<с в в области, указанной 
в п. д). Тогда у 8 > 0, 3 р 0

 и область GCZB(E) такие, что любое решение системы 
(1) с начальными условиями х (0) £ G удовлетворяет неравенству \\ х (t) — х01| < е при 
t^0 и 0<1 р <1 р0« 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем е > 0 (е < е 0 ) и построим области Dl9 D и G (г). 
Пусть х = х (t) — решение системы (1) по переменным х с начальными условиями из 
области G. Будем предполагать, что 0 < р < р 0 1 , где p 0 i определяется леммой. Тогда 
решение х = х (t) может покинуть область Р д (с) f| # д (е) только через множество D. 
Далее схема доказательства теоремы совпадает с доказательством леммы. Фиксируется 
момент времени t = t±: v [х (t2)] = с. Оценивается полное изменение функции v (х) вдоль 
решения x — x(t) на отрезке [tlt /1 + / ] , где число / > 0 выбирается так, чтобы полу­
чить необходимую оценку интегралов типа J2. Для оценки малых знаменателей в об­
ласти D воспользуемся условиями а), в) и г). Используя условия гладкости е) и ог­
раниченности ж ) , так же , как и при доказательстве леммы, получим оценку малого пара­
метра рог- Тогда при всех 0 < p < m i n { u 0 i > рог} решение системы (1) с начальными 
условиями из области G по переменным х удовлетворяет неравенству || х (t) — х0 \\ < s 
при t^0. Теорема доказана. 

5. З а м е ч а н и я . 1. В определении 2 можно потребовать наличия оценки | sco (х) \ > 
^у(в, ц) только для конечного числа векторов | | s | | ^ s 0 , где s 0 > 0 зависит от «ско­
рости» убывания членов ряда Фурье, а также от диссипативных свойств системы. 2. Если 
в определении 3 условие б) сформулировать при а = 0, то с небольшими изменениями 
теорема будет гарантировать устойчивость по переменным х на интервале [0, ^ ( р - 1 ) ] . 
3 . Исследование системы на устойчивость вида 

x = iiX(xt уу z, y = \iY(x9 у, z, q), z=Z(x, yf г , q), q'= со (*) + uQ (x, ytz>q), 

(4) 

где z£Rs , функция_X зависит линейно от z, a_ решение порождающей системы по пе­
ременным z имеет вид z (t) = z° (t, x, у, z 0 ) + z ( i ) ( ^ x, y), z0 = z (t^^jf^ со (x)(t —10) + 
I| z° (/, x, y4 q) || < cexp (— у (t—t0)), zC1) (q + 2n9 x9 y) == zi1) (q, x, y)9 можно свести 

12. Дифференциальные уравнения № 3 545 



к исследованию системы вида (1), если положить z = zi1) (х, у9 q) в функциях X (х, у, г> q)9 

У(х> У> z, q)9 Q(x, yt z9 q). Отметим, что гироскопические системы в [6, 7] описы­
ваются системами вида (4). 

В заключение автор приносит благодарность профессору М. М. Хапаеву за полезные 
обсуждения и внимание к работе. 
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