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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

МАТЕМАТИКА № Я (70)! 

УДК 519.40 

X. М. Девадзе 

СООТНОШЕНИЯ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УПОРЯДОЧЕННОСТЬ 
В УПОРЯДОЧЕННОЙ ПОЛУГРУППЕ ВСЕХ БИНАРНЫХ 

ОТНОШЕНИЙ В КОНЕЧНОМ МНОЖЕСТВЕ 

Мы будем рассматривать полугруппу SQ всех бинарных отно­
шений [5] — [8] в конечном множестве Q = {1 , 2, ...,п\. Известно, 
что существует изоморфизм ср ([3], гл. XIII, § 5; [8], § 4) полугруппы 
SQ на полугруппу SQ всех матриц отношений порядка п, состоящих 
из нулей и единиц, где матрицы отношения умножаются обычным 
способом, и для элементов 0 и 1 следующим образом определена 
сложение, умножение и упорядоченность: 

0 + 0 = 0, 0 - 0 = 0 , 
0 + 1 = 1 + 0 = 1 , 0-1 = 1-0 = 0, 0 < 1 , 

1 + 1 = 1, 1-1 = 1. 
При изоморфизме ср каждому бинарному отношению А из SQ соот­
ветствует матрица отношения_А = [ |а у | из SQ , в которой аи = 1, если 
(I, j) £ А, и аи = 0, если (I, j) £ А. В полугруппе SQ следующим об­
разом определяется отношение < : будем говорить, что A£SQ со­
держится в В £ S Q , И А < В, если из_ (I, j) £ А всегда следует 
(i, j)(~B. Отношение < в полугруппе SQ является двусторонне ста­
бильным отношением упорядоченности (см. 1.3 и 1.4). Поэтому 
полугруппу SQ всех бинарных отношений в конечном множестве й 
можно рассматривать как частично упорядоченную полугруппу. 

В настоящей работе доказано, что существует единственным 
образом определенная минимальная совокупность соотношений пред­
шествования, определяющая упорядоченность в упорядоченной 
полугруппе SQ матриц отношений порядка п. (Поэтому в дальней­
шем мы будем писать „матрица", имея в виду матрицу отношения.) 

В статье используются основные понятия из [1] и [2]. 

§ 1. Простейшие свойства матриц отношений 

1.1. О п р е д е л е н и е . Матрица A^SQ называется мономиальной,. 
если в ней каждая строка и каждый столбец содержат только одну^ 
единицу. 

С помощью мономиальных матриц в произвольной матрице А 
можно переставить строки и столбцы, для чего матрицу А надо 
умножить соответственно слева или справа на некоторую мономиаль-
ную матрицу ([4], гл. II, 6,10; {9], гл. VI, § 1). 
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1 .2 . О п р е д е л е н и е . В матрице А = [ | % | | порядка п у'-я строка 
Аапа-г- • -aJn) называется подстрокой 1-й строки {апап- • -а1п), если 
.alk>ajk для всех k = l, 2,...,п; у'-я строка называется собственной 
подстрокой i-й строки, если alk > ajk для всех k = 1, 2 , . . . , п и сущест­
вует \<t<.n, для которого ait>ajt. 

1.3. Будем говорить, что матрица А = | | а у | | из Se> содержится в 
матрице В = \Ьи\ из 5Q , и писать Л < В, если аи<.Ьи для всех 
/, у ' = 1 , 2 , Л е г к о заметить, что отношение < в полугруппе 
SQ является отношением упорядоченности. Если А<В, но Л ф В, 
то будем писать Л < В. 

1.4 Л е м м а. Если А, В, C£SQ и А<В, то АС < ВС, СА < С£; 
т. е. в полугруппе Ss отношение < является стабильным отно­
шением упорядоченности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A = ( |a y [ | , В=\ЬЛ, С = | |с у | | , 
АС = || du\, ВС = 1 е у « . Если 

то при некотором 1 < ^ < я имеем ait=l, ctj — \. Тогда из Л < В 
•следует, что Ьи=1, и поэтому 

« 

Следовательно, А С < / З С . 
Аналогично доказывается СЛ < СВ. 
1.5. О п р е д е л е н и е . Матрица А = \аи\ порядка п называется 

рефлективной, если аи = 1 для всех 1 = 1, 2, 
1 .6 . Матрицу А = | а у 1 порядка я, в которой по главной диаго­

нали имеется п — 1 единиц, а все остальные элементы — нули, назо­
вем матрицей типа р; при этом, если аи\= 0, то ее обозначим через 
Рн. Матрица типа р обладает следующими свойствами: 1) РиА есть 
матрица, в которой i-я строка нулевая, а все остальные строки соот­
ветственно равны строкам матрицы Л; 2 ) АРН есть матрица, в кото­
рой i-й столбец нулевой, а все остальные столбцы соответственно 
равны столбцам матрицы Л. 

1 .7 . Рефлективную матрицу порядка п, содержащую п + 1 еди­
ниц, назовем матрицей типа t; при этом, если недиагональная еди­
ница стоит на пересечении i-й строки и у'-го столбца, то ее обозна­
чим через Ту. Матрица типа t обладает следующими свойствами: 
1 ) ТуА есть матрица, в которой i-я строка есть сумма i-й и у'-й строки 
матрицы Л, а все остальные строки соответственно равны строкам 
матрицы Л; 2 ) Л Г у есть матрица, в которой у'-й столбец есть сумма 
1-го и у'-го столбца, а все остальные столбцы соответственно равны 
столбцам матрицы Л. 

1.8. О п р е д е л е н и е . Пусть А = \аи\\, В = \Ьи\, С = |]с (у))^5 й и 
АВ = С. ( 1 ) 

Элемент % = 1 матрицы Л называется нежесткой единицей матрицы 
Л относительно равенства (1), если найдется такая матрица Ai= | | a p ? l ! . 
что АХВ=С и dpq = apci {p=r=l или q ф у), а\.-=0; в противном слу­
чае элемент atj = 1 матрицы Л называется жесткой единицей матри­
цы Л относительно равенства (1). 

Аналогично определяются жесткие и нежесткие единицы мат? 
рицы В относительно равенства (1). 
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Очевидно, что если относительно равенства (1) матрицы А и В 
обладают нежесткими единицами, то существует такое равенство 
XY = С, где X, Y£SQ, относительно которого матрицы X и Y не 
имеют нежестких единиц и ^ < Л , Y < В. 

1.9. Через N(A) обозначим число единиц в матрице А. 
Л е м м а . Если в матрицах А = | |а у | | , £ = | J £ V | | £ S Q все единицы 

жесткие относительно равенства АВ = С, то N(A)<.N(C) и 
N(B)<N(C). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем говорить, что единица <% = 1 мат­
рицы Л образует k единиц матрицы С, если /'-я строка матрицы В 
содержит k единиц. Пусть в i-й строке матрицы Л имеется k < п 
единиц. Так как все единицы в матрице Л жесткие относительно-
равенства АВ=С, то каждая единица aik из 1-й строки матрицы А 
образует множество Ж единиц i-й строки матрицы С. Из множества 
М отбросим те единицы, которые образуются другими единицами 
i-й строки матрицы Л, после чего в множестве М останется хотя 
бы одна единица (в противном случае аш=\ будет нежесткой еди­
ницей матрицы Л относительно равенства АВ=С). Таким образом, 
каждой единице из i-й строки матрицы Л можно поставить в соот­
ветствие единицу из i-й строки матрицы С, которую образует толь­
ко данная единица. Отсюда следует, что число единиц в i-й строке 
матрицы Л не превосходит число единиц в i-й строке матрицы 
Следовательно, N{A) < N(C). 

Аналогично доказывается N(B) < N(C). 
1.10 Л е м м а . Пусть в матрицах A, B^SQ все единицы жест­

кие относительно равенства АВ=С. 
Тогда: 1) если какая-нибудь строка матрицы В содержат не 

менее двух единиц, то N (Л) < N (С); 2) если какой-нибудь столбец 
матрицы А содержит не менее двух единиц, то N (В) -С N (С). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть i-я строка матрицы В содержит 
не менее двух единиц. По предыдущей лемме N ( А ) < N{C). Пусть 
N (Л) = N(C). Тогда, по доказательству предыдущей леммы, число 
единиц в i-й строке матрицы Л равно числу единиц в i-й строке 
матрицы С, и каждая единица i-й строки матрицы Л образует толь­
ко одну единицу из i-й строки матрицы С. Отсюда следует, что 
всякая ненулевая строка матрицы В содержит только одну единицу, 
что противоречит условию. Следовательно, N(A) < N(C). 

Аналогично доказывается 2). 
1.11. О п р е д е л е н и е. Матрица Л (^SQ называется неразложимой 

в SQ, если из A = XY, где X, Y^SQ, всегда следует, что X или Y 
есть мономиальная матрица. 

Т е о р е м а . Любая мономиальная матрица неразложима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р—мономиальная матрица из SQ И 

P = XY, где X, Y£SQ. Покажем, что X и Y являются мономиаль-
ными матрицами. Рассмотрим равенство Р=Х^Х, относительно 
которого матрицы Х{ и Y1 не имеют нежестких единиц, А Г [ < Х , 
Yi<Y. По лемме 1.9. NiYj) <N(P) = n. Так как матрица Р не 
имеет нулевых столбцов, то N(Yl) = n. Аналогично, N(Xi) = n. 
Отсюда по лемме 1.10 следует, что в матрице Хх нет нулевого 
столбца, а в матрице Y1 нулевой строки. Следовательно, матрицы 
Хх и Yx являются мономиальными. Тогда, очевидно, Хг = X и 
Yt = Y. 

1.12. О п р е д е л е н и е . Пусть А , В, C^SQ. Матрица С назы­
вается общим левым делителем матриц Л и В в полугруппе SQ, 
если существуют такие матрицы X, Y^SQ, что А = СХ, B = CY. 
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Аналогично определяется общий правый делитель матриц А к В 
в полугруппе SQ. 

1.13. О п р е д е л е н и е . Матрицы A, B£SQ называются взаимно 
простыми в SQ , если они не имеют общих ни левых, ни правых де­
лителей, отличных от мономиальной матрицы. 

1.14. О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что матрица B£SQ П О -
Р 

крывает матрицу ,4 ' S o , и писать А < В, если А < В и N(B) = 
- N(A) + 1. 

р 
Л е м м а . Если. А, В, С £ SQ ; А < В и С — общий левый дели­

тель матриц А и В, то найдутся такие матрицы X, Y£SQ, что 
А = СХ, B=CY и X < Y. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А=\\аи\\, В = \\ЬИ\\, С = \\си\]. По 
условию, существуют такие индексы р, q, что bpq = \, apq = 0 и для 
остальных индексов аи = ЬИ. Пусть В --- CYX и Л = СХ, где Y Х = 
= ВД. x-UiA- и з 

п 
Ьрс1 = ^сргу'г1!=\ 

следует, что при некотором 1 < £ < ге имеет место cpk=\, y'kq = l-
Легко заметить, что в матрице X элемент xkq •-= 0. 

Пусть Y = Ц^у||, где ykq = \, а остальные элементы соответст-
р 

венно равны элементам матрицы X. Легко убедиться, что X <С Y и 
B=CY. 

р 
1.15. Л е м м а . Если Л , В, C^SQ; А < В и С — общий правый 

делитель матриц А и В, то найдутся такие матрицы X, Y £ SQ , 
что А = ХС, B=YC и X<Y. 

Доказывается аналогично лемме 1.14. 
1.16. Л е м м а . Если А, С £ SQ, А не содержит нулевых строк, мат­

рица С является левым делителем матрицы А и Р < С, где Р —моно­
миальная матрица, то найдется такая матрица X £ SQ, что 
А = СХ и ЩХ) < N(A). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Л = СХХ. Тогда Л = СХХ = СР~ХРХХ. 
Легко заметить, что СР~Х — рефлективная матрица; поэтому 
РХ, < А и А'(РХХ) < N(A). Отсюда имеем N(XX)<N(A). Если 
N(XX) < N(A), то лемма доказана. 

Пусть N(XX) = N{A). Тогда РХХ = А. Пусть СР~Х = В. Имеем 
Л = СР~1 РХХ = В А, где В — рефлективная неединичная матрица. Из 
Л = В А следует, что в матрице В все недиагональные единицы 
являются нежесткими относительно равенства А = ВА (см. 1.8). 
Поэтому существует такая матрица ТШ <, В, что А = Г ^ А . Отсюда 
следует, что в матрице Л ^-я строка является подстрокой i-й строки 
(см. 1.2; 1 .7) . Имеем A=TIKPUA (см. 1.6). Легко заметить, что 
N(PHA)<N(A), А - ВРИА — СР-]РИА. Пусть Я 1 РИА = А'. Тогда 
имеем А -СХ и 7V(A) = N(P~1PIIA) = N(PUA) < 7 V ( A ) . 

1 .17. Л е м м а . Я С Л И Л , C ^ S Q , матрица С — правый делитель 
матрицы А и Р < С, где Р — мономиальная матрица, то найдется 
такая матрица X^SQ, что А = ХС и N(X) < N(A). 

Доказывается аналогично предыдущей лемме. 
1 .18. Л е м м а . Если матрица А £ SQ не имеет нулевых строк, 
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'А < В, матрица С ^SQ—-общий левый делитель А и В, причем 
Р < С, где Р — мономиальная матрица, то найдутся такие матри­
цы X, Y^SQ, что 1) А = СХ, В = CY; 2) N(X)<N(A); 3) X<Y. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1.16 существует такая матрица 
X, что А = СХ и N(X) < N(A), а по лемме 1.14 существует такая 

р 

матрица Y, что X<Y и В = CY. 
1.19. Л е м м а . 7£Ьш матрица A£SQ не имеет нулевых столб-

р 
цов, А<.В, матрица С^SQ — общий правый делитель А и В, при 
чем Р < С, где Р — мономиальная матрица, тогда найдутся такие 
матрицы X, Y£SQ,4mo 1) А = ХС, B=YC; 2) N (Х)< N (А); 
3) X<Y. 

Доказывается аналогично предыдущей лемме, если применить 
леммы 1.17 и 1.15. 

§ 2. Упорядоченная полугруппа SQ 
2.1. Обозначим через Г (SQ) совокупность всех соотношений 

предшествования в полугруппе SQ . В множестве Г (SQ) следующим 
образом определим отношение р: (Ах < Вх) ~ (А2 < В2) (р), если 
существуют такие мономиальные матрицы Р и Q, что Л 2 = PAXQ, 
В2 = PBiQ. Легко заметить, что отношение р в множестве Г(5с>) 
является отношением эквивалентности. Множество Г (SQ) разбивается 
на непересекающиеся классы эквивалентных соотношений предшест­
вования. 

2.2. Обозначим через 1 Г(5д) совокупность представителей всех 
тех классов эквивалентных соотношений предшествования, в каждом 
из которых содержится хотя бы одно соотношение предшествова-

р 
ния А < В, удовлетворяющее следующим условиям: 1) А < В, 2) А и 
В взаимно просты, 3) В не содержит нулевых строк и столбцов. 

2.3. Л е м м а . Любое соотношение предшествования 

РиР < Р, (2) 
где Р — мономиальная матрица (i=l, 2,...,п), является следст­
вием из W (SQ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко заметить, что все соотношения 
предшествования вида (2) образуют отдельный класс L эквивалент­
ных соотношений предшествования. Представитель этого класса 
содержится в ^ ( S Q ) , так как всякое соотношение предшествования 
вида (2) удовлетворяет условиям 1) —3) из 2.2 (см. 1.11). 

р 

Пусть PjjP < Р есть представитель класса L, который содер-
р 

жится * F ( S Q ) . Тогда Р„РР < РР , т. е. соотношение предшество-
Р 

вания Pjj<_E, где Е— единичная матрица, есть следствие из 4 7 (SQ). 
Теперь легко заметить, что с помощью мономиальных матриц из 

Р 
Pjj < Е можно получить все соотношения предшествования вида (2) 
(см. 1.1). 

р 

2.4. Л е м м а . Любое соотношение предшествования Р < 7\;, где 
Р — мономиальная матрица, является следствием из Ч ; (SQ). 

Доказывается аналогично предыдущей лемме. 
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2.5. Л е м м а . Любое соотношение предшествования А < В из 
Г ( ^ 2 ) , где А содержит одну нулевую строку или один нулевой, 
столбец, а матрица В не содержит нулевых строк и столбцов, 
является следствием из W (SQ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть в матрице А i-я строка нулевая. 
Тогда, очевидно, в i-й строке матрицы В имеется только одна еди-

• р 
ница. Имеем А = PUB <i ЕВ = В. Отсюда и из того, что по лемме 2.3 

Р Р 
Ри<СЕ является следствием из 4?"(Se>), следует: А < 73 является 
следствием из (SQ). 2) Случай, когда А содержит один нулевой 
столбец, доказывается аналогично. 

р 
2.6. Л е м м а . Любое соотношение предшествования А < В из 

Г ( 5 д ) , где В содержит нулевые столбцы или нулевые строки, 
является следствием из ^'(SQ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть матрица В содержит k нулевых 
строк. Не нарушая общности, примем, что в матрице В только 
последние k строк являются нулевыми. Очевидно, тогда в матрице 
А последние k строк являются нулевыми. 

Пусть А = \\аи\\, В = \\Ьи\\, а 
дексов аИ = Ь,,-. Имеем 

О , b 

а, п q-l а 1 «7 

РЧ 

П q+1 

1 и для остальных ин-

•а, 

ЬР 1 •а •Р <?-! а •Р <7+1 

Ct-n-k 1 * ' ' a n - k q-l a n - k q a n - k q+1' ' ' a n - k n 

P 
< 

• •• о о 0 
•a: q_x ax q ax q + x 

p 
< 

a, 

••apq_x 1 a •p q+1 a 

l n - k \ ' ' ' a n - k q - l a n - k q a n - k 

p n 

q + l ' -U/n-k n 
=B. 

Пусть Al = \\a1

ul, причем a1 = 1, все остальные a , 7 = atj 
Тогда 

A = PMAX и B= PnnTpnAx. Так как по лемме 2.4 соотношение пред 
р р 

шествования £ < Т является следствием из XF (SQ) и А = РппЕАх< 
р р 
< РтгТрп^\ = В, то А < В является следствием из ^ ( S Q ) . 

Р 
2.7. Л е м м а . Если Л < 5 и матрицы А и В имеют общий ле­

вый делитель С, который содержит хотя бы один нулевой стол-
р 

бец, то А<В является следствием из x¥(SQ). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А = СХ и i-й столбец матрицы С 

нулевой. Имеем А = СРиХ= СХХ, где РиХ=Хх. В матрице Хх i-я 
строка нулевая. По лемме 1.14 существует такая матрица ^ i^5c> , 
В-509. Математика — 3 
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что Хх < Yx и В = CYX. Если матрица Yx не содержит нулевых строк 
Р 

и столбцов, то по лемме 2.5 Хх < Yx является следствием изЧ?"(5е>)-
Если матрица Yx содержит нулевые строки или нулевые столбцы, 

р 
то по лемме 2.6 Хх < Убавляется следствием из *F ( S Q ) . Тогда, оче-

р 
видно, А = СХХ < GYX = В является следствием из ^ ( S Q ) . 

Р 
С л е д с т в и е . Если А < В, матрицы А и В имеют общий левый 

делитель С, А = СХ и матрица X содержит хотя бы одну нулевую 
р 

строку, то А < В является следствием из 47 (SQ ) . 
р 

2.8. Л е м м а . Если А-С В и матрицы А и В имеют общий пра­
вый делитель С, который содержит хотя бы одну нулевую строку, 

р 
то А < В является следствием из W(SQ). 

Доказывается аналогично предыдущей лемме. 
р 

С л е д с т в и е . Если А < В, матрицы А и В имеют общий пра­
вый делитель С, А — ХС и матрица X содержит хотя бы один ну-

р 
левой столбец, то А < В является следствием из 47 (SQ) . 

2.9. Т е о р е м а . Любая совокупность соотношений предшество­
вания вида 47 (SQ ) является минимальной совокупностью, опреде­
ляющей упорядоченность в упорядоченной полугруппе SQ , и ника­
ких других минимальных совокупностей, определяющих упорядо­
ченность, в полугруппе SQ не имеется. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Сначала докажем, что всякое соотно* 
р 

шение предшествования А < В является следствием из 47 Из 
лемм 2.5 и 2.6 следует, что всякое соотношение предшествования 

р 
А < В, где матрица А содержит хотя бы одну нулевую строку или 
один нулевой столбец, является следствием из 47 ( S g ) . Пусть мат­
рицы А и В не имеют нулевых строк и столбцов. Применим индук-

р 
цию по Л/ (В). Если N(B) = n + \, то по лемме 2.4 А < В является 
следствием из 4?"(Sg). Допустим, что всякое соотношение предшест-

р 
вования А < В, где / V (В) < п + k, является следствием из ^ ( S Q ) , И 

Р 
докажем, что всякое соотношение предшествования А < В, где 
N(B) = п + k + 1, является следствием из ХГ (SQ ) . Пусть немономиаль-
ная матрица С является общим левым делителем матриц А я В. 
Имеем А = СХ, B=CY. Матрица С не содержит нулевых строк, а 
матрица X нулевых столбцов, так как матрица А не содержит нуле­
вых строк и столбцов. Если матрица С содержит нулевые столбцы 
или матрица X содержит нулевые строки, то по лемме и следствию 

р 
из 2.7 следует: А < В является следствием из ^(SQ). Пусть мат­
рицы С и X не содержат нулевых строк и столбцов. Рассмотрим 
равенство А = СХХХ, относительно которого матрицы Сх и Хх не 
имеют нежестких единиц, и Сх < С, Хх < X. 

Если в матрице С, какой-нибудь столбец содержит не менее 
двух единиц, то по лемме 1.10 N(XX) < N(A). Очевидно, что А=СХХ. 

р 
По лемме 1.14 существует такая матрица Yх, что Хх < Yx и В = CYX. 
Легко заметить, что N(YX) < N (В) = п + k + 1. По предположению, 
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р Р 
Хх < Yx является следствием из н7 (SQ ). Следовательно, А < В яв­
ляется следствием из 47 ( S Q ) . 

Если в матрице С, никакой столбец не содержит более одной 
единицы и нет нулевых столбцов и строк, то С\ является моно-
миальной матрицей. Имеем С, < С. Тогда по лемме 1.18 существуют 
такие матрицы Х2 и Y2, что 1) А = СХ2, B=CY2; 2) N(X2)<N(A); 

Р 
3) Х2 < Y2. Легко заметить, что N(Y2) < N(B) =п + k + \. Поэтому 

р Р 
X2<Y2 является следствием из 47 ( S Q ) . Тогда, очевидно, А < В тоже 
является следствием из 47 ( S Q ) . 

Если матрицы А и В не имеют общего левого делителя, отлич­
ного от мономиальной матрицы, но имеют общий правый делитель, 
отличный от мономиальной матрицы, то аналогично доказывается, 

Р 
что А < В является следствием из 47 (SQ ) . 

р 
Если матрицы А и В являются взаимно простыми, то или в А < В 

содержится 47 ( S Q ) , И Л И В 47'(SQ) содержится такое соотношение 
р 

предшествования Ах < Ви что имеет место A = PAXQ, В = РВХ Q, где 
р 

Р и Q — некоторые мономиальные матрицы. Следовательно, А < В 
является следствием из 47 ( S Q ) . Таким образом, все соотношения 

Р 
вида А < В из Г (SQ) являются следствием из 47 ( S Q ) . 

2) Пусть А < В — произвольное соотношение предшествования 
из T(Sq). Легко заметить, что существует конечная последователь-

р р р р 
ность матриц Аи А2,..., Ат , таких, что А —- Ах < А2 < • • • < Ат_х < 
р Р 

<. Ат = В. Так как всякое соотношение предшествования Л г < Д + 1 
( г = 1 , 2,... ,т — I), по вышедоказанному, является следствием из 
^ ( S Q ) , то А < В является следствием из 47 ( S Q ) . Таким образом, 
всякая совокупность соотношений предшествования вида 47 (£2) 
является совокупностью, определяющей упорядоченность в упоря­
доченной полугруппе SQ. 

Из определения совокупности 47 ( S Q ) легко заметить, что всякая 
совокупность соотношений предшествования вида 47 ' (SQ) , И только 
она, является минимальной совокупностью, определяющей упорядо­
ченность в упорядоченной полугруппе SQ. 

Отметим тот факт, что любая совокупность соотношений пред­
шествования вида 47(SQ) содержит представителей тех классов, 
эквивалентных соотношений предшествования, в каждом из которых. 

Р 
содержится хотя бы одно соотношение предшествования А < В, где 
или В — неразложимая матрица, или А — неразложимая матрица и 
А, В взаимно просты. 

2.10. Из теоремы 2.9 и из изоморфизма <р полугруппы S Q на по­
лугруппу S Q следует 

Т е о р е м а . Любая совокупность соотношений предшествования 
вида ср - 1 [W (SQ )] является минимальной совокупностью, определяю­
щей упорядоченность в упорядоченной полугруппе S g всех бинар­
ных отношений в конечном множестве 2, и никаких других мини­
мальных совокупностей, определяющих упорядоченность, в полу­
группе SQ не имеется. 
г. Ленинград Поступило 

15 V 1967 
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О. В. ШИМЕЛЬФЕНИГ. НЕКОТОРЫЕ УСЛОВИЯ РАСШИРЕНИЯ ОБОБЩЕННЫХ 
ГРУД И ОБОБЩЕННЫХ ГРУПП 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Расширением обобщенной груды Г пар частичных взаимно однозначных отог 
бражений между множествами А и В'' называется такая обобщенная груда К пар 
частичных отображений между множествами А и В, что ее образ при преобразова-

—1—1 
нии Q ((tp, ip)) = (српФ). ФГ№ г Д е (<(> 'W 6 К, совпадает с Г (Изв. вузов, Матем., 1966, № 5, 
с. 129—141). Расширение называется несобственным, если оно совпадает с исходной 
обобщенной грудой, и собственным в противном случае. Доказана 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы обобщенная груда Г пар частичных взаимно 
однозначных отображений имела собственное расширение, необходимо, чтобы 
выполнялось условие 

« г П ^ 0 ^ г П " Р г ^ 0 . О) 

где а г , а г , р г , pip — бинарные отношения, построенные с помощью теоретиков 
множественных операций над частичными отображениями из обобщенной груды Г . 

Говорят, что множество состоит из частичных взаимно однозначных совмест­
ных отображений, если их объединение является также частичным взаимно одно­
значным отображением. В теореме 2 доказано, что для обобщенных груд, состоящих 
из пар частичных взаимно однозначных совместных отображений, условие (1) явля­
ется также и достаточным. Как следует из работы, упомянутой выше, подобные 
результаты имеют место и для обобщенных групп частичных преобразований. (Ра­
бота поступила в журнал „Математика" З.Х.1967.) 


