
Б.М.Соломяк 

ЦИКЛИЧЕСКИЕ СЕМЕЙСТВА ФУНКЦИЙ ДНЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ ТЕПЛИЦА 

Множество U называется ц и к л и ч е с к и м для опе­
ратора Т в банаховом пространстве Ж , если наименьшее замкну­
тое Т -инвариантное подпространство, содержащее TJ , совпада­
ет со всем X . Вопрос об описании всех циклических множеств 
данного оператора Т занимает промежуточное положение между за­
дачами вычисления кратности спектра jti<T = wf { cwvd, TJ : TJ -
- циклическое множество j и описания инвариантных подпространств. 
В настоящей работе этот вопрос изучается для аналитических опе­
раторов Теплица (АОТ), т.е. операторов : # н->- tpf ̂  фе|-] м, 
в пространстве Харда Н г . Ранее был известен, по-видимому, лишь 
случай 4>U) = to(xw) , где w - * -слабый генератор алгеб­
ры Н°° (подробнее об этом см.ниже, в п. 1.2). 

Мы будем предполагать, что символ У является весьма глад­
ким. Даже и при таком ограничении задача выглядит необозримой. 
Полное описание циклических множеств удалось получить при неко­
торых условиях на геометрию кривой 11—+ Ц> Се^ ). 

Эта работа возникла при исследовании кратности оператора 
АОТ; некоторые результаты были анонсированы в [i] . Я благода­
рен Н.К.Никольскому за постоянное внимание, А.Л.Вольбергу и 
Д.В.Якубовичу за полезные обсуждения. 

Некоторые обозначения. Символ D обозначает единичный 
круг; dm, 2 - операции взятия замыкания и границы; ТГ= 3D ; 
#(Э£) - алгебра непрерывных операторов в пространстве % ; 

CtybT - семейство циклических множеств оператора Т ' 
E j (TJ) - замкнутое Т-инвариантное подпространство, натя­

нутое на TJ ; TJ1 аннулятор множества TJ в банаховом про­
странстве (БП); С А - диск-алгебра; N(Gr) — { <$ч/Ч% '• 

6 Ц О Т( Gr) } - класс Неванлинны в области G- ; 
(f™ - наибольший общий делитель внутренних 

частей функций семейства Т ; td - тождественное отображение; 
© - конец доказательства. 

§ I. Предварительные сведения: формировки 
результатов 

I.I. Пусть % - БП. Очевидным необходимым условием циклич-
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ности множества TJ для оператора ТеХ(ЭЕ) , является следую­
щее: 

T J i n K e a ( T * - A I ) = {о] , V X e C . (I) 

В конечномерном случае (film Э6< оо) условие (I) является и до­
статочным для цикличности. Нам понадобится чуть более общее ут­
верждение. 

ЛЕММА I. Пусть ЭЕ-БП,. Те2(&), TJ<= Э6- . Предположим, 
что подпространство E T (TJ) имеет конечную коразмерность 
и выполнено условие (I). Тогда E T (TJ )= 96 , т.е. T J e C ^ t T . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим Y = Е Т Ш ) и пусть Y * % . 
Имеем T * Y i c Y 1 и 1< Aim Y x < °° • Следовательно, 
оператор Т * | Y1 имеет собственный вектор, что противоречит 
(I). 9 

В случае АОТ с символом у базисом подпространства 
Кег(Тф- X I ) служат функционалы вычисления значения функции и 
производных в точках X таких, что <j>(£) = A • При этом произ­
водные берутся вплоть до порядка, равного кратности нуля Ч>А в 
точке ? . Необходимое условие цикличности (I) для множества 
ХГсЦ^ переписывается так: 

Для любых точек ? „ . . . , ? w

e D таких, что 
q>(= =H)(?tM,)= а . причем значение а 

' принимается в точке £j с кратностью Kj. , име­
ет место соотношение: 

Здесь tank обозначает размерность линейной оболочки мно­
жества строк, быть может, бесконечного. 

Поясним это условие в случае, когда 0, j.«m 
Сопоставим функции и w-мерный вектор Зг(и)= [и-с̂ ),...,м.(?т)] 
Тогда условие (У1) означает, что векторы У о ) , U/eTJ , по­
рождают пространство C m . 

Чтобы проследить бесконечномерные эффекты, напомним класси­
ческие результаты. 

1.2. Теорема Бёрлинга об операторе сдвига Т г :$ и- г£ да­
ет первый очень важный пример описания циклических множеств: 

U e C y c T ? < = > H 0 3 ( a i n : w,eTJ) = H • 
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В [з] показано, что приведенное описание циклических мно­
жеств сохраняется для оператора T w , где w - * -слабый гене­
ратор алгебры Н м , и это характеризует генераторы. Вообще опи­
сание циклических множеств (как и инвариантных подпространств) 
совпадает для операторов Tq> и T w < 4 p , где оо - * -сла­
бый генератор алгебры Н°°(ка) , л = > q>(D) • Это позволяет 
охватить некоторые негладкие символы. 

Случай ф(2) = гп сводится к теореме Хелсона - Лауденсле-
гера об операторе кратного сдвига. Чтобы сформулировать резуль­
тат, для функции £(г) = £ к г. 0 л к :г к положим £ j ) K u ) = 
= Ек»о 'Н+кл*К> 0<}$и--1 . Напомним, что матрица-функ­
ция (м.-ф.) размера и*р называется внешней, если р» % и 
наибольший общий делитель внутренних частей ее миноров порядка 
и, равен единичной функции. При этом допускается р = м . 

ТЕОРЕМА А. (см. [2], стр.38). Множество ТГсН* является 
циклическим для оператора Тги, в том и только том случае, ког­
да м.-ф. 

г -,o*i* и-1 
L *' П J U-eTJ 

является внешней в круге Ю 

Оператор сопряженного сдвига Т£ : $• ($-£(0))/г явля­
ется антианалитическим оператором Теплица, однако, термины, воз­
никающие при описании его циклических векторов (Дуглас, Шапиро, 
Шилдс) оказываются полезными и в случае АОТ. 

ТЕОРЕМА В (см. [2], стр.48). Множество TJcH*', оалА, TJ< 00 , 
является циклическим для оператора J* в том и только том слу­
чае, когда найдется функция K-eTJ , не имеющая псевдопродол­
жения в £.и[оо} \ С & Г А В , или эквивалентно, 

й | Т 4 N(D» • 
1.3. Основные результаты. Ограничимся не более чем счетны­

ми циклическими множествами TJ • элементы которых будем нумеро­
вать . Следующая теорема служит непосредственным обобщени­
ем теоремы А. 

ТЕОРЕМА I. Пусть Н ) е Сд , причем множество ЧЧТГ) есть ко­
нечное, объединение -гладких жордановых дуг. Предположим так-
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же, что ф обладает свойством (CI): 
Функция \ Ш§ ф ( 6 ^ ) строго возрастает при 

(CI) ^ е СО, 2/0гИ (имеется в виду какая-либо непре­
рывная ветвь аргумента). 

Тогда множество ( « . w }. с Ц 1 , » < м , является 
циклическим для оператора Тц> в том и только том случае, когда 
выполнены два условия: условие (У1) из п.1.1 и следующее усло­
вие (У2): 

Для любой точки г е Т и ее круговой окрестности У г 

такой, что в области У г п В) определены к одно-
(У2) значных ветвей Ф,,= id , Ф^ , - - - ? Ф* функции ф _ 1° Ф , 

матрица-функция [(ufft<> ф:)({)] к является внеш­
ней в Y 4 n D . ** 

Чтобы сформулировать следующий результат, нам потребуются 
некоторые обозначения. Пусть функция ф аналитична в ctoi J) . 
Тогда множество Г= фсТГ) разбивает плоскость на конечное чис­
ло компонент. Символом Л,"° обозначим объединение компонент, 
в которых число ф-прообразов равно к (с учетом кратности). 
"Дырами" будем называть ограниченные компоненты множества 
<£чф(с£м D; = л/"'. 

Будем говорить, что ф есть ф у н к ц и я о б щ е г о 
п о л о ж е н и я , если она аналитична в clui ID , кривая 
1Ф ( е*Ъ не имеет "дуг наложения", все точки ее самопере­
сечения просты и трансверсальны, и ф'| Т * 0 . 

ТЕОРЕМА 2. Пусть функция общего положения ф обладает 
свойством (С2): 

Для любой компоненты G-cil00 , , найдется 
цепочка компонент QK - G , G-K_1 > • • •, Qi таких, 

(С2) что Q^c S h { i ) , области , имеют общую 
дугу границы, а имеет общую дугу с неограничен­
ной компонентой множества S L W . 

Т Т ( Li] > 
Тогда множество и = I'И' 5^ , пь<оо , является цик­

лическим для оператора Т<р в том и только том случае, когда вы­
полнены три условия: (У1),(У2) И (УЗ): 

(УЗ) Для любой "дыры" G-cJl(0) найдутся ц j-^m такие, что 
и, сЧг ' / ^ ] « ^ - ' | 3 & ^ М ( & ) ; ^ Ф | Т Г . 
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Примеры и замечания. I. На рис.1а) приведен пример функции 
Ф , для которой условие (С2) выполнено, на рис.16) - не вы­

полнено. 

Рис.1. а) б) 
2. Легко видеть, что из свойства (CI) следует свойство (С2) 

и отсутствие "дыр". 
3. В теоремах I и 2 кратность спектра оператора равна 

листности символа исф) = и*ах [ к: JL(K> 4- 0 } , как следу­
ет из PQ • В качестве циклического множества наименьшей мощнос­
ти можно взять TJ = ( 1,и,..., и и , ( Ч' н } , где и, - любая 
аналитическая и однолистная в doi D функция. Условия (У1),(У2) 
почти очевидны, а условие (УЗ) вытекает из того, что функция 
u° $ н имеет разрыв первого рода на 9G-

4. Условия (У1)-(УЗ) являются необходимыми для цикличности 
множества TJ безо всяких ограничений на геометрию ф(Т) . Прос­
тые примеры показывают, что если в образе 9(B)) есть "дыры", 
то условий (У1),(У2), а если нарушается свойство (С2), то условий 
(У1),(У2),(УЗ), недостаточно для цикличности. 

1.4. Теорема 2 автоматически переносится на случай операто­
ра умножения Tip f ы- Щ , действующего в пространстве Смир­
нова Е гсИ) на открытом множестве ft (не обязательно одно-
связном) с кусочно-гладкой границей. Рассмотрение неввязного мно­
жества R равносильно рассмотрению прямой суммы операторов ум­
ножения. В частности, сюда включаются диагональные векторые АОТ. 
Мы не будем детально формулировать "обобщенный" вариант теоре­
мы 2, а приведем одно его следствие. Другое следствие, относящее­
ся к оператору умножения на % в конечносвязной области, приве­
дено в [i] . 

СЛЕДСТВИЕ. Пусть G-̂  , i= 1 , . . . , N » - жордановы области с 
кусочно С̂ -гладкой границей такие, что различные множества 

flG-j, , 8GTJ попарно пересекаются лишь в конечном числе то-̂  
чек и никакие три из них не пересекаются. Пусть Y ( K ) есть мно-
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жество точек ге С . принадлежащих не менее, чем к областям 
(q, . Предположим, что выполнено свойство (СЗ): множества 
t\oUbV(K) связны при K = 1 , . . . , N .Пусть Ti - опера­
тор умножения на ъ в Ê C&i), Т = L © Т i . Тогда мно­
жество TJ= { и щ } ^ , и й з = (и-сН. • • , ) > являет-
ся циклическим для оператора Т в том и только том случае, ког­
да для любого подмножества 9ej4,...,N ] такого, что = 
- П &. ̂  0 , матрица-функция Г иР^Ы**1? я в л я _ 

ется внешней в G-j 

I.5.- В следующих двух параграфах доказана теорема 2; тео­
рема I доказывается так же, с точностью до некоторых деталей. 
Систематически используется теория классов Харди-Смирнова Efyjl) 
в областях с кусочно-гладкой границей (см. И , [б]), в частности, 
внешне-внутренняя факторизация, аналоги теоремы Бёрлинга и тео­
ремы вложения Карлесона. Нужные факты легко переносятся из кру­
га конформным отображением. 

§ 2. Необходимость условий цикличности 
Г - Л , W . . % 

Проверим, что если множество TJ= \%" 1ул

 с И явля­
ется циклическим для оператора Т= Tq> ..то выполняются усло­
вия (У2),(УЗ). Необходимость условия (У1) очевидна для любой 
функции ф е И 0 0 ; это обсуждалось в п.1.1. 

Необходимость условия (У2) проверим для функции ф , ана­
литической в cC(r4 D . Пусть г е Т , - круг с центром в 
точке ? такой, что в области Vj п D определены к; 
однозначных ветвей ф4 = \к, ф К функции Ф""1 ° Ф . От­
сюда следует, что области (Sl%) попарно не пересекаются. 
Легко видеть, что функции ^ - ( ь ф j. и Ф̂  являются 
внешними в Slz . Рассмотрим отображение 

Оно непрерывно действует из прямой суммы К экземпляров прост­
ранства Н г в пространство Е г ^ ( Л г ) . Допустим, что все 
старшие миноры матрицы [ucJ] • Ф^]**"1, , к^ж- , имеют об- > 
щий внутренний делитель у в области SLZ . Если ^ = 
= Е^И(,Р|(Ф) и*-*1 , где р^-полиномы, то функция л ($v..., i к), 
очевидно, делится на у . Значит, образ при отображении л пря­
мой суммы пространств ET(TJ) содержится в ^Е^ к(Л г) 
В то же время, а(1,*, = П ц * (Ф() Ш ( V ^ 
- внешняя функция. Следовательно, Е т Ш ) * Ц г • © 
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Необходимость условия (УЗ) проверим для функции "общего по­
ложения. Пусть G- - ограниченная компонента множества <1лФ(с&м0) 
Предположим, что условие (УЗ) нарушается. Тогда для некоторой 
функции И (G-) 

Построим функционал, аннулирующий пространство Е Т ( 1 Г ) • Рас­
смотрим функцию jiiU) = le-q.li.viF1

 с$-')([;){$-<)'(!;) | . Оче­
видно, jU-eLJ1 &г\ ) . Кривая ti-^qKe1* ) в случае об­
щего положения не может образовывать углов, больших % . Следо­
вательно, jiju суммируема по гармонической мере области Q и 
найдется функция keE 1 (G- ) такая, что lu^exp^ п.в. 
на 3G- .Положим А = (k°4>)CJ>'-(X<><p)/u,w , 

m ^ f t f . ^ ) ^ ^ - ^ * . (2) 
Ясно, что % есть линейный непрерывный функционал в Н . При 
этом T(uw4'1') = 0 , i « m , г?О . Следовательно, 
т | ЕТ(.1Г) = 0 . Остается показать, что ъ\ \\%•$ О . За­
метим, что компакт К= 1?_<(3G-) есть объединение конечного 
числа (может быть, одной) дуг окружности Т , но не совпадает 
с Т . Поэтому полиномы плотны в С (К) . Формула (2) определя­
ет непрерывный функционал в Се К) , и если v\ И гн 0 , то и 
ъ\ С(Ю = 0 . Но это противоречит тому, что А(х) £ 0 п.в. 

на К . © 
§ 3. Достаточность условий цикличности 

3.1. Пусть множество TJ= {u.^ удовлетворяет уо-
лов:иям (У1),(У2),(УЗ). Для проверки цикличности надо показать, 
что всякая функция ^ е ^ ( Т ) такая, что 

J u U V f d % = 0 , j<t*,' к » 0 , ( 3 ) 

ТГ 
принадлежит пространству \\х . Пользуясь тем, что функция-#=ф|Т 
взаимно-однозначна в дополнении конечного подмножества ТГ, сде­
лаем замену переменной в (3). Полагая $ = ( £« ) (&~ {) г, 

= «Д-1 » iT* , получим, что J <j,5KdS= О , 
где Г = ЧЧТ) . Заметим, что v c * ] LL (Г, I d? | ) , и рас­
смотрим интегралы Коши 
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Функции fC^j]^ (.ъ) принадлежат классам Смирнова Е , р<1 , 
в каждой из компонент дополнения кривой Г . Окончательно усло­
вие (3) переписывается так: 

К^из^и) = 0 ; г«А' 0 >, m , С4) 

где Л\0) - неограниченная компонента множества С\ Г . 

ПЛАН ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Сначала будет показано, что функция 
$ , удовлетворяющая (3), продолжается с окружности до меро-

морфной функции класса N в ф\ф" 1 (Г) . Затем мы прове­
рим, что куски продолжения "склеиваются" по-настоящему и дают 
функцию из пространства Н*. Следующая лемма является основной 
для реализации первой части программы. 

Положим Z= : ф'(£)= 0 }) • Напомним, что J L W 

- объединение компонент множества С \ Р » в которых имеется ров­
но к ф -прообразов с учетом кратности. По принципу аргу­
мента, число к равно индексу кривой Г относительно точек 
компоненты. На множестве JL(K) \ Z одределены (локально) ана­
литические ветви обратной к ф функции Чц), • • •) ЧГ^) 
Положим v c* ]- и [ ^ ° Ф Г 1 , • 

ЛЕММА 2. Пусть множество TJ удовлетворяет условиям (УТ), 
(УЗ) и функция с} удовлетворяет (4). Тогда при всех 1с» О 

^ЧКшу^,-.-,^]^--к B ^ \ Z . (5) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ. То, что интересующий нас ранг всюду 

не меньше, чем к , следует из условия (У1). Проверим противо­
положное неравенство. Условие (5) выполнено в неограниченной 
компоненте л / ' 1 , т.к. в ней оно равносильно (4). Пусть Н (> 

Hj, - компоненты множества С \ Р , имеющие общую дугу гра­
ницы * .Из условий на кривую Г в теореме 2 следует, что 
индекс в областях Н4 и отличается на единицу, поэтому 
можно считать, что Н ( с А 0 0 , Ц г с JI l K + 1 } . Покажем, что если соот­
ношение (5) выполнено в Н1 , то оно выполнено и в Н г . Прове­
рим это п.в. на ft , а дальше воспользуемся теоремой единствен­
ности. Как известно, скачок интеграла Коши равен v ^ g . п.в. 
на ft . При согласованном выборе ветвей обратной функции в Н< 
и в Ц% будем иметь Ф"/ к + 1 ) | * = 1 a, vr*J| ос = . Отсюда 
и следует требуемая оценка. 
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Так, переходя от компоненты к соседней с большим индексом 
и пользуясь свойством (С2), получим, что соотношение (5) имеет 
место в Л \Z , к» 1 . Остается проверить, что для лю­
бой йдыры" QccSLw , выполнено равенство: К^ср^ф = 0, ? 6& . 
Поскольку (5) уже проверено в компонентах, соседних с G , из 
"формулы скачка" получим, что 

Нужное равенство теперь немедленно вытекает из условия (УЗ); на­
до лишь учесть, что Ep(G)c: N(G-), р>0. @ 

Из соотношения (5) вытекает существование и единственность 
в каждой компоненте НсЛ, ( ю функций а н , i«K , таких, 
ЧТО 

Пусть Цел,00, Gcjl"1*1' - соседние компоненты, имеющие об­
щую дугу границы & . Для точки ге.ос\ Z рассмотрим окрест­
ность Vj такую, что Y% с in-t (elm (G и Н)) N Z . В етой ок­
рестности можно зафиксировать нумерацию ветвей обратной функции: 
будем считать, что ветви , • • •, У~(*к) определены во всей 

, а в области V 2n G к ним добавляется ветвь Ф^,,) . 
совпадающая на а. с •ft-'1 . 

ЛЕММА 3. Почти всюду на *л имеют место равенства 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО немедленно следует из формулы скачка и един­
ственности представления (6). © 

Рассмотрим теперь разбиение круга Ъ с помощью множества 
<|~\Г) . Компоненты множества Ц)\ ф"1 ( Г) будем называть 
клетками. Множество фн(.Г) является объединением конечного 
числа дуг, гомеоморфных открытому отрезку, и их концов - вершин. 
Положим Е = ̂ (Z) и будем относить к числу вершин точки 
множества S л Т\Г) • Для любой клетки R ее образ ф(Ю 
- некоторая компонента множества C N Г • Пусть ф(Ц) = G-c,fl/K\ 
Зафиксируем в области G ветвь обратной к Ф функции 
такую, что ф~̂  ° ф = id | ТС- . Положим 

У\%) = $(4)<¥(*», геЦ\ Е • (?) 
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Введем обозначение: U ( J } (3) = (ф(з>) ; тем самым, 
К, 0 11R = | R .Пусть Jc[1,.,.,w],ca*A J = k .По­
ложим to?" (г) = <Ut Ги , ^ ( г )1^ 6 ^ . Из равенства (6) следует 

P 4 J = ^ [ М ч в , ' * с ? С ^ ' ( 8 ) 

Ввиду условия (У1), для любой точки геЦ \ Е найдется J та­
кое, что ujU) * 0 • Поскольку ветвь Ч'^ определена в об­
ласти Gr= Я>(Я) однозначно, отсюда и из (8) получим, что 
есть мероморфная (однозначная) функция класса N(R) .Из лем­
мы 3 немедленно вытекает следующая лемма. 

ЛЕММА 4. I) Если R, S - соседние клетки, то Р = F п.в* 
на ЗИп 35 

2) Чгг*= п.в. на 9R П ТГ . @ 

Итак, мы получили продолжение "ортогональной" функции f 
до функции класса N(B) \ Ф'ЧГ)) » граничные значения которой 
согласованы на дугах ф"\Г)п D . Чтобы завершить доказа­
тельство, надо произвести "склейку" и показать, что f^\i^ 

3.2. Для "склейки" потребуются дополнительные технические 
средства. В технических леммах ниже требования гладкости могут 
быть существенно ослаблены, но это не входило в наши цели. 

Пусть SL - жорданова область со спрямляемой границей. Про­
странство слабого типа Е^ ' + в , (л . ) можно определить так: 

feE^°A(JL)<^>(^eE P( ln,),p<1; Um CP~1)jf | =0) . 
p-M-o г ^ 

Хорошо известно [б] , что если граница ikb кусочно С -гладг 
кая и J.e ЬЧЗл,, | с1г|) . то интеграл Коши Ко принад­
лежит классу E j ' * w (Л) . 

ЛЕММА 5 (А.Б.Александров). Пусть область SL разбита в 
объединение двух областей SLA , & % , все области - жордановы с 
кусочно сг-гладкой границей. Пусть E* ' + C 0 ( .ui ) , \>- \ ,%, 
и пусть = $ % п.в. на Зл< п Ьль . Тогда существует 
функция E0

V°°(A) т а к а я » ч т о i \ &i = h • 

Доказательство приведено в [7] для частного случая; общий 
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случай получается аналогично. @ 
Из внешне-внутренней факторизации легко вытекает, что если 

^ £е1Г (ТГ ) , • ^ © Н * , ^ € Н Ч и у функций отсут­
ствует общий внутренний сомножитель, т.е. Н03(<}ЛН') - i , то 

! f е И Р • Утверждения такого рода представляют собой вариан­
ты абстрактного принципа Фрагмена - Линделёфа в форме В.И.Смир­
нова (см. [2], стр.25,42). Следующая лемма выводится отсюда стан­
дартными приемами. 

ЛЕММА 6. Пусть A, W - области с кусочно С̂ -гладкой гра­
ницей, WcJi, и пересечение 2W п дл есть жорданова дуга 

ос . Пусть /<?8л - дуга, содержащая дугу & строго внут­
ри себя. Тогда имеет место импликация 

[*\*е\1Г(Ш*\у> * j € E W НОЙ(0 = И , 

tyeE*un,V,] => ^E 1; M(W). • 
ЛЕММА 7. Пусть область Л , разбита в объединение областей 

J L V , Ji N ; все области имеют кусочно (/̂ -гладкую 
границу. Если функция £ аналитична в SL и £ Е^А^), 

р>0, Vi , то * в Е р ( Л ) . 

Для доказательства достаточно взять "хорошее" семейство 
контуров .у, t Зл, и воспользоваться теоремой вложения Карле-
сона для множеств Tj о в областях J L ^ . @ 

3 . 3 . Склейка. Стирание особенностей на транше. Здесь мы 
покажем, что продолженная функция £ принадлежит классу £ % 

в окрестности окружности Т . 
Пусть - г еТГ . Поскольку кривая Г общего положения, точ­

ка ; г может лежать на границе одной или двух клеток. Если точ-
„>ка г лежит на границе единственной клетки К , то 

Г * <f'<£•''£*( D п У г ) , где V x - достаточно малая окрест­
ность точки, г . Это вытекает из формулы (8) и условия (У2) с 
помощью леммы 6. 

Предположим, что точка % ...дежит-кна границе клеток R и S . 
Пусть ЧЧТОс л/к), Ч>( S) <= Л , ( к И ) , * - общая дуга границы 
этих клеток с концом в точке г . Выберем круг Тг такой, что 

Л Г . Х л Z N { X J = 0 и дуга ос разбивает область SL% = 

= Y% П Ш на два криволинейных сектора (см.рис.2). В об-
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ласти Л г определено к однозначных ветвей Ф< , % , . . • , У к Функ-
s " \ ции ф"1 « ф ; в области 

/ \ л S к ним добавля-
' — Т " 1 ^ е т о я в щ е о д н а в е - т в в • 
. •^^7л^\ ^ /р Имеем и**1 = и-^1 • Ф; , при-
/JAv ^j>coc чем индекс 6 из формулы (8) 

можно считать равным единице; 
Рис.2. ^ = -td I А% . Заметим еще, 

что все функции и и^ 1 ф£ принадлежат классу Е 1 в 
своей области определения и что % - внешние. Для любого стар­
шего минора Ят м.-ф. Г1ЬС^11**т' из (8) имеем 

1 км * i S K + 1 

Г Ч ^ П Y j e Е ? (л^п S), p < V(k +D . (9) 
i=1 

' i*K Аналогично, для любого старшего минора H-j. м.-ф.[и(* ] 
полагая V x = it* Г] У- • имеем 

Р К ^ е Е Р ( Л г п Я ) , р< 1/K - < I 0> 

Положим ^= З л г л 3 5 (см.рис.2). Поскольку FS= п.в. 
на ос , а фг(Р51 ^ = £| ^ « 1*4/) , получим 

Пользуясь условием (У2), из (9),(II) по лемме 6 заключаем, что 
при некотором р>0 , 

<р'|Г*Ут е Е Р ( л 4 п S) , (12) 

где А г - относительная окрестность точки Ъ , меньшая, чем 
Л . г . Заметим, что функция из (10) принадлежит классу Е ' , + < и 

в области TJ? n R. , где Tjy - любой круг с центром 
z;etf л Иг , содержащийся в области А г вместе с замыканием 
(см.рис.2). Значит, для меньшего круга Tj£ имеем: 

Согласно лемме 5, функции и F R аналитически "склеиваются" 
в круге Tj£ , а поскольку точка $ выбиралась произвольно, то 
во всей области А г . "Склеенную" функцию обозначим через F . 
Теперь из (10) и (12), применяя лем«у 7, видим, что при некото-
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ром р У 0 , 

Условие (У2) обеспечивает равенство r lOSUVj H )= Ц , где 
J пробегает подмножества { 1 , . . . , ж } из к элементов. Сно­

ва применяя принцип Фрагмена - Линделёфа (лемму 6) получаем, 
что $ = q'FeE*i,n/^) дан меньшей области £1,Г

Ъ . © 

3.4. Стирание Д У Г . Точно так же, как в п.3.3 для дуги а, , 
доказывается, что функции F* аналитически продолжаются через 
все дуги множества <?"\Г) л D .В результате получаем 
функцию F , мероморфную в круге D за исключением, быть мо­
жет, конечного числа точек - вершин Ф'ЧГ) 

Стирание особенностей внутри круга. Покажем, что все осо­
бые точки функции F являются полюсами. Пусть % - вершина 
множества Я1"1 (Г) • Рассмотрим ее круговую окрестность Y% 
столь малую, что она разбивается дугами множества 9"^ Г) на 
криволинейные секторы в Y j n Е ч « 1 = 0 . Пусть ̂  = 

%•>••• >^к - ветви функции Ц)"1 о , определенные во всем 
круге У г , т.е. такие, что Ф ^ Ш е D . Некоторые из них 
могут переставляться при обходе точки % . Рассмотрим функции 

«^-сг.Фа ( 1 3 ) 

аналитические и однозначно определенные в Ч%s {%} , посколь­
ку ветви Ч»4, ц к , входят в формулу симметрично. Пусть 

Я - любая из клеток, на границе которой лежит точка г . В 
ней определены ветви ф.,,..., ф а , к , функции t|r' „ <р _ 
Из равенства (6) следует, что 

При v > k , l | i . (»)eT , и значит, области = * т Ч ( й л У я ) 
граничат с окружностью. Уменьшая, если нужно, круг У г , можно 
считать, пользуясь доказанным в п.3.3, что £*(!{») 
Тогда при i > к , 

откуда иЦ 1 • (F • ^ ) <Р' е Е 1 с Я n V x ) .С другой стороны, 
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Таким образом, мы видим, что (ф^йДй -пУ^е Е^СИ-п V 2 ) .По 
лемме 7, (Vj^Q-.e Е 4 / * £Я j ) , откуда вытекает, что 
функции G-̂  могут иметь в точке г лишь полюс. Матрица систе­
мы (13) имеет максимальный ранг в У% s {2} по условию (У1), 
и решая эту систему относительно ((Г о ф,,) = |Г , получим, что 
функция Г также имеет в точке г полюс, причем его крат­
ность оценивается константой, зависящей от TJ , но не от £ . @ 

3.5. Завершение доказательства. Итак, показано, что произво­
льная функция f е l/cTT) , "ортогональная" пространству 

E T ( T J ) , Т = Ту t продолжается до функции класса Цгс 
точностью до конечного числа полюсов в фиксированных точках с 
фиксированной оценкой кратности. Это значит, что Е Т (ГГ) - под­
пространство Ц г конечной коразмерности. Остается воспользо­
ваться леммой I и тем, что условия (У1) и (I) в нашем случае рав­
носильны. % 
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B.M.Solomjak. Cyclic sets for analytic Toeplitz operators. 

Summary 

Analytic Toeplitz operators- Jy :f ̂  (f-f^ <pe Ц00 > in 
the space are considered. In the case of smooth symbol and 
under some hypotheses of geometric nature on the curve X t-* 4(4^), 
a full description of cyclic families is obtained. This descrip­
tion is based on the notions of an outer function and pseudocon-
t:lnuation, which are employed to characterize cyclic vectors for 
the shift operator and its adjoint. 
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