
|Reλ| < κ2. В этом случае локализация вибрационного процесса
только путем подбора глубины залегания включения невоз-
можна. Невозможен также и низкочастотный резонанс, так
как для полупространства ωкр = 0.
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УРАВНЕНИЕ ДИФФУЗИИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА
СО МНОГИМИ ВРЕМЕННЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ∗

1. Рассмотрим уравнение
m∑

k=0
λk

∂αk

∂yαk
u(x, y)−∆x u(x, y) = f (x, y), (1)

где ∆x =
n∑

i=1
∂2/∂x2

i — оператор Лапласа, x = (xi ) ∈ Rn; ∂αk /∂yαk

k —

дробная производная порядка αk по переменной yk , либо произ-
водная в смысле Римана-Лиувилля ([1, с. 9]), ∂αk /∂yαk

k = Dαk
0yk

,

Dα
0t g (t ) = [Γ (m −α)]−1(∂/∂t )m

t∫
0

g (s)(t − s)m−α−1d s, αÉ m; либо произ-

водная Капуто ([1, с. 11]), ∂αk /∂yαk

k = ∂αk
0yk

, ∂α0t g (t ) =
(
∂
∂t

)m
Dα−m

0t g (t );
y = (yk ) ∈Rm; αk ∈ (0; 1), λk > 0, k = 1, 2, . . . , m.

При m = 1 уравнение (1) совпадает с уравнением диффу-
зии дробного порядка. Уравнения с дробными производными
могут выступать в качестве математических моделей, описы-
вающих различные процессы в средах с фрактальной геомет-
рией ([1, гл. 5]). Отметим работы [2–8], в которых рассмат-
ривались диффузионные и диффузионно-волновые уравнения

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда
Фундаментальных Исследований (гранты № 06–01–96625, № 06–01–96627)
и Фонда содействия отечественной науке
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дробного порядка (см., также, библиографические коммента-
рии в [7, с. 132]).

В работе построено решение задачи Коши для уравнения (1)
и доказана его единственность в классе функций, удовлетво-
ряющих аналогу условия А. Н. Тихонова.

Обозначим через D = {(x, y) : x ∈ Rn , y ∈ T }, где T = {y = (yk ) :
yk ∈ (0;Tk ), k = 1, 2, . . . , m}. Если z ∈ Rm, z = (zk , k = 1, 2, . . . , m), то
через z(k) будем обозначать проекцию точки z на Rm−1 вдоль zk :
z(k) = (z1, ..., zk−1, zk+1, ..., zm). Y = (0; y1)× ...× (0; ym). Y(k) = (0; y1)× ...
×(0; yk−1)×(0; yk+1)×...×(0; ym). T(k) = (0;T1)×...×(0;Tk−1)×(0;Tk+1)×...
×(0;Tm).

2. Регулярным решением уравнения (1) в области D в слу-
чае производной Римана-Лиувилля (∂αk /∂yαk

k = Dαk
0yk

) назовем

функцию u = u(x, y) из класса
m
Π

k=1
y1−αk

k u(x, y) ∈ C (D̄), uxi xi (x, y),

Dα
0yk

u(x, yk ) ∈C (D), i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , m, удовлетворяющую
уравнению (1) во всех точках (x, y) ∈ D.

ТЕОРЕМА 1. Пусть 0 <αk < 1, τk (x, y(k)) ∈C
(
Rn × T̄(k)

)
, f (x, y) ∈

∈ C (D̄), 1 É k É m, f (x, y) удовлетворяет условию Гельдера,
и выполняются соотношения

lim
|x|→∞

τk (x, y(k))exp
(
−ρ|x| 2

2−α
)
= 0, 1 É k É m; (2)

lim
|x|→∞

f (x, y)exp
(
−ρ|x| 2

2−α
)
= 0, (3)

где ρ < (1−β)
(
β/T ∗)β/(1−β), β = α/2, α = max

1ÉkÉm
αk , T ∗ = max

1ÉkÉm
Tk .

Тогда функция u = u(x, y), определенная равенством

u(x, y) =
m∑

k=1

∫

Y(k)

∫

Rn

τk (ξ,ηk )Γ
(
x, y, ξ, η

)∣∣∣
ηk=0

dξdη(k) +F (x, y ; f ),

где

F (x, y ; f ) =
∫

Y

∫

Rn

Γ(x, y, ξ, η) f (ξ, η)dξdη, (4)

а Γ
(
x, y, ξ, η

)
— фундаментальное решение уравнения (1), яв-

ляется регулярным решением уравнения (1)
(
∂αk /∂yαk

k = Dαk
0yk

)
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и удовлетворяет условиям

lim
yk→0

Dαk−1
0yk

u(x, y) = τk (x, y(k)), 1 É k É m, x ∈Rn . (5)

Решение задачи (1), (5) единственно в классе функций, удов-
летворяющих для некоторой положительной константы σ

условию

lim
|x|→∞

u(x, y)exp
(
−σ|x| 2

2−α
)
= 0. (6)

3. В случае производной Капуто регулярным решением
уравнения (1)

(
∂αk /∂yαk

k = ∂αk
0yk

)
в области D назовем функцию

u(x, y) из класса u(x, y) ∈ C (D̄), uxi xi (x, y), ∂α0yk
u(x, yk ) ∈ C (D),

i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , m, удовлетворяющую уравнению (1).

ТЕОРЕМА 2. Пусть 0 <αk < 1, τk (x, y(k)) ∈C
(
Rn × T̄(k)

)
, f (x, y) ∈

∈ C (D̄), 1 É k É m, f (x, y) удовлетворяет условию Гельдера,
и выполняются соотношения (2) и (3). Тогда функция
u = u(x, y), определенная равенством

u(x, y) =
m∑

k=1

∫

Y(k)

∫

Rn

τk (ξ, ηk )Dαk−1
ykηk

Γ
(
x, y, ξ, η

)∣∣∣
ηk=0

dξdη(k) +F (x, y ; f ),

где F (x, y ; f ) задано соотношением (4), является регуляр-

ным решением уравнения (1)
(
∂αk /∂yαk

k = ∂αk
0yk

)
и удовлетворя-

ет условиям

lim
yk→0

u(x, y) = τk (x, y(k)), 1 É k É m, x ∈Rn . (7)

Решение задачи (1), (7) единственно в классе функций, удов-
летворяющих условию (6).
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧ И ИХ СВЯЗИ
С ОБРАТНЫМИ ЗАДАЧАМИ

Нелокальные задачи для параболических и гиперболиче-
ских уравнений весьма активно изучаются в настоящее время.
Одним из классов нелокальных задач, вызывающих интерес
для исследователей, является класс задач с нелокальными ин-
тегральными условиями. Заметим, что из физических сообра-
жений условия такого вида совершенно естественны и возни-
кают при математическом моделировании в тех случаях, ко-
гда невозможно получить информацию о происходящем про-
цессе на границе области его протекания с помощью непосред-
ственных измерений.

Аналогичная ситуация хорошо известна из теории обрат-
ных задач. Обратными называют такие задачи теории урав-
нений с частными производными, в которых наряду с иско-
мым решением некоторые коэффициенты уравнения, либо его
правая часть, либо другие параметры входных данных подле-
жат определению. В таких задачах задаются дополнительные
условия, которые могут быть получены, например, из инфор-
мации о состоянии среды в определенный момент времени,
либо дополнительная информация поступает в виде некото-
рых средних значений каких-либо физических характеристик
и в математической модели изучаемого процесса может быть
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