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О НЕКОТОРЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С НЕДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ 

ОПЕРАТОРАМИ 

Р. А. ШАФИЕВ 
(Баку) 

1. Сходимость методов касательных парабол [1] и касательных гипербол [2] 
к решению нелинейного уравнения 

Р(х) = 0 (1) 

в банаховом пространстве исследовалась многими авторами. При этом предполага­
лось, что оператор Р является достаточное число раз дифференцируемым. 

Ниже требование дифференцируемости оператора Р заменено условием «близо­
сти» его к некоторому дифференцируемому оператору. В этом случае процессы ка­
сательных парабол и гипербол имеют вид 

х п + 1 = ^ п - [ / + 1 / 2 Г п ( ? , / ^ п ) Г п Р ( а : п ) ] Г п Р ( а : п ) , п = 0, И, 2 , . . . , (2) 

x n + i = xn-[I-42TnQ"(Zn)rnP(xn)]-iTnP(Xn), /г = 0, 1, 2 , . . . , (3) 

где Q — дифференцируемый оператор, а Г п = [ ( ^ ( ^ n ) ] " 1 . 

Очевидно, что в случав дифференцируемости оператора Р можно принять Q = Рг 

и тогда (2) перейдет в известную формулу, по которой строятся последовательные 
приближения метода касательных парабол, а (3) — в рекуррентную формулу ме­
тода касательных гипербол. 

Исследование сходимости процессов (2) и (3) проводится с помощью принципа 
мажорантных уравнений. 

Результаты настоящей работы в частном случае дифференцируемых операто­
ров совпадают с некоторыми результатами [3]. 

Заметим, что метод Ньютона — Канторовича для уравнения (1) с недифферен-
цируемым оператором рассмотрен в [4]. 

2. Рассмотрим вещественное уравнение 

я | > ( * ) = 0 , (4) 

где функция г|) определена и непрерывна в некотором интервале вещественной оси. 
Возьмем из этого интервала точку to. Пусть справа от to уравнение (4) имеет кор­
ни, наименьший из которых £*. 

Рассмотрим алгоритмы 

С 1 ф"(*»)*(*«) ̂  Wn) 
n + i = tn — I i-\ V , n = 0, 1, 2, . . . 

I 2 W{tn)f /*'(*») 

(5) 

, ( A 1 V"(tn)Wn)ylq(tn) 

I 2 [cp'i(*n)] 2 J *p'(*») 

где ф —- некоторая функция, определенная на [t0, t*]. Справедлива 
Л е м м а . Нустъ функции г|) и ф связаны соотношениями ty(to) ^ ф(£о) > 0, 

*"(*о) > ф"(*о) > 0, г|/"(*) ^ ф'"(*) ^ 0 на отрезке [t0, t*]. Если, сверх того, 
ty'(t) ^ty'{t) на \[to, t*], то каждая из последовательностей (5) и (6) не убывает 
и сходится к t*. Кроме того, 

Ф"(Т)Ф(Т) 
< 1, т е [t09 Р]. (7) 

[ф ' (т)] 2 

3. Рассмотрим уравнение (1). Пусть оператор Р действует из шара D(x0, R) — 
= {х: \\х — х0\\ < R} банахова пространства X в банахово пространство Y и удов­
летворяет там условию Липшица. Предположим далее, что оператор Q действует ш 
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D(x0, R) В У И В замкнутом шаре D(x0, г ) , г < Я , имеет три производные по Гато 
(см. [5]), причем функция Q"'( (1 — t)x' + tx) (х — х')г (где х' и х — фиксирован­
ные точки из D(x0, г ) , a t пробегает отрезок [0, 1]) непрерывна почти в с ю д у на [0,1] . 
Обозначим через L константу Липшица оператора F = Р — Q, т. е. 

\\F(x") -F{x') || < L || х" — х' ||. (8) 

Рассмотрим вещественное уравнение 

=Е q)(t) + Lt = 0, (9) 

где ф — трижды непрерывно дифференцируемая функ. гая, заданная на [t0, J'], a L — 
константа из (8 ) . 

О п р е д е л е н и е . Скажем, что уравнение (1) мажорируется уравнением (9) 
в ш-аре Z)(u, — т ) , если выполнены условия: 

1) существует оператор Г = [Q'(и)]-1 и ||Г|| ^ —1 / ф ' ( т ) , ф ' (т) < 0; 
2) | |ГР(и) | | ^ -^М/ф'М, 11Г<?^(^) || < - ф " ( т ) , Ф ' ( т ) ; 

3) | |r(?'"(s)ll ^ —ф"'(0 /ф'М, — и | | ^ t--x ^ — т . 
Т е о р е м а 1. Пусть уравнение (9) имеет корни и пусть корень t* — ближайший 

справа от to. Если уравнение (1) мажорируется уравнением (9) в шаре D(xo, t*—to), 
то тогда уравнение (1) имеет решение х* е В(хо, t* — to), процесс (2) сходится 
к х* и быстрота сходимости характеризуется неравенством 

II X* - x n \ \ ^ t * - tn, (Ю) 

где { tn } определяется процессом ( 5 ) , сходящимся к t*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего отметим, что из условий теоремы следует 

справедливость леммы. Следовательно, последовательность (5) для уравнения (9) 
не убывает и сходится к t*. Кроме того, ф'(г) < 0 для любого t е [*о, t*). 

В силу предположений теоремы уравнение (1) мажорируется уравнением (9) 
в шаре D(x0, t* — to). По индукции предположим, что последовательно определены эле­
менты х^ #2,..., xn(=D(xo, t* — to) и что уравнение (1) мажорируется уравнени­
ем (9) в шаре В(хп, t* — tn). Тогда в силу условия 2) имеем 

л t 1 Ф " ( * » Ж * « М Wn) 
1 -j у • = t n + i — t n . ( И ) { 2 [ф ' (*п ) ] 2 / Ф ' ( * » ) 

Покажем, что уравнение (1) мажорируется уравнением (9) и в шаре В(хп+и 
t* — tn+i), которой в силу (11) содержится в D(xn, t* — t n ) . 

Действительно, согласно формуле Тейлора и имеющимся оценкам, получим 
Хп + 1 

\\I -TnQ'(xn+i)\\^\\rnQ"(xn)\\\\xn+i - хп\\+ | J TnQ'"(x)ixn+i-x)dx' 
X 

t п 

^ - ^ — — ( t n + l - t n ) - \ ? - ± L . ( t n + i - t ) d t = l - ' ~<1. 
<p'(tn) t

J y ' ( t n ) <V'(tn) 

Отсюда в силу известной теоремы Банаха вытекает, что оператор Н — TnQ'(xn+\) 
имеет обратный Я - 1 и || Я - 1 || ^ q>'(tn) I q>'{tn+i). 

Следовательно, существует оператор Г п + 1 = Я _ 1 Г П и II Г п + 1 || ^ —1 / ф ' ( г п + 1 ) , 
а так как у'(tn+i) < 0, то выполнение условия 1) проверено. 

Далее имеет место тождество P(xn+i) =F(xn+i) —F(xn) +Р(хп) + Q(xn+i) — 
— Q(xn)< которое с помощью формулы Тейлора представимо в виде 

Р(*» + 1) = F(xn+i)-F(xn)+P(xn)+ Q'{xn) (xn+l - хп)+ (12) 

1 1 * n + 1 

+ — Q"(Xn)(Xn + l~Xn)2 + — \ Q'"(x)(xn + i-X)*dx. 
2 2 J 
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Пользуясь выражением для x n + i — хп из (2 ) , находим, что 

1 
ГпР(хп+1) = Г п [F(xn+i)-F(xn)] + — [ТпО"(*п)]г [ГпР(Хп)]3 + 

2 

+ — [ г п С " ( ^ п ) ] 3 [ г „ Р ( ^ п ) ] 4 + -— С r # " W - ( . „ + ) - x ) 4 x . 
8 2 J 

п 

Отсюда, согласно (8 ) , ( И ) и 1) — 3 ) , получим 

w(tn+i)-{-Ltn+i 1 ( 
Ц Г „ Р ( * п + 1 ) | | < - • + 1 W(tn)+Ltn + ф ,.(*пЖ*»+1 - *п) + 

ф'(*п) ф (*n) I 
1 1 [ ф " ( * » ) ] 2 № ( * я ) ] 3 1 [ф'ЧМРЖ*»)] 4^ 

J q > " ( * n ) ( * n + l — ^ n ) 2 — > . 

^ 2 Ф 1 M + ' 2 fo/.(*»)]4 8 [ Ф ' ( * п ) ] 6 J 

Легко проверить, что выражение в фигурных скобках равно нулю, если для 
tn+i — i n воспользоваться формулой (5 ) . 

Итак, 

1 1 Г „ Р ( * п + 1 ) | | ^ >. 
ф'(*п) 

Следовательно, 

| | Г п + 1 Р . ( * п + 1 ) || ̂  Ц Я - 1 Ц | | Г я Я ( ж я + 1 ) || < - ^ ( t n + i ) . (13) 
ф (*n + l) 

Далее имеем 
*п + 1 

Г п + 1 С ? " ( ^ п + 1 ) = Я " ^ Г п С ? / , ( ; г п ) + J Г„0'" 
X ^ 

откуда вытекают остальные неравенства в 2) и 3 ) . 
Таким образом, мы показали осуществимость процесса (2 ) . Остается показать, 

что последовательность { хп } сходится к решению уравнения (1 ) . 
Ввиду неравенства (11), справедливого при любом п, имеем 

п+Р—1 п+р—1 

\\ХП + Р—Хп\\^ 2 Ĥ ft + i — xk\\^ 2 (tk + l — th)= t n + p — t n . 

Этим доказано существование предела l im хп = х* и неравенство (10) . Из (13) сле-
п-~>оо 

дует, что ГпР(хп)-+-0 при п-^оо. Отсюда, так как операторы Г п обратимы 
и обратные операторы ограничены в совокупности, вытекает, что Р(хп)-+0 при 
п-*оо. Следовательно, в силу непрерывности оператора Р имеем Р(х*) = 0 , т. е. 
х* является решением уравнения (1 ) . Теорема 1 доказана. 

Т е о р е м а 2. Пусть t* — корень уравнения (9 ) , определенный в теореме 1, 
и пусть уравнение (1) мажорируется уравнением (9 ) . Тогда процесс (3) сходится 
к решению х* уравнения (1) и быстрота сходимости характеризуется неравенством 

II Х*-ХП || < t* — tn, 

где последовательность { t n } определяется по формуле (6) и сходится к t*. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что для доказательства теоремы достаточно 
проверить, что существует оператор 0 П = [/— ikVnQ//{хп)ТпР{хп)\^ и что 

1 1 Г „ Р ( * » + 1 ) | | < - - -
ф'(*п) 

так как все остальные выкладки и рассуждения, приведенные при доказательстве 
теоремы 1, остаются справедливыми без каких либо изменений и в данном случае. 

Итак, пусть имеются оценки 
Ф(*п) ф"(*п) Ф'"(*) 

ЦГ„Р. (*„) | |^ 1 | Г П С ? " ( * П ) | | ^ , | | Г „ ^ ( * ) 1 К ~ — ~ 
ф' (*«) ф'.(* п ) q>'(tn) 

при || х — хп || ^ t — t n ^ t* — tn- Тогда в силу (7) 

ф " ' ( * п Ж * п ) 

\\TnQ"{Xn)TnP{Xn)\\< < 1. 
[ф'(*п)Р 

Следовательно, на основании теоремы Банаха существует оператор 6 П , для которо­
го справедлива оценка 

I 2 W{tn)Y ) 
Эта оценка приводит к неравенству || xn+i — хп || < tn+i — tn. Далее, из (12) 
с помощью (3) получаем 

1 
rnP(xn+i) = Г п [F(xn+i)-F(xn)] + [Г п<?" ( * п ) ] 2 Г П Р ( ^ П ) (xn+i - хпУ + 

4 
1 n + 1 

+ — ^ Г „ ^ ' ( а 0 ( * » + 1 - * ) 2 < * * . 

2 
X 

п 
Оценив это равенство по норме, получим 

MI^ 4tn + i - t n ) 1 ( 1 [<p"itn)]*Wn)(tn + l-tn)% 

Ц Г „ Р ( з п + 1 ) | К -

1 г 1 

Ф Т М Х Т ф ' ( * « ) ф'(*«) I 4 [ ф ' ( * п ) ] 2 

+ ф ( * п + 1 ) - Ф ( ^ п ) ~ ф ' (*« ) (^n + l - tn)-l-y"{tn) {tn + i - *n ) 2 j • 

Как легко видеть, отсюда вытекает требуемая оценка. 
З а м е ч а н и е . С точки зрения вычислительной представляют интерес упро­

щенные методы касательных парабол и касательных гипербол, которые определя­
ются формулами (2) и (3), где либо Г п заменено на Го, либо Q"{xn)—на Q"(xo)r 

либо заменено и то и другое. В условиях теоремы 1 сходятся и все эти процессы. 
При этом оценки погрешностей имеют вид 

II Х*—ХП II < ** — *«, 
где хп и t n определяются соответствующими упрощенными процессами для уравне­
ний (1) и (9). 

4. Из теорем 1 и 2 вытекает следующее предложение, удобное для приложений. 
При этом предполагается, что операторы удовлетворяют условиям п.З. 

Т е о р е м а 3. Пусть на элементе хо выполняются условия: 
1) существует оператор Го и ЦГоII ^ Во] 
2) II Г 0Р(*о) II < б 0, II Г 0 ( ? " Ы II < М0 и || r0Q"'(x) II < N в шаре Б(х0, г), г > t*, 

где t* — наименьший положительный корень уравнения 

N М0 

— t3 + — t2--(l-BQL)t + b0 = 0; (14) 

3) Bob < 1; 
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(l + 2 e o ) 3 / 2 - ( l + 3e 0) мо$о N(1-B0L) 
4) h0 < С • — , г д е ho = 8 0 = —-—< • 

Тогда в области D(x0, t*) существует решение х* уравнения (1), к которому схо­
дятся процессы (2) и (3), начинающиеся с х0. Быстрота сходимости определяется 
неравенством || х* — хп II ^ t* — tn, причем последовательности {tn} определяются, 
соответственно, процессами (5) и (6) для уравнения (14) и сходятся к t* при to = О. 

Поступила в редакцию 
9.03.1966 
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УДК 518:519.3 

АЛГОРИТМЫ МИНИМИЗАЦИИ СТРОГО ВЫПУКЛЫХ 
ФУНКЦИОНАЛОВ *) 

М. II. ЯКОВЛЕВ 
(Ленинград) 

В [1] мы рассматривали алгоритмы минимизации строго выпуклых функциона­
лов, являющиеся итерационными процессами нижней релаксации. В настоящей за­
метке рассматриваются алгоритмы, не являющиеся, вообще говоря, процессами ниж­
ней релаксации и обладающие рядом преимуществ с точки зрения проведения вы­
числений по сравнению с алгоритмами, рассмотренными в [1]. 

1. Пусть х — элемент n-мерного евклидова пространства Rn, / (ж)—дважды не­
прерывно дифференцируемый вещественный функционал, заданный в Я п , F(x) — 
градиент функционала f(x). 

Мы называем функционал строго выпуклым, если имеет место неравенство 

{F'(x)h, h)^m(h,h), m > 0, x,h^Rn. (1) 

У строго выпуклого функционала f(x) существует единственная точка минимума 
х*, которая является единственным решением уравнения 

F(x) = 0. (2) 

Пусть хо — произвольная точка Rп- При сделанных предположениях существу­

ют числа m ж М, 0 < т т г ^ Л / < + оо , такие, что 

m([F'(z)]% h) ^ {F(z)h, h) *^M([F'(x)]% h). 

*> Доложено на Всесоюзной конференции по применению методов функциональ­
ного анализа к решению нелинейных задач в Баку 13 ноября 1965 года. 


