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Àííîòàöèÿ

Äîêàçàíî, ÷òî â êîíå÷íîé ïîëóãðóïïå, åñëè êàæäûé ýëåìåíò äåëèòñÿ
ñïðàâà íà ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò â ïîòåíöèàëüíîì ñìûñëå, òî êàæäûé
ýëåìåíò äåëèòñÿ íà êàæäûé ñïðàâà è â îáû÷íîì ñìûñëå.

Abstract

It is proved that in any �nite semigroup, if every element is divided by
every one on the right in potential sense then every element is divided by
every one in usual sense too.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà, ïîòåíöèàëüíàÿ äåëèìîñòü ýëåìåíòîâ
ïîëóãðóïïû, ïðîñòàÿ ñïðàâà ïîëóãðóïïà

Key words and phrases: �nite semigroup, potential divisibility of elements of a
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Ïóñòü a, b � ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû S. Ìû ãîâîðèì, ÷òî a äåëèòñÿ íà b ñïðà-
âà, åñëè a = bx ïðè íåêîòîðîì x ∈ S1. Ýòîò ôàêò çàïèñûâàåòñÿ òàê: a 6r b.
Î÷åâèäíî, a 6r b⇔ a ∈ bS1 ⇔ aS1 ⊆ bS1.

Åñëè a 6r b è b 6r a, òî (a, b) ∈ R, ãäå R � îòíîøåíèå Ãðèíà íà ïîëóãðóïïå
S (ñì. [1, ãë. 2]). Òàêèì îáðàçîì, (a, b) ∈ R â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè a
è b äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà ñïðàâà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïîòåíöèàëüíàÿ äåëèìîñòü a íà b ñïðàâà
(ñì. [2, ãë. 10]), åñëè ñóùåñòâóåò íàäïîëóãðóïïà T ⊇ S òàêàÿ, ÷òî a ∈ bT.
Ïîòåíöèàëüíàÿ äåëèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a 6∗

r b. Â ñëó÷àå, êîãäà a 6∗
r b è

b 6∗
r a, ìû ïèøåì (a, b) ∈ R∗ è íàçûâàåì R∗ îáîáù�eííûì îòíîøåíèåì Ãðèíà

(ñì. [3]). Âíóòðåííþþ õàðàêòåðèçàöèþ ïîòåíöèàëüíîé äåëèìîñòè, ïîëó÷åííóþ
Ý.Ã.Ùóòîâûì, äà�eò óñëîâèå (2) ñëåäóþùåé ëåììû.
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Ëåììà 1 (2, ãë. 10). Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ïîëóãðóïïû S ýêâèâàëåíò-
íû óñëîâèÿ:

(1) a 6∗
r b;

(2) ∀x, y ∈ S1 (xb = yb⇒ xa = ya).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû îáû÷íàÿ
äåëèìîñòü âëå÷�eò ïîòåíöèàëüíóþ: a 6r⇒ a 6∗

r b. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà
R ⊆ R∗.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè b � ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò
ïîëóãðóïïû S (ò.å. b ∈ bSb), òî a 6r b ⇔ a 6∗

r b. Òàêèì îáðàçîì, â ðåãóëÿðíîé
ïîëóãðóïïå R∗ = R. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò è íåðåãóëÿðíûå ïîëóãðóïïû ñ
óñëîâèåì R∗ = R. Íàïðèìåð, êîíå÷íàÿ ìîíîãåííàÿ ïîëóãðóïïà (â ýòîé ïîëó-
ãðóïïå R∗ = R, íî â îáùåì ñëó÷àå a 6∗

r b ̸⇒ a 6r b). Â ðàáîòå [4] áûëî äîêàçàíî,
÷òî ïîëóãðóïïà áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå X îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â íåé R∗ = R (è äàæå a 6∗

r b⇒ a 6r b).
Â êîíå÷íîé ïîëóãðóïïå R∗ è R íåîáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò, êàê ïîêàçûâàåò

ïðèìåð, ïðèâîäèìûé íèæå. Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîé
ïîëóãðóïïå S èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü R∗ = S × S ⇔ R = S × S, ò.å. åñëè
êàæäûé ýëåìåíò êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé ïîòåíöèàëüíî,
òî îí äåëèòñÿ íà íåãî è â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ïðèìåð. Ïóñòü α =

(
1 2 3
1 1 2

)
è β =

(
1 2 3
2 2 1

)
� ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû

T3 âñåõ îòîáðàæåíèé φ : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} ñ óìíîæåíèåì x(φψ) = (xφ)ψ; è
ïóñòü S = ⟨α, β⟩ (ïîäïîëóãðóïïà, ïîðîæä�eííàÿ ýëåìåíòàìè α è β). Òîãäà S �
êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà, â êîòîðîé R∗ ̸= R.

Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî S = {α, β, γ, δ}, ãäå γ =

(
1 2 3
2 2 2

)
è δ =

(
1 2 3
1 1 1

)
, à òàáëèöà óìíîæåíèÿ â S âûãëÿäèò òàê:

α β γ δ
α α γ γ δ
β δ γ γ δ
γ δ γ γ δ
δ δ γ γ δ

Î÷åâèäíî, αS1 ̸= βS1, ïîýòîìó (α, β) ̸∈ R. Îäíàêî, (α, β) ∈ R∗, òàê êàê â
ïîëóãðóïïå T3 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà(

1 2 3
1 1 2

)
=

(
1 2 3
2 2 1

)
·
(

1 2 3
2 1 1

)
è

(
1 2 3
2 2 1

)
=

(
1 2 3
1 1 2

)
·(

1 2 3
2 2 1

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ñïðàâà, åñëè aS = S ïðè
âñåõ a ∈ S, è ïðîñòîé ñëåâà, åñëè Sa = S ïðè âñåõ a ∈ S. ßñíî, ÷òî óñëîâèå
R = S × S ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî S � ïðîñòàÿ ñïðàâà ïîëóãðóïïà.
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Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S � êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà, â êîòîðîéR∗ = S×S.
Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà R = S × S.

Ëåììà 2. Ëþáîé èäåìïîòåíò ïîëóãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ å�e ëåâîé åäèíèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e2 = e ∈ S. Òîãäà â S1 ìû èìååì: 1 · e = e · e.
Òàê êàê R∗ = S × S, òî ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì: 1 · a = e · a äëÿ âñåõ a ∈ S. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî e � ëåâàÿ åäèíèöà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó xy = y, ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé îïðåäåëÿåòñÿ òîæäå-
ñòâîì xy = x. Äàëåå, ïðàâàÿ ãðóïïà � ýòî ïîëóãðóïïà,èçîìîðôíàÿ ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ G × R ãðóïïû è ïîëóãðóïïû ïðàâûõ íóëåé. Ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå L×G ïîëóãðóïïû ëåâûõ íóëåé L è ãðóïïû G � ýòî ëåâàÿ ãðóïïà. Õîðîøî
èçâåñòíî (ñì.[1,òåîð. 1.27]), ÷òî ïðîñòàÿ ñïðàâà ïîëóãðóïïà, èìåþùàÿ õîòÿ áû
îäèí èäåìïîòåíò, ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ãðóïïîé, à ïðîñòàÿ ñëåâà ïîëóãðóïïà ñ èäåì-
ïîòåíòîì � ëåâàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà, â êîòîðîé R∗ = S×S. Òîãäà
S � ïðàâàÿ ãðóïïà (à çíà÷èò, R = S × S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ = {(x, y) ∈ S × S | ∃a ∈ S (xa = ya)}. Çàìå-
òèì, ÷òî ââèäó ëåììû 1 è óñëîâèÿ R∗ = S × S, ðàâåíñòâà xa = ya è xb = yb
ðàâíîñèëüíû ïðè ëþáûõ a, b ∈ S. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ρ � êîíãðóýíöèÿ
ïîëóãðóïïû S.

Ïîëîæèì S = S/ρ è îáîçíà÷èì ÷åðåç a êëàññ êîíãðóýíöèè ρ, ñîäåðæàùèé
ýëåìåíò a. Ïðîâåðèì, ÷òî S � ïîëóãðóïïà ñ ïðàâûì ñîêðàùåíèåì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü x a = y a ïðè íåêîòîðûõ x, y, a ∈ S. Òîãäà xa = ya, ò.å. (xa, ya) ∈ ρ.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî xab = yab ïðè âñåõ b ∈ S. Òàê êàê R∗ = S × S, òî
(ab, s) ∈ R∗ ïðè âñåõ s ∈ S. Îòñþäà ïî ëåììå 1 xab = yab ⇔ xs = ys. Èòàê,
xs = ys ïðè âñåõ s ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, (x, y) ∈ ρ, à çíà÷èò, x = y.

Òàê êàê S � ïîëóãðóïïà ñ ïðàâûì ñîêðàùåíèåì, òî ïðè ëþáîì ôèêñèðî-
âàííîì a ∈ S ýëåìåíòû x a (x ∈ S) âñå ðàçíûå, ïîýòîìó (ââèäó êîíå÷íîñòè
ïîëóãðóïïû S) S a = S. Òàêèì îáðàçîì, S � ïðîñòàÿ ñëåâà ïîëóãðóïïà, à ââèäó
êîíå÷íîñòè S � ëåâàÿ ãðóïïà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S = L×G, ãäå L�ïîëóãðóïïà
ëåâûõ íóëåé, à G � ãðóïïà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè a � èäåìïîòåíò ïîëóãðóïïû S, òî a, ðàññìàòðèâàåìîå êàê
ïîäìíîæåñòâî ïîëóãðóïïû S, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé. Òàê êàê S êîíå÷íà, òî
â ïîëóãðóïïå a ⊆ S åñòü èäåìïîòåíò. Äîêàæåì,÷òî |L| = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|L| > 2. Òîãäà ìîæíî íàéòè èäåìïîòåíòû e1, e2 ∈ S òàêèå, ÷òî e1 ̸= e2 (äâà
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èç L). Òàê êàê L � ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé, òî e1e2 = e1.
Íî ïî ëåììå 2 e1e2 = e2. Îòñþäà e1 = e2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòîâ
e1, e2. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî |L| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, S = G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ ïîëóãðóïïû S. Ïóñòü e � êàêîé-
ëèáî èäåìïîòåíò. Òàê êàê e2 = e, òî e � åäèíèöà ãðóïïû S = G. Ñëåäîâàòåëüíî,
E ⊆ e. Ïóñòü x ∈ e. Òîãäà x2 ∈ e. Ýòî âëå÷�eò, ÷òî (x, x2) ∈ ρ, à çíà÷èò, xe = x2e.
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Èìååì: 1 · xe = x · xe. Òàê êàê R∗ = S × S, òî 1 · a = x · a ïðè âñåõ a ∈ S. Âçÿâ
a = x, ïîëó÷èì: x = x2. Èòàê, E = e. Ââèäó ëåììû 1 E � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ
íóëåé.

Ïóñòü a, b1, b2 ∈ S è (b1, b2) ∈ ρ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ab1 = ab2. Ïîëîæèì
c = a−1 (â ãðóïïå G). Òîãäà ca ∈ E. Èìååì: cab1 = cab2. Òàê êàê ca � ëåâàÿ
åäèíèöà, òî b1 = b2. Òàêèì îáðàçîì, |ab| 6 |ab| (çäåñü b, ab ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ïîäìíîæåñòâà ïîëóãðóïïû S). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |x| = |y| = |E| ïðè ëþáûõ
x, y ∈ S.

Ïóñòü òåïåðü a, b � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç S. Òàê êàê S � ãðóïïà, òî
a x = b ïðè íåêîòîðîì x ∈ S. Èìååì: a · x = b. Ñëåäîâàòåëüíî, ay = b ïðè
íåêîòîðîì y ∈ S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S � ïðîñòàÿ ñïðàâà ïîëóãðóïïà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïîëóãðóïï S óñëîâèÿR = S×S
è R∗ = S × S íå ðàâíîñèëüíû, òàê êàê â ëþáîé ïîëóãðóïïå ñ ñîêðàùåíèÿìè
R∗ = S × S, íî äàëåêî íå âñå èç íèõ ïðîñòû ñïðàâà.
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