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1. Введение 
 Наиболее универсальным способом исследования сложных систем является ими-
тационное моделирование, которое сводится к численному решению уравнений, описы-
вающих динамику системы. При этом возникают задачи построения математических 
моделей, реализации численных методов, а также обработки и представления в нагляд-
ной форме результатов моделирования. Эти задачи достаточно трудоемкие, однако при-
менение современных средств автоматизации моделирования позволяет исключить зна-
чительную часть рутинной работы. К таким средствам относится программный ком-
плекс "Моделирование в технических устройствах" (ПК "МВТУ) [1–4], предназначен-
ный для исследования динамики и проектирования самых разнообразных систем и уст-
ройств. По своим возможностям ПК "МВТУ" является альтернативой аналогичным про-
граммным продуктам MATLAB+Simulink [5], VisSim [6] и др. 
 Математические модели в ПК "МВТУ" формируются в виде структурных схем, 
элементы которых описываются дифференциальными и разностными уравнениями, не-
прерывными и дискретными передаточными функциями, алгебраическими соотноше-
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ниями и логическими условиями. Обширная библиотека типовых блоков, встроенный 
язык программирования и удобный графический редактор обеспечивают построение и 
наглядное представление на экране компьютера самых разнообразных моделей. 
 ПК "МВТУ" реализует несколько режимов работы. Режим Моделирование обеспе-
чивает имитационное моделирование непрерывных, дискретных и гибридных систем, в 
том числе и в реальном времени, а также при наличии обмена данными с внешними про-
граммами и устройствами. Для оперативного управления процессом моделирования 
можно создать Панель управления с расположенными на ней виртуальными аналогами 
переключателей, ручных регуляторов, лампочек и измерительных приборов. Режим Оп-
тимизация позволяет решать задачи нахождения оптимальных параметров проектируе-
мой системы. Режимы Анализ и Синтез обеспечивают решение задач исследования и 
проектирования систем автоматического управления с использованием частотных и 
корневых методов. 
 ПК "МВТУ" успешно применяется для проектирования систем управления, следя-
щих приводов и роботов-манипуляторов, ядерных и тепловых энергетических устано-
вок, для решения нестационарных краевых задач (теплопроводность, гидродинамика и 
др.). Широко используется в учебном процессе, позволяя моделировать различные явле-
ния в физике, электротехнике, астрономии, в динамике машин и механизмов и т.д. Мо-
жет функционировать в многокомпьютерных моделирующих комплексах, в том числе и 
в режиме удаленного доступа к технологическим и информационным ресурсам. Учебная 
версия ПК "МВТУ" доступна через Интернет [1].  
 Рассмотрим основные возможности ПК "МВТУ", обращая внимание на особенно-
сти, отличающие его от других аналогичных программных продуктов (в первую очередь 
имеется в виду Simulink – наиболее близкий аналог ПК "МВТУ"). 
 

2. Построение математических моделей 
 Библиотека типовых блоков ПК "МВТУ" разделена на каталоги, доступ к которым 
осуществляется выбором соответствующей закладки в линейке типовых блоков. Обще-
техническая часть библиотеки содержит следующие каталоги: Источники, Данные, Опе-
рации математические, Векторные операции, Субструктуры, Динамические звенья, 
Нелинейные звенья, Логические звенья, Функции математические, Ключи,  Дискретные 
звенья. Блоки специализированной части библиотеки также сгруппированы в каталоги, 
среди которых: Статистика, Внешние, Анимация, Контроль и управление, Теплопро-
водность, Реакторные блоки, Гидроавтоматика, Электромашины, Роботы. Кинетика 
нейтронов, Свойства (воды и пара, аммиака). 
 Модель формируется в виде структурной схемы, состоящей из типовых блоков, со-
единенных линиями связи (в том числе и векторными). В любом месте схемы можно 
поместить заметку, а блок снабдить заголовком. Построение моделей обеспечивается 
графическим редактором, позволяющим формировать многоуровневые структурные схе-
мы. Подструктуры следующего уровня представлены в виде макроблоков, каждый из 
которых, в свою очередь, представляет собой структурную схему. Принцип вложенно-
сти позволяет представить структурную схему сложной системы в удобном виде, при 
этом уровень вложенности может быть практически неограниченным. Ряд сформиро-
ванных в виде макроблоков моделей сохранен в отдельных каталогах. Среди них – мо-
дели приводных устройств и элементов электрических схем. 
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 Параметры модели подразделяются на локальные параметры типовых блоков и 
глобальные параметры макроблоков либо всей модели. Локальные параметры задаются 
в диалоговом окне типового блока. Глобальные параметры задаются в специальном окне 
макроблока и имеют уникальные (для этого макроблока) имена. Область действия гло-
бального параметра ограничена макроблоком, где он задан, и всеми его внутренними 
структурами. Все параметры могут быть заданы в виде выражений, содержащих имена 
уже определенных параметров. Таким образом, структура параметров повторяет струк-
туру модели. Это удобно при создании сложных многоуровневых моделей, в которых 
параметры блоков могут быть заданы в виде выражений от некоторых общих для макро-
блока или всей модели параметров. Отметим, что в пакете Simulink глобальные пара-
метры задаются в отдельном файле, что значительно менее удобно. 
 При построении модели и решении ряда задач широко используются глобальные 
переменные, которые задаются с помощью типового блока "В память". В качестве пара-
метра этого блока указывается имя, присваиваемое входной переменной. Типовой блок 
"Из памяти" позволяет выбрать одну из глобальных переменных, которая будет выход-
ной переменной этого блока. С помощью этих блоков можно проводить невидимые ли-
нии связи между любыми уровнями структурной схемы, что улучшает читаемость 
сложных многосвязных моделей. Глобальные переменные применяются во всех режи-
мах, в том числе и для задания показателей качества при оптимизации, а также для ука-
зания входов и выходов при расчете частотных характеристик. 

     
             Рис.1.   Модель выпрямителя.                    Рис.2.   Модель трансформатора. 
 
 Макроблоки позволяют создавать новые блоки, которых нет в библиотеке. В виде 
макроблоков были созданы модели элементов электрических схем, среди которых – ис-
точники напряжения и тока, сопротивления, емкости, индуктивности, а также соедине-
ния (узлы и заземления). В отличие от Simulink, в ПК "МВТУ" такие блоки строятся на 
основе уже существующих типовых блоков. Благодаря этому модель становится пре-
дельно открытой и наглядной. Рассмотрим электрическую схему, модель которой в ПК 
"МВТУ" имеет вид, показанный на рис.1. Все элементы этой схемы являются замаски-
рованными макроблоками, соединенными между собой векторными линиями связи. 
Векторные переменные имеют две компоненты: напряжение и ток. В состав схемы вхо-
дит модель линейного трансформатора, реализованная в виде макроблока, внутренняя 
структура которого показана на рис.2. Модели некоторых элементов схемы показаны на 
рис.3. Модели индуктивности и узла-замыкания содержат блок "F(Y)=0", который обес-
печивает формирование алгебраических уравнений. Выход этого блока находится из ус-
ловия равенства нулю входного сигнала. В модели "Узел-замыкание" выход этого блока 
– ток I, который с помощью блоков "В память" и "Из памяти" передается в какой-либо 
блок "Узел-ответвление". Более подробная информация о построении моделей электри-
ческих цепей в ПК "МВТУ" содержится в [7]. 
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Рис.3.     Модели элементов электрической схемы. 

 
 Достоинством ПК "МВТУ" является наличие встроенного языка программирова-
ния, который можно использовать для формирования математических моделей и реали-
зации алгоритмов их исследования. Диалоговое окно блока "Язык программирования" – 
окно текстового редактора, в котором пользователь записывает математическую модель 
в виде, близком к естественной записи. Язык программирования позволяет задавать ал-
гебраические соотношения и дифференциальные уравнения, а также выполнять опера-
ции с действительными и комплексными матрицами и векторами, логическими пере-
менными, геометрическими точками, полиномами. Среди конструкций языка – услов-
ные и безусловные переходы, циклы, пользовательские функции и процедуры. В пакете 
Simulink аналогичные возможности заложены в блоках "Embedded MATLAB Function" и 
"S-function", позволяющих создавать модели с помощью языка системы MATLAB. Од-
нако, по сравнению с блоком "Язык программирования" ПК "МВТУ", эти блоки имеют 
неудобный интерфейс и низкую скорость счета. 
 В качестве примера рассмотрим построение модели одномерной диффузии, описы-
ваемой уравнением  
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 Текст программы, реализующей решение этой задачи и снабженной комментария-
ми, записан в окне редактора блока "Язык программирования" в следующем виде: 
 input u1,uN; //входы блока (граничные условия) 
 init u=N#0; //начальные условия 
 const alfa=0.05, K=alfa*(N-1)^2, x=linspace(0,1,N);  
 //x – массив узлов равномерной сетки 
 u[1]=u1; u[N]=uN; 
 for (i=2,N-1) u'[i]=K*(u[i-1]-2*u[i]+u[i+1]); 
 output x[N],u[N]; //векторные выходы блока  
Число узлов дискретизации N задается в окне глобальных параметров.  
 Для отображения результатов моделирования используются типовые блоки "Вре-
менной график", "Фазовый портрет", "График Y от X ". Последний из них отображает 
зависимость Y от X, представленную в каждый момент модельного времени массивами 
Y и X, например, зависимость ( )u x  в рассмотренном выше примере. Графические окна, 

связанные с этими блоками, имеют средства для автоматического масштабирования, на-
хождения координат любой точки, оформления графиков. Дополнительные возможно-
сти для отображения результатов предоставляет анимационная система ПК "МВТУ", по-
зволяющая создавать виртуальные измерительные приборы и движущиеся объекты. 
 
3. Режимы работы ПК "МВТУ" 
 3.1. Моделирование. Предварительно следует задать параметры моделирования 
(если параметры, установленные по умолчанию, нас не устраивают). Задаются: метод и 
интервал интегрирования, минимальное и максимальное значения шага интегрирования, 
допустимая точность, некоторые другие параметры. Дополнительно можно установить 
режим масштабирования времени с заданием множителя ускорения. Если этот множи-
тель равен 1, то скорости протекания модельного и реального времени будут совпадать. 
Такой режим позволяет обеспечить синхронизацию обмена данных с внешними устрой-
ствами при моделировании в реальном времени. 
 Удобным средством просмотра результатов в процессе моделирования является 
"горячая линия", которая инициализируется после двухкратного щелчка левой клавишей 
мыши по линии связи. В результате появляется окно с текущими значениями сигналов. 
Это позволяет посмотреть значение любой переменной в любой момент модельного 
времени, что упрощает отладку сложных моделей (в пакете Simulink подобное средство 
отсутствует). Режим отладки позволяет посмотреть значения переменных после каждого 
шага интегрирования. Моделирование можно приостановить с помощью командной 
кнопки "Пауза". После этого можно выполнить анализ линеаризованной в данной точке 
модели (например, рассчитать корни характеристического многочлена), а затем продол-
жить моделирование.  Средства диагностики обеспечивают выдачу сообщений об ошиб-
ках с указанием блока, где произошла ошибка. 
 Математическую основу моделирования составляют методы численного решения 
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). Набор решателей ОДУ ПК 
"МВТУ" [8,9] содержит 10 явных и 6 неявных методов. Обычно для интегрирования же-
стких систем ОДУ применяют неявные методы. В ПК "МВТУ" реализованы также яв-
ные адаптивные методы [10,11], способные эффективно решать жесткие системы. В [8–
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11] на конкретных примерах показано, что при решении некоторых типов жестких ОДУ 
эти методы могут быть более эффективными и надежными, чем неявные методы.   
 Одним из достоинств ПК "МВТУ" является эффективное решение дифференци-
ально-алгебраических уравнений (ДАУ). При использовании явных методов, а также 
при расчете начального состояния, алгебраическая подсистема решается независимо от 
дифференциальной, т.е. применяется метод пространства состояний [12]. В этом случае 
решение алгебраических уравнений выполняется одним из трех методов (простых ите-
раций, Ньютона-Рафсона, Бройдена). Но такой способ позволяет решать только системы 
ДАУ индекса 1 (определение индекса ДАУ см. в [12]). При использовании неявных ме-
тодов алгебраическая и дифференциальная подсистемы решаются совместно, т.е. ис-
пользуется метод -вложения [12]. Такой подход позволяет решать системы ДАУ выс-
ших индексов (т.е. индексов выше 1-го), что выгодно отличает ПК "МВТУ" от многих 
аналогичных систем моделирования.  
 Системы ДАУ высших индексов (обычно индексов 2 и 3) возникают при модели-
ровании электротехнических и механических систем, при решении задач оптимального 
управления [12]. Такие системы наиболее трудны для численного решения и могут быть 
решены только неявными методами в сочетании с методом -вложения. Простейшая 
система ДАУ индекса 2 запишется в виде  

 0 0 0 0, 0 ( ) , ( ) , ( )y z f t y y t y z t z       

и осуществляет численное дифференцирование функции ( )f t . Реализация этой системы 

в ПК "МВТУ" имеет вид, показанный на рис.4. Эта и другие системы ДАУ индексов 2 и 
3 могут быть решены неявными решателями ПК "МВТУ". Но попытки решить эти же 
системы в среде MATLAB+Simulink заканчиваются неудачей, поскольку все решатели 
MATLAB используют метод пространства состояний, что исключает возможность ре-
шения ДАУ высших индексов. 

 
Рис.4.     Модель дифференцирования (система ДАУ индекса 2). 

 

 3.2. Оптимизация. Перед началом оптимизации необходимо задать оптимизируе-
мые параметры и сформировать критерии качества. Имена оптимизируемых параметров 
и их начальные значения задаются в окне глобальных параметров модели. Критерии ка-
чества вычисляются в процессе моделирования. Они формируются типовыми блоками и 
задаются как глобальные переменные с помощью блоков "В память". Так можно сфор-
мировать практически любой критерий. В специальном окне задаются ограничения сни-
зу и сверху на оптимизируемые параметры и критерии качества.  
 Задача оптимизации формулируется следующим образом: найти значения  оптими-
зируемых параметров, удовлетворяющие заданным ограничениям на параметры и кри-
терии. Для решения этой задачи, на основе частных критериев программа формирует 
общий критерий, который минимизируется с помощью поисковых алгоритмов. Услови-
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ем окончания оптимизации является выполнение всех ограничений либо достижение за-
данной точности. Если на критерий наложить заведомо невыполнимые ограничения (на-
пример, если ограничение сверху меньше минимально возможного значения критерия), 
то он будет минимизирован либо максимизирован. Подобным образом можно решать 
задачи нелинейного программирования, а в более общем случае – задачи многокритери-
альной оптимизации. В процессе выполнения оптимизации можно наблюдать, как изме-
няются переходные процессы, оптимизируемые параметры и критерии качества. 
 Аналогичным средством оптимизации в Simulink является пакет Nonlinear Control 
Design. Отличие от ПК "МВТУ" состоит в том, что в Simulink для формирования крите-
риев качества используется ограниченный набор блоков, позволяющий формировать 
критерии только определенного вида. 
 

 3.3. Анализ. В этом режиме выполняется анализ модели, линеаризованной в окре-
стности текущей точки на траектории решения. Входы и выходы задаются через имена 
глобальных переменных. Могут быть построены амплитудно- и фазочастотная характе-
ристики, годографы Найквиста, Михайлова, Попова, кривая D-разбиения. Кроме этого, 
можно рассчитать коэффициенты передаточной функции, а также ее нули и полюсы. Ес-
ли при расчете передаточных функций входы и выходы не указывать, то будут выданы 
коэффициенты и корни характеристического многочлена.  
 

 3.4. Синтез. Многие современные методы синтеза регуляторов реализованы в сис-
теме MATLAB, однако они не получили широкого применения в инженерной практике 
[13]. Это объясняется рядом причин, среди которых отсутствие простой и понятной свя-
зи между минимизируемым функционалом и применяемыми на практике показателями 
качества, а также необоснованная сложность синтезированного регулятора. Поэтому в 
ПК "МВТУ" реализованы частотный и корневой методы синтеза, основанные на тради-
ционном подходе и позволяющие непосредственно по заданным техническим требова-
ниям конструировать регуляторы низкого порядка. 
 При синтезе частотным методом формируются две модели, одна из которых – мо-
дель синтезируемой системы, а вторая (эталонная) имеет желаемую передаточную 
функцию. Расчет неизвестных параметров регулятора выполняется интерполяционным 
методом [14], исходя из условия совпадения передаточной функции проектируемой сис-
темы с желаемой передаточной функцией в заданных узловых точках на мнимой оси. 
Формирование желаемой передаточной функции по заданным требованиям является не-
тривиальной задачей, поэтому в ПК "МВТУ" создан каталог типовых эталонных моде-
лей. Необходимо только выбрать нужную модель и задать некоторые ее параметры 
(обычно это значения добротности и запаса устойчивости по фазе). 
 При синтезе корневым методом задается желаемое расположение доминирующих 
полюсов, число которых в общем случае меньше числа переменных состояния объекта. 
В частном случае можно задать все полюсы замкнутой системы, используя все перемен-
ные состояния объекта для формирования управляющего сигнала, что соответствует за-
даче модального управления в стандартной постановке. 
 Примеры решения задач анализа, синтеза и оптимизации систем управления с по-
мощью ПК "МВТУ" приведены в [2, 4]. 
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4. Примеры применения ПК "МВТУ" 
 4.1. Исследование адаптивного ПИ-регулятора. Рассмотрим адаптивную систе-
му с ПИ-регулятором, построенную на основе интерполяционного метода [15]. Пусть 

( ) P IK s K K s   – передаточная функция регулятора, а ( )G s  и эт ( )W s  – передаточные 

функции объекта и разомкнутой эталонной системы. Настройка параметров регулятора 
осуществляется на основе интерполяционного условия 

    эт
I

P c c
c

K
K G j W j

j

 
     

, (1) 

где частота настройки равна частоте среза эталонной системы c . Из (1) получаем 
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 
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Таким образом, нахождение параметров регулятора сводится к оцениванию значений 
передаточных функций в заданной точке на  мнимой оси. Схема оценивания на основе 
взвешенного метода наименьших квадратов (МНК) была предложена в [15]. 
 

     
        Рис.5. Модель адаптивной системы.                 Рис.6. Модель устройства адаптации. 
 

 Модель адаптивной системы с ПИ-регулятором, сформированная в ПК "МВТУ", 
показана на рис.5, где модели регулятора, объекта и устройства адаптации представляют 
собой макроблоки, имеющие внутреннюю структуру. Структурная схема устройства 
адаптации показана на рис.6. На вход регулятора, кроме сигнала ошибки, поступает с 
выхода устройства адаптации векторный сигнал настраиваемых параметров 

 ,P IK KZ . Устройство адаптации содержит в своем составе модель разомкнутой эта-

лонной системы в виде передаточной функции эт ( )sW s . Если принять эт ( )W s   

 эт эт(1 )K s T s  , то параметры эталонной системы очень просто выражаются через за-

даваемые значения частоты среза c  и запаса устойчивости по фазе  : этK   

2
эт1 ctg , ctgc cT       . 

 Настройка контура адаптации на частоту c  осуществляется двумя одинаковыми 

фильтрами с передаточной функцией  2 2 2 2( ) 2cF s s s s        , где   – скорость 

адаптации (подходящее значение 0.1 c   ). Передаточная функция ( ) 1/H s s  выбрана 
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из условия ( ) 1/ ( )c cH j j   , что обеспечивает выполнение соотношения (2) для оценки 

PK . Оценивание параметров регулятора с помощью экспоненциально взвешенного ме-

тода наименьших квадратов выполняется в блоке "Язык программирования" c подписью 
"МНК", в котором записаны уравнения 
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Закон управления реализован в блоке "Регулятор" в виде 

  
0

( ) ( ) ( ) ( ) sin( )
t

P I cu t K t e t K e d a t       . 

Для настройки в заданной точке частотной характеристики к сигналу управления под-
мешивается гармоническое воздействие с частотой c  и амплитудой a. 

 
Рис.7. Процессы в адаптивной системе. 

 
 С моделью адаптивной системы были проведены эксперименты при различных 
входных воздействиях, моделях объекта и параметрах адаптации. Некоторые из полу-
ченных результатов приведены в [2,4,16]. В ходе экспериментов было обнаружено, что 
при определенных условиях самонастройка регулятора может выполняться без испыта-
тельного сигнала (т.е. при 0a ). В этом случае в контуре адаптации возникают ав-
токолебания с частотой, близкой к c . Приведем результаты моделирования адаптивной 

системы при входном воздействии ( ) 0.01g t t  и параметрах 0a  , 0.7c  , 45   , 

0.1 c   . Объект описывается уравнением 5 ( ) ( ) ( 1)y t y t ku t    , где 3k  при 200t  
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и 8k  при 200t . Начальные условия приняты в виде 0 0.5PK  , 10 IK , 3
0 10v . В 

процессе моделирования рассчитывался годограф Найквиста, по которому определялись 
значения частоты среза и запаса устойчивости по фазе. На рис.7 приведены графики из-
менения ошибки слежения ( )e t , частоты среза и запаса устойчивости. Из графиков вид-

но, что система неустойчива в начальный момент времени и теряет устойчивость при 
200t . Моделирование адаптивной системы в ПК "МВТУ" показало работоспособность 

предложенной схемы адаптации. 
 

 4.2. Исследование уравнения Ван-дер-Поля. ПК "МВТУ" является удобным ин-
струментом для исследования нелинейных ОДУ. Рассмотрим уравнение Ван-дер-Поля  

 2
0 0, ((1 ) ), (0) , (0)x y y x y x x x y y        , (3) 

описывающее колебательный процесс. Такое уравнение исследовалось в [17, 18], где 
приведены асимптотические формулы для предельного цикла при 1  . Для более 

сложных уравнений подобное решение получить невозможно, поэтому приходится ис-
пользовать численные методы. Чтобы получить траекторию предельного цикла путем 
моделирования, необходимо найти хотя бы одну точку на этой траектории. Пусть это 
будет начальная точка ( 0 0,x y ), тогда при заданном 0x  задача сводится к нахождению 

0y , при котором 0( )y T y , где T – момент пересечения переменной x значения 0x . Для 

решения этой задачи в ПК "МВТУ" удобно использовать режим Оптимизация. В этом 

случае 0y  является оптимизируемым параметром, а величину 0 ( )y y T  нужно миними-

зировать. Для определения момента T используем блок "Уточнение пересечения", вход-
ной переменной которого является x. Этот блок выдает единичный сигнал в момент пе-
ресечения входной переменной заданного значения в заданном направлении. 
 Примем 20 x . При 10  с помощью ПК "МВТУ" получены следующие пара-

метры предельного цикла: 9325660043628.00 y , 38522.86860953T . Интересно по-

смотреть, как изменяются собственные числа матрицы Якоби на траектории решения. 
Для этого воспользуемся блоком "Язык программирования" с программой: 
 const mu=10; init x=2,y=-0.5660043628932; 
 x'=y;  y'=mu*((1-x^2)*y-x); 
 Jac=[[0,1], [-mu*(2*x*y+1), mu*(1-x^2)]]; 
 eJ=eig(Jac); 
 Re[1]=real(eJ[1]); Re[2]=real(eJ[2]);  
 Im[1]=abs(imag(eJ[1])); Im[2]=-Im[1]; 
 output x,y,Re[2],Im[2]; 
Наряду с переменными x и y, выходами блока являются действительные и мнимые части 
собственных чисел. Графики их изменения приведены на рис.8. 
 При увеличении  время перехода переменной x от 1 до 2  сокращается, а собст-
венные числа увеличиваются. Такая задача часто используется как тест для методов 

численного решения жестких ОДУ [12]. Исследуем уравнение (3) при 610  (это зна-

чение обычно используется в жесткой тестовой задаче). В этом случае получаем 
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321020.666666540 y , 58091.61440112T . Разобьем полупериод 2T  на 5 интервалов 

таким образом, чтобы границами интервалов были моменты it , в которые переменная x 

принимает целые значения. В табл.1 приведены значения переменных и собственных 
чисел 1 , 2  в эти моменты, а также величины временных интервалов.  

 

 
Рис.8. Изменение собственных чисел матрицы Якоби уравнения Ван-дер-Поля на тра-

ектории решения (толстые линии – действительные части, тонкие – мнимые). 
 

Таблица 1. Результаты решения уравнения Ван-дер-Поля при 610  . 

i ( )ix t  ( )iy t  1  2  1i it t   

0    2 – 0.6667 0.5556 610000.3   ––– 

1    1 21.021 10   410452.1   410452.1   0.80695 

2    0 510669.6   610000.1      1.000 410323.1   
3 1  610334.1   610633.1 j  610633.1  j  710619.9   

4 2  210228.2   210974.2   610000.3   610470.3   
5 2      0.6667 0.5556 610000.3   410117.1   

 
 4.3. Исследование методов численного решения ОДУ. ПК "МВТУ" использо-
вался для разработки и исследования новых методов численного решения ОДУ и ДАУ. 
В частности, с его помощью были разработаны и отлажены эффективные схемы реали-
зации диагонально-неявных методов Рунге–Кутты [19]. По ряду причин нам было удоб-
нее использовать для этого ПК "МВТУ", нежели MATLAB или какую-либо систему 
программирования. Приведем пример простой модели, позволяющей исследовать схо-
димость произвольного метода Рунге–Кутты.  
 Рассмотрим систему ОДУ   

 0 0( , ), ( )t t  y f y y y , 

где y – n-мерный вектор, f – n-мерная функция, t – независимая переменная. Один шаг 
интегрирования этой системы s-стадийным методом Рунге–Кутты запишется в виде 
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Конкретный метод задается матрицей [ ]ijaA и векторами [ ]ibb , [ ]icc . Метод явля-

ется явным, если 0ija   при j i , и неявным в противном случае. Реализация неявного 

метода представляет собой трудную задачу, поскольку на каждом шаге интегрирования 
необходимо решать систему нелинейных алгебраических уравнений размером ns . Ис-
пользуя средства ПК "МВТУ", можно значительно упростить эту задачу. 

 
Рис.9.    Реализация метода Рунге–Кутты в виде структурной схемы. 

 

 Для исследования методов Рунге–Кутты была построена модель, показанная на 
рис.9. В подписях под блоками указаны переменные, которые являются выходами этих 
блоков. Эта модель позволяет исследовать точность любого метода Рунге-Кутты при по-
стоянном шаге. Для определенности, пусть мы решаем методом трапеций задачу  

 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2( 2) , , (0) (0) 1, 0 1y y y y y y y y y t             , (4) 

которая имеет решение 1( ) exp( 2 )y t t  , 2 ( ) exp( )y t t  . В окне "Язык программирова-

ния" модели задаем коэффициенты метода и начальные условия задачи в виде 
 A=[[0,0],[1/2,1/2]]; b=[1/2,1/2]; с=[0,1]; 
 y0=[1,1]; n=cols(y0); s=cols(A); ns=n*s; 
В блоке с подписью "F(Y)" вычисляем правые части iF : 

 input Y[ns]; 
 function fy(t,y)  
  const mu=1e8; 
   fy=[-(mu+2)*y[1]+mu*y[2]^2, y[1]-y[2]-y[2]^2]; 
 end; 
 var y[n],f[n]; 
 for (i=1,s) 
 begin 
   ti=time+h*c[i]; 
   for (j=1,n) y[j]=Y[(i-1)*n+j]; f=fy(ti,y); 
   for (j=1,n) F[(i-1)*n+j]=f[j]; 
 end; 
 output F[ns]; 
В блоке "y1,Y" вычисляем решение на шаге 1y  и стадийные значения iY : 

 input y0[n],F[ns]; 
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 y1=y0; 
 for (i=1,s) for (k=1,n)   
 begin 
   ik=(i-1)*n+k; Y[ik]=y0[k]; 
   for (j=1,s) Y[ik]=Y[ik]+h*A[i,j]*F[(j-1)*n+k]; 
   y1[k]=y1[k]+h*b[i]*F[ik]; 
 end; 
 output y1[n],Y[ns]; 
Наконец, блок "y0" осуществляет задержку на шаг интегрирования (параметром этого 
блока является вектор начальных условий 0y ).  

 Поставим задачу исследовать зависимость точности решения от параметра жестко-
сти . Ошибку решения получаем на выходе блока "MAX" в виде max ( ( ), 0 1)e t t  , где 

2 2
1 2( ) ( exp( 2 )) ( exp( ))e t y t y t      . Установим следующие параметры расчета: от-

носительная точность – 1e –12, метод итерирования – Ньютона-Рафсона, число итераций 
– 200. Исследуем точность методов Гаусса и Лобатто IIIA 2-го и 4-го порядков [12], ко-
торые обозначим через Гаусс p и Лобатто p, где p – порядок. Заметим, что метод Гаусс2 
– это метод средней точки, а метод Лобатто2 – метод трапеций. Полученные ошибки 
приведены в табл.2. Видно, что при решении жесткой задачи методы Гаусса уступают 
методам Лобатто. Это объясняется тем, что методы Лобатто имеют более высокий ста-
дийный порядок (при одинаковом классическом порядке p) и являются жестко точными 
[12]. Полученные результаты позволяют оценить реальный порядок методов. При 
уменьшении шага в 10 раз ошибка метода порядка p должна уменьшаться примерно в 

10 p  раз. Из результатов видно, что реальный порядок метода Гаусса 4-го порядка при 
810  равен 2, что подтверждает феномен снижения порядка [12]. 

 

Таблица 2. Ошибки решения задачи (4). 
 

Ошибка  h 
Гаусс2 Лобатто2 Гаусс4 Лобатто4 

1 1 8  32.11 10  31.82 10  64.56 10  62.38 10  
1 1 80  52.10 10  51.81 10  104.54 10  102.37 10  

810  1 8  37.18 10  46.39 10  31.12 10  71.66 10  
810  1 80  57.75 10  66.39 10  51.13 10  111.66 10  

 

 4.4. Прикладные разработки. ПК "МВТУ" активно используется при проектиро-
вании различных технических систем и устройств. Такие системы достаточно сложны, 
многие из них описываются моделями, содержащими тысячи переменных. Приведем на-
звания некоторых выполненных работ: 
  моделирование процессов в системах управления и защиты для расчетного обос-
нования алгоритмов КСКУЗ ядерных реакторов типа РБМК-1000; 
  разработка математической модели динамики нейтронно-кинетических и тепло-
гидравлических процессов в опытно-демонстрационной реакторной установке со свин-
цовым теплоносителем РУ БРЕСТ-ОД-300 применительно к задачам проектного обос-
нования технологических систем автоматического управления; 
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  расчетное обоснование ядерной безопасности проектов ядерных паропроизводя-
щих установок с реактором интегрального типа для транспортных ЯЭУ в переходных 
режимах и в проектных аварийных ситуациях; 
  моделирование следящих приводов, манипуляторов и робототехнических систем 
специального назначения. 
 Опыт решения большого числа учебных, научных и прикладных задач показал, что 
ПК "МВТУ" является удобным, эффективным и надежным средством для исследования 
и проектирования сложных технических систем, не уступающим по своим возможно-
стям лучшим зарубежным аналогам. 
 
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
 
1. Сайт разработчиков программного комплекса "МВТУ". http://mvtu.power.bmstu.ru; 
 Sait razrabotchikov programmnogo kompleksa "MVTU".  http://mvtu.power.bmstu.ru. 
2. О.С. Козлов, Д.Е. Кондаков, Л.М. Скворцов и др. Программный комплекс "Моделирование в 

технических устройствах". http://model.exponenta.ru/mvtu/20050615.html; 
 O.S. Kozlov, D.E. Kondakov, L.M. Skvortsov i dr. Programmnyi kompleks "Modelirovanie v tekh-

nicheskikh ustroistvakh". http://model.exponenta.ru/mvtu/20050615.html. 
3. О.С. Козлов, Д.Е. Кондаков, Л.М. Скворцов и др. Программный комплекс для исследования 

динамики и проектирования технических систем // Информационные технологии, 2005, №9, 
с.20-25; 

 O.S. Kozlov, D.E. Kondakov, L.M. Skvortsov i dr. Programmnyi kompleks dlia issledovaniia dina-
miki i proektirovaniia tekhnicheskikh sistem // Informatsionnye tekhnologii, 2005, №9, s.20-25. 

4. О.С. Козлов, Л.М. Скворцов. Исследование и проектирование автоматических систем с по-
мощью программного комплекса "МВТУ" // Информационные технологии, 2006, №8, с.9-15; 

 O.S. Kozlov, L.M. Skvortsov. Issledovanie i proektirovanie avtomaticheskikh sistem s pomoshchiu 
programmnogo kompleksa "MVTU" // Informatsionnye tekhnologii, 2006, №8, s.9-15. 

5. В.П. Дьяконов. MATLAB 6.5 SP1/7 + Simulink 5/6 в математике и моделировании. – М.: Со-
лон-Пресс, 2005, 576 с.; 

 V.P. Diakonov. MATLAB 6.5 SP1/7 + Simulink 5/6 v matematike i modelirovanii. – M.: So-
lon-Press, 2005, 576 s. 

6. В.П. Дьяконов. VisSim+Mathcad+MATLAB. Визуальное математическое моделирование. –
 М.: Солон-Пресс, 2004, 384 с.; 

 V.P. Diakonov. VisSim+Mathcad+MATLAB. Vizualnoe matematicheskoe modelirovanie. – M.: 
Solon-Press, 2004, 384 s. 

7. О.С. Козлов, Л.М. Скворцов. Построение математических моделей электрических цепей в 
программных комплексах структурного моделирования // Инженерный вестник, 2012, №7. 
http://engbul.bmstu.ru/doc/460380.html; 

 O.S. Kozlov, L.M. Skvortsov. Postroenie matematicheskikh modelei elektricheskikh tsepei v prog-
rammnykh kompleksakh strukturnogo modelirovaniia // Inzhenernyi vestnik, 2012, №7.  

 http://engbul.bmstu.ru/doc/460380.html.  
8. О.С. Козлов, Л.М. Скворцов, В.В. Ходаковский. Решение дифференциальных и дифференци-

ально-алгебраических уравнений в программном комплексе "МВТУ".  
 http://model.exponenta.ru/mvtu/20051121.html. 
 O.S. Kozlov, L.M. Skvortsov, V.V. Khodakovskii. Reshenie differentsialnykh i differentsialno 

-algebraicheskikh uravnenii v programmnom komplekse "MVTU".  
 http://model.exponenta.ru/mvtu/20051121.html. 
9. О.С. Козлов, Л.М. Скворцов, В.В. Ходаковский. Решение дифференциальных уравнений в 



46  О.С. Козлов, Л.М. Скворцов 

программном комплексе "МВТУ" // Информационные технологии, 2006, №5, с.10-16; 
 O.S. Kozlov, L.M. Skvortsov, V.V. Khodakovskii. Reshenie differentsialnykh uravnenii v program-

mnom komplekse "MVTU" // Informatsionnye tekhnologii, 2006, №5, s.10-16. 
10. Л.М. Скворцов. Явные адаптивные методы численного решения жестких систем // Матем. 

моделирование, 2000, т.12, №12, с.97-107; 
 L.M. Skvortsov. Iavnye adaptivnye metody chislennogo resheniia zhestkikh sistem // Matem. 

modelirovanie, 2000, t.12, №12, s.97-107. 
11. Л.М. Скворцов. Явный многошаговый метод численного решения жестких дифференциаль-

ных уравнений // Ж. вычисл. матем. и матем. физ., 2007, т.47, №6, с.959-967; 
 англ. пер: L.M. Skvortsov. Explicit multistep method for the numerical solution of stiff differential 

equations // Comput. Math. Math. Phys., 2007, v.47, №6, p.915-923. 
12. Э. Хайрер, Г. Ваннер. Решение обыкновенных дифференциальных уравнений. Жесткие и 

дифференциально-алгебраические задачи. – М.: Мир, 1999, 685 с.; 
 E. Hairer and G. Wanner. Solving ordinary differential equations II: Stiff and differential-algebraic 

problems. – Berlin: Springer-Verlag, 1996. 
13. О.Н. Киселев, Б.Т. Поляк. Синтез регуляторов низкого порядка по критерию H  и по крите-

рию максимальной робастности // Автоматика и телемеханика, 1999, №3, с.119-130; 
 англ. пер: O.N. Kiselev, B.T. Polyak. Synthesis of low-order controllers by the H  and the maxi-

mum robustness criteria // Autom. Remote Control, 1999, v.60, №3, p.393-402. 
14. Л.М. Скворцов. Интерполяционные методы синтеза систем управления // Проблемы управ-

ления и информатики, 1998, №6, с.25-30; 
 L.M. Skvortsov. Interpoliatsionnye metody sinteza sistem upravleniia // Problemy upravleniia i in-

formatiki, 1998, №6, s.25-30. 
15. Л.М. Скворцов. Интерполяционный метод автоматической настройки регуляторов // Изв. 

РАН. Теория и системы управления, 1998, №6, с.100-103; 
 англ. пер: L.M. Skvortsov. The interpolation method for auto-tuning of controllers // J. Computer 

and Systems Sciences International, 1998, v.37, №6, p.923-926. 
16. О.С. Козлов, Л.М. Скворцов. Исследование адаптивного ПИ-регулятора с частотной на-

стройкой // Оптимизация производственных процессов. – Севастополь: Изд-во СевНТУ, 
2009, вып.11, с.107–109; 

 O.S. Kozlov, L.M. Skvortsov. Issledovanie adaptivnogo PI-reguliatora s chastotnoi nastroikoi // 
Optimizachiia proizvodstvennykh protsessov. Sevastopol: Izd-vo SevNTU, 2009, vyp.11, s.107-109. 

17. A.A. Дородницын. Асимптотическое решение уравнения Ван-дер-Поля // Прикл. матем. и ме-
хан., 1947, т. 11, с. 313-328; 

 A.A. Dorodnitsyn. Asimptoticheskoe reshenie uravneniia Van-der-Polia // Prikl. matem. i mekhan., 
1947, t.11, s.313-328. 

18. Н.Н. Боголюбов, Ю.А. Митропольский. Асимптотические методы в теории нелинейных ко-
лебаний. 4-е изд. – М.: Наука, 1974, 410 с.; 

 N.N. Bogoliubov, Y.A. Mitropolski. Asymptotic methods in the theory of non-linear oscillations. – 
New York: Gordon and Breach, 1961. 

19. Л.М. Скворцов, О.С. Козлов. Эффективная реализация диагонально-неявных методов Рунге–
Кутты // Матем. моделирование, 2014, т.26, №1, с.96-108; 

 англ. пер: L.M. Skvortsov, O.S. Kozlov. Efficient implementation of diagonally implicit Runge–
Kutta methods // Math. Models and Comput. Simul., 2014, v.6, №4, p.415-424. 

 
 

Поступила в редакцию 20.02.14 


