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ХАРАКТЕРИСТИКА ИНВАРИАНТНО ПОРЯДКОВО ОГРАНИЧЕННЫХ 
МНОЖЕСТВ В ПРОСТРАНСТВЕ L 4 Q , J O -

0. Введение. В работе [I]В.Н.Судаков доказал, что подмноже­
ство В пространства L остается порядково ограниченным под дей­
ствием любых унитарных преобразований в том и только том случае, 
когда оно содержится в некотором эллипсоиде Гильберта-Шмидта.При 
этом существует такая константа С , что II ̂ р LLC В) II 4 Q, ддЯ 
любого унитарного оператора Ц . Другим путем эти утверждения по­
лучены в [3 ] , [4 ] . Позже (см.[2]) В.Н.Судаков дополнил свои ре -
зультаты следующим предложением: если абсолютно выпуклое множе­
ство E>cL СО,0 не содержится ни в каком эллипсоиде Гильберта-
Шмидта, то существует такой унитарный оператор Ц, , что 
Яф UCB) = + оо п.в. 

Наша заметка посвящена доказательству аналогичных фактов 
для пространства L при \ < р < +°° . Весьма существенным для 
нас будет понятие р -абсолютно суммирующего оператора (см.[5], 
[6]), впервые примененное в этом круге вопросов в [3 ] . 

1. Основные определения и обозначения. Под оператором (ото­
бражением) везде ниже понимается линейное непрерывное отображе­
ние одного В -пространства в другое. Символом L'(X,Y) CLCX)) 
обозначается пространство всех отображений пространства X в про­
странство V (соответственно, в себя). Оператор ЦеЬСХ.У) 
называется 6 -изометрией, если он обратим и | |Ц| • Щ 1 4 \ +6 
Если р&ЕЦ, +«0 , то под р везде ниже понимается число фу , 
когда р>\ и °° , когда р=\ . 

Оператор Ц, с L (X ,У) называется р - а б с о л ю т н о 
с у м м и р у ю щ и м , если существует такое число С , что для 
любого конечного набора векторов \%Л сХ выполняется не-
равенство 

N 

Z . I U x J ^ C - i u p J L k x ^ X e X , | |Х1Ы]. 

JlycTb p e [4, + °°"), X - В - пространство,ljk€.XCk=f.Vl 
7" || и | < + °° . Множество 
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я) 
будем называть р - э л л и п с о и д о м ' в X • 

Ясно, что р - эллипсоид есть компактное множество. Как не­
трудно убедиться, подмножество гильбертова пространства является 
1 -эллипсоидом тогда и только тогда, когда оно есть эллипсоид 

Гильберта-Шмидта, т .е . £ -эллипсоид, построенный с помощью орто­
гональной системы векторов i ^ k ] M • 

• Нам понадобятся некоторые факты из теории частично упорядо­
ченных пространств. Используемая нами терминология соответствует 
принятой в монографии [8] . Пусть X " KB - линеал. Множество 
В С Х мы будем называть инвариантно порядково ограниченным 
(и.п.о.) множеством, если его образ при любом отображении из X 
в X остается порядково ограниченным в X 

Легко убедиться, что мы получим равносильное определение 
и.п.о. множества, если вместо всевозможных отображений простран­
ства X в себя будем рассматривать только &-изометрии при про­
извольном фиксированном £>0 . Если X =1_ (П,Ы/) > т0> как 
фактически установлено в [I] и [,3] , в определении и.п.о. множе­
ства можно ограничиться унитарными операторами. 

Если X - В - пространство, а У-KB- линеал, то оператор 
И £ 1 - Л Х , у ) называется правильным (см. [10]), если образ U®)) 
единичного шара ф^сХ порядково ограничен в У . В случае, 
когда У = L ( П , LO .понятие правильного оператора равносиль­
но понятию (Ь-0)-линейного оператора (см.[8], [9]). Если рe0,+od), 
то оператор ILeLCL (flju/"), LP(fi,JU/)) правилен тогда и только 
тогда, когда правилен оператор Ц* (см.[7], теорема 3;[9], гл. 
УШ, п°6.33). 

2.Вспомогательные утверждения. Пусть X -KB -линеал, В -
и.п.о. множество в X • Определим на LCX) функцию 0 равенством 

p(a>su4iiu^viuxsiv.. .viaxj!-ixKCcB,n,H,2,...] (IULCX)). 

Предложение I. Ф у н к ц и я р е с т ь н е п р е р ы в ­
н а я п о л у н о р м а в ЦХ) ( и , с л е д о в а т е ­
л ь и о , с у щ е с т в у е т т а к а я к о н с т а н т а 

С , ч т о р (11)4С»Ш UleLCX))) 
Доказательство. То, что р - полунорма, тривиально. Чтобы 

доказать непрерывность, достаточно убедиться, что множество 
[ U ^ L ( X ) '• О(11)44} замкнуто в 1_(Х) . это немедленно сле­

дует из непрерывности структурных операций в X • 
х ' Легко видеть,.что ряд У tKU-k безусловно сходит­

ся (CM. [ I I J , лемма 2) . "*1 
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Следствие. Пусть X ~КВ - пространство, Б - и.п.о. множе­
ство в X . Существует такая константа С » что 

l i u f t l l l x h x e B j U C I l t l I I U L ( X ) ) . 

Действительно, так как X - KB - пространство, то (см.[8], 
гл. УП, § 6) 

Н б а р { | а х | : х е В ] « = р С а ) . 

Лемма. П у с т ь р е О , * 0 0 " ) , Х - [^-простран-
с т в о {'Х̂ З.се.д п р о и з в о л ь н о е не б о л е е 
ч е м с ч е т н ое с е м е й с т в о в е к т о р о в 
п р о с т р а н с т в а х . у д о в л е т в о р я ю щ е е ус­
л о в и ю : 

•Р * 
Ц | <ХА)х'>| о°° (х'еХ ). 

П у с т ь , д а л е е , ( О , } 0 - п р о с т р а н с т в о с 
м е р о й , Ю А е д - с е м е й с т в о п о п а р н о н е л е -
р е с е к а ю щ и х с я п о д м н о ж е с т в м н о ж е с т ­
в а О т а к и х , ч т о 0<JLLe^<+oo (X е А) 
Т о г д а с у щ е с т в у е т ' о п е р а т о р 

. у д о в л е т в о р я ю щ и й 
у с л о в и я м х' 

1) V(^)=(ji.eJPxx U e A ) ; 
i # 

2) IVUsup^LKx^x^/'-x'eX , Ix'Klj. 
Доказательство. Рассмотрим подпространство 

^— I ^— Р 

состоящее из функций вида Z_A, 1L , /_IX,I lie, < + °° . Оче-
видно, что отображение Ц , определяемое равенством 

Qx =I_{jiej{\xi^)-]te (xeLP'cn,ji)) 
р'/ е. 

есть проектирование L CO, jn) на L и II Ц. 1 ~\ . Поэтому ис­
комый оператор V достаточно задать лишь на L • Для X e L , X = 

^ * L мы полагаем 4 - л 4 Л е х 
*' Символом ХЕ мы обозначаем характеристическую функцию мно­

жества Е • Везде далее мы отождествляем измеримую функцию и соот­
ветствующий ей класс эквивалентности. 
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(Заметим, что ряд Z__ AA (Jit6Jp • x^ безусловно сходится Б 
X ) . Ясно, что оператор \] линеен и удовлетворяет условию 1). 

Если X е: X , то 

'<Vx1x> = Z.Xt(ju,e<j'<xgt,x>< 
•i- -L i 

< ^ I 1 J V / (^|<Х,,Х>|Р)Т<^|<Х„Х1Р) 1*1. 

Отсюда вытекает требуемая оценка для | у | • Лемма доказана. 
3. Основной результат. Теперь мы в состоянии получить тео­

рему, являющуюся нашей главной целью. р 
Теорема. П у с т ь p e ( i , + °°) , B cL(0,JuT) . Э к в и ­

в а л е н т н ы у т в е р ж д е н и я 
р 

1) В - и.п.о. м н о ж е с т в о в L C^XjO \ 
2) с у щ е с т в у ю т к о м п а к т н о е п р о с т ­

р а н с т в о К . к о н е ч н а я м е р а Р а д о н а V 
на н е м и п р а в и л ь н ы й о п е р а т о р 
TeL(LP'(K,v), L 4 n , p ) т а к и е , ч т о В с Т ( В Д , 
г д е Т) - з а м к н у т ы й е д и н и ч н ы й ш а р в 
LrcK.vf, 

3) с у щ е с т в у е т р - э л л и п с о и д 
6р с L С Л , jii-)- . с о д е р ж а щ и й м н о ж е с т в о ^ . 

Замечание I. Как известно, и.п.о. множества в L ( Л , it) 
совпадают с порядково ограниченными множествами (см.[8], теоре­
ма УШ.7.2). Поэтому при р=П утверадения I) и 2) теоремы остают­
ся равносильными. Верна, очевидна, также импликация 3) =? I).Об­
ратная импликация не верна. 

Замечание 2. Можно доказать, что при р е .0 , + О 0 ) , р ±1 
из инвариантной порядков! ограниченности множества В B J - C A J ^ ) 
не следует порядковая ограниченность в пространстве L ( П , JL) 
множества V(B) , где V^LO-TcAjOj L. Ш,$-)) . Соответству­
ющий пример при р<2 мы получаем, рассматривая построенное в 

[12] изоморфное вложение W пространства ( в L (О, О . Если 
& - эллипсоид в I , построенный с помощью последовательно-

р f 1°° л f 
сти векторов Ы к в к ] , где в^ - канонические орты в Ь , 
^и?®) i^kJb , ̂  ' 2__/ ыг=6„ = оо ,то используя теоре-

к и к 

му ХХУ1.2.3 из[13], мы видим, что Ыц> W (©-) = f °° п.в. Вме-
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сте с тем легко убедиться, что при любом отображении из L(fl,Ji/) 
в произвольное Кб -пространство X образ эллипсоида Гильберта-
Шмидта порядково ограничен в X . 

Доказательство теоремы. Мы проведем доказательство по схеме: 
I) => 2) => 3) => I ) . 

I) => 2 ) . Не умаляя общности можно считать, что и.п.о. мно­
жество В абсолютно выпукло и замкнуто. Пусть Х6 - банахово про­
странство, получающееся, если в линейной оболочке множества В 
ввести норму с помощью функционала Минковского, построенного по 

В , и пусть i - тождественное вложение Xft в . Наша 
ближайшая цель - доказать, что оператор i - р - абсолютно сумми­
рующий. „ 

Пусть 1 х Л - произвольное конечное семейство векторов 
в L (fl,JU/) . Рассмотрим семейство 1вк]к=1 ( е к с П ) попарно 
дизъюнктных множеств конечной положительной меры и зафиксируем 
оператор .удовлетворяющий условиям: 

1) V(Xe)=(jU,e/xK Ck=M,...,N), 

2) IVUsuf {^Z.Kxk,x>lP)": x'e:LCH,/t), I x 'M} . 

Существование такого оператора гарантируется леммой. Пусть Ъ0 = 
= Щ> V СВ) . По условию 20 £< L ( П , ji) и, по следствию к 
предложению I , существует такое число С = С~6 (не зависящее от 
V • )» ч т 0 l ^ J K С 1 V I .Займемся теперь оценкой суммы 
* . * р 
/L Н Хк11 . Зафиксируем такие векторы zKeX6Ck = 1,2.,.. .,N), 

что 12JI < \ ( т . е . Z K e В ) и III* х к | < 2 I < i* xK, гк>\. Далее 
имеем: Р Л Р { , . . ,р 

Z_U*xJ ^2 Z-Ki ' xK,zK>l = 

= 2PLki*Vcjnej?7eK, zk>lP = 
р 

N - - p 

4 2 Z_CjLLeK)p'KXeK,z„>l = 
N P C N^ 
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Полученная для Z. Hi xK II оценка показывает, что i* - p -аб-
солютно суммирующий оператора. Вследствие этого оператор i* можно 
включить в коммутативную диаграмму (см.[5], теорема 3): 

1 

С (К) 

.* t ^ х 

id -L4K,v) 

Здесь Z. -некоторое В -пространство, К -компакт, V -конеч­
ная мера Радона на К , id - тождественное вложение, j - изомет­
рическое вложение, % , 5 - непрерывные операторы. Пусть И=id»ft .. 
Ясно, что оператор R, правильный. Переходя к сопряженным операто­
рам получаем диаграмму 

Lcn.jn) 
И* 

X. 
.* 

L(K,v) 
Так как j есть открытое отображение Z на Х6 , то образ неко­
торого шара Ю с Z содержит единичный шар Б пространства 

X* . Ясно также, что при достаточно большом Х>0 имеет ме­
сто включение $ (£)") о Хщ , где Ю< - единичный шар простран­
ства L (K,v) .Подытоживая, получаем: 

беГсеоспдю')) = ̂ сзЧю0)) с XR/OQ). 
Так как вместе с оператором fv оператор R/ также правилен, то ис­
комый оператор Т мы получим, положив T=Xfv . 

2) ==> 3) . Правильный оператор ТеLCL (К,v), LШ,ju,)) 
представим в виде (см.[7].теоремы 2,3) 

Т-!_*'„ 
КМ 

,где x^eLCK.v), ^eL(n, jU/) r 

L U x > > f < ^ (xei_p(K,v)), L«IL«P< + oo 
KM 

He умаляя общности, можно считать, что 
00 р' р' 

Ll<x,x'k>| 4lx | ( xeL(K.O) . 
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. °° "L р' 1 
Тогда эллипсоид &р = [ Z _ t k i J k • Z _ l t k l 44 J • - искошй. 

3) ==^ 1)^ Достаточно доказать, что всякий р-эдлипсоид 
©Р = ^ р ( { ч к ] ) есть и.п.о . множество в |_ Ш,}ь) - Пусть 

2 = ( 2 L l t j k l P ) ? . Так как L l l l j j f < + оо >т0 2 е [ _ Р ( Д , ^ 
и |х| 4 2 для любого Х£© . Следовательно, р - эллипсоид явля­
ется порядково ограниченным множеством в L GQ ,fQ . Так как об -
раз р-эллипсоида при любом отображении, очевидно, снова есть 0-
эллипсоид, то top - и.п.о. множество в L(/1,JU<) . Теорема доказа­
на. 

В заключение приведем без доказательства два предложения, по­
казывающие, что не и.п.о. множество в пространстве L (0,1) может 
быть "повернуто" так, что его образ не будет порядково ограничен 
даже в пространстве всех измеримых почти везде конечных функций. 

Предложение 2. П у с т ь р€ . [4 ,+оо) , е е . (0,1) . В - а 6~ 
с о л ю т я о в ы п у к л о е п о д м н о ж е с т в о п р о ­
с т р а н с т в а 1_ ( 0 , 0 , f - п р о и з в о л ь н а я н е -
в о з р а с т а ю щ а я , о п р е д е л е н н а я н а (ОД) 
ф у н к ц и я . Е с л и б-wp В ф- Lp (0,1) , т о с у щ е с т ­
в у е т т а к а я и з о м е т р и я И0 п р о с т р а н ­
с т в а L P (0 J ) , ч т о ^\($)>А п .в . н a ( O J - g ) . 

Предложение 3 . П у с т ь р е Ц, + оо) ? е е (0,0 , В - а б -
с о л ю т н о в ы п у к л о е п о д м н о ж е с т в о д ро т 
о т р а н с т в a L СО , 0 . Е с л и В - н е и . п . о . 
м н о ж е с т в о в 1_С0,0 , т о с у щ е с т в у е т 
т а к о е б - и з о м е т р и ч е с к о е о т о б р а ж е ­
н и е И0 п р о с т р а н с т в а L С0,0 н а с е б я , 
ч т о Щ И0(&) = +оо п# в . н а (0,1) 

Замечание. В работе [2]для случая р = 2 получен более 
сильный результат: найдется унитарный оператор Lt0 такой, что 
щ> U/0(&) = + ОО п.в. на (0,1). При р =5̂2 нельзя отказаться 

от рассмотрения & -изометрии, так: как изометрии пространства 
L (0,1) преобразуют всякое порядково ограниченное подмножество 

пространства L (0,1) снова в порядково ограниченное подмножество. 
Это немедленно вытекает из общего вкда изометрии пространства 
|_Р (0,1) при рМ (см.[14], стр.151). 
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