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В. А, Болотов, А. П. Южаков 

С помощью одного многомерного аналога логарифмического 
вычета выводятся формулы, выражающие коэффициенты сте­
пенных рядов неявных функций ZJ = ф;- (w) = <pj (wu. . ., wm), 
j = 1,. . ., п, определяемых системой уравнений Fj (w, z) = 
= Fj (wu. . ., wm; zu. . ., zn) = 0, j = 1,. . ., n, Fj (0, 0) = 

ТУ1+Т1 
= 0, dFj (0, 0)/dzfe = djft в окрестности точки (0, 0) e C^w^, 
через коэффициенты степенных рядов функций Fj (w, z), j = 
= 1,. . ., п. Как следствие получаются известные формулы об­
ращения системы кратных степенных рядов. Библ. 7 назв. 

В работах Кэли [1], Сильвестра [2], Сакка [3] даны 
формулы обращения системы степенных рядов. А именно, 
пусть дана система кратных степенных рядов 

™3 = fj (Z) = Zj + S j a | > 2 ajaZa, / = 1, . . . , И, (1) 

и ряд 
Ф(*) = З и > Д * а , (2) 

где a = (ax,. . ., an), a7- = 0, 1, 2,. . ., | a | = ax + . . . 
. . . + a n f z"efCn, z" - zT . . . z>. В [1], [2] для п = 2, 3, 
а в [3] для м^> 2 вводятся формулы, выражающие коэф­
фициенты ряда 

ф(*И) = 2,а^ад^. (3) 
где ш = (и?ь. . ., и;п), z = g (и?), g = (gx,. . ., gn) — 
обращение системы (1), через коэффициенты рядов (1), 
(2) (при Ф (z) == Zj, j = 1,. . ., п (3) дает обращение си­
стемы (1)). При выводе упомянутых формул Кэли и Силь-
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вестр используют метод кратных вычетов, введенный Яко-
би [4] (под вычетом мероморфной функции многих пере­
менных там понимается коэффициент при минус первыл 
степенях разложения этой функции в кратный ряд Лора-
на). Сакк применяет операторный метод. 

В настоящей заметке рассматривается обобщение ука­
занных формул на системы произвольных неявных функ­
ций. При этом существенно используется один многомер­
ный аналог теоремы о логарифмическом вычете (см. [5, 
теорема 3]). 

§ 1. Постановка задачи. Пусть 
Fj (w, z) = 2 | a / + | P I > 1 aMuPz*, j = 1 , . . . , и, (4) 

Ф К ^ З , а | д а ^ ^ , (5) 
где w = (wl9. . ., wm) e Cm, z = (z1?. . ., zn) e Cn, 
a = ( а ь . . ., am), p = (p b . . ., pn), ah py - 0, 1,. . . — 
кратные степенные ряды, абсолютно сходящиеся в ок­
рестности точки (0; 0) ЕЕ Co£z)> причем 

dFj(0,0)/dzK = 8h, j,k= 1,. . ., щ (6) 

где-6^ — символ Кронекера. 
По теореме о неявных функциях существует система 

функций 
ZJ = 4>j (">) = ФУ (^Ь« • •> ^ т ) , 7 = 1 , . . . , П 

И Ф ( 4 (7) 
голоморфных в окрестности точки 0 = (0, ..., 0) ЕЕ С™ и 
удовлетворяющих в некоторой окрестности точки (0; 0) ЕЕ 
£Е Ц-ш,2) системе уравнении 

^ (и;, z) = 0 , / = 1,. . ., п. (8) 
Ставится задача: выразить коэффициенты разложения 
в степенной ряд 

Ф К ф И ) = З и > 0 ^ а (9) 
через коэффициенты рядов (4), (5). 

З а м е ч а н и е 1. В более общем случае, когда 
8 (F)/0 (Z) |(0;о) = д (Fl9. . ., Fn) I д (ZU. . ., Zn) |(o;o) Ф 0, 
систему (8) с помощью линейного преобразования можно 
заменить эквивалентной ей системой так, чтобы выполня­
лось условие (6). 
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З а м е ч а н и е 2. В [6] даны формулы, выражающие 
коэффициенты ряда (9) через производные некоторых вы­
ражений, содержащих функции (4), (5) в точке (0; 0) (см. 
формулу (21)). 

§ 2. Из условия (6) следует, что ряды (4) можно пред­
ставить в виде 

Fj (w, z) = zj + gj (w, z), ] = 1,. . ., n, (10) 
где 

gi(M?,«) = S lJLfVa i livu;V. (U) 

Здесь и ниже предполагается, что в E^v, II^V* { }iv 
мультииндексы \i = (|ii,..., fxm), v = (v1?. . ., vn) пробе­
гают всевозможные наборы неотрицательных целых чи­
сел, для которых либо | \л | + | v | > 2, либо v = 0 = (0,. . . 
. . ., 0), | it | % 1. Поставленную в § 1 задачу решает сле­
дующая 

ТЕОРЕМА г). Коэффициенты da, | a | !> 0, разло-
эюения (9) выражаются через коэффициенты рядов (4), 
(5) следующей формулой: 

d^\x)S(-irs)].Kx.D(S). 
• П"=1 (tP №) - 1J! • l \ v - ^ r (a„xv)^) , (12) 

где S = {Sn. . ., Sn}, Sj = { S J ^ } ^ — набор неотри­
цательных целых чисел Sj^, среди которых лишь конеч­
ное число отличны от нуля, р (S) = (р (S^,. . ., р (Sn)), 
Р (Sj) = S^VSJH-V; D (S) = det || 6 f c r p (Sj) — ok (Sj) \\ktjsalj ..fTl, 
afe (Sj) = SJJL^V^ Sĵ tv; суммирование в S ^ ^ s ведется по 
всевозможным мулътииндексам т) = (TJ!,. . ., Y)m), т = 
= (хг,. . ., тп), | г\ | + | т | > 0, и системам S = { S b . . . 
. . ., Sn}, удовлетворяющим условиям 

% + S L A (Si) = аь А = 1,. . . , m, J> (13) 
t/c + 2 j i = 1 ^ (5j) = P (Sfc), A = 1 , . . . , л, 

где hfc (Sj) = 2|x,vjijcSjvtv. Яри этом, если S содержит Sj, 
для которого р (Sj) = 0 (яг. б. Sj^v = 0 для всех Sj^ vS Sj), 
mo в соответствующем слагаемом формулы (12) вместо 

г) В частном случае л = 1 эта теорема получена в [6, предло­
жение 2]. 
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произведения fp (Sj) — 1]! • JJ г- (aj^Y^ нужно по-
ставить 1, а в D (S) вместо 8kjp (Sj) — ak (Sj) взять 8kj. 

З а м е ч а н и е З. Формула (12) содержит лишь ко-
нечное число слагаемых, отличных от нуля. Действитель­
но, из общих соображений следует, что da выражается 
лишь через те коэффициенты 6^т, а^ рядов (5), (11), 
для которых | т| | + | т | < | а |, | ц | + | v | < | ос |. 

З а м е ч а н и е 4. При Ф (и?, z) == zj, j = 1,. . ., n, 
из разложения (9) получаются разложения в степенные 
ряды неявных функций (7), определяемых системой (8). 
В этом случае в формуле (12) исчезает суммирование по 
г), т, а условия (13) принимают следующий вид: 

X L h (Sj) = a/c, к == 1 , . . . , т, 
* J> (14) 
s;/c 4- Д-=1 <** (Sj) = p (Sk), к = 1 , . . . , п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно подобрать числа е^>0, 
б > 0 так, чтобы для £ е Г = {£ е Сп: | ^ | = . . . = 
=- | Z%\ = е} и w Е С / = {^ е С т : | M ? I | < 6,. . ., | к;т | < 
^ 6} выполнялись неравенства (см. (10), (11)): 

U . - K £ ) | < | £/ | = е, / = 1,- • ., п. (15) 
Тогда по теореме 3 из [5], функцию (9) в замкнутом поли­
цилиндре U можно представить в виде (см. также [6]) 

rrw / \\ * f Ф(м>. C)-0(*')/0(C) j * ,ла\ 
0(w,w(w))^= \ — У/ J dL (16) 

V TV / ; (2ni)n Jr ^ K £ ) Ь V ' 
n n 

где F(M>,£) = П . / i K 0 = I I . , f£i + ft M l , d £ = 
= d^x Д . . . Д d£„. Из (16) коэффициенты разложения (9), 
как коэффициенты Тейлора (см. [7, стр. 275]), выразятся 
формулой d - 1 [ Ф(а>.Ф(а») d(0 _ 

1 р ф(т,е)-а(/-(а.,е))/д(С) d Л ~ ,17) 

где у = {«о ЕЕ Cm: | сох | = . . . = | <от | = б}, o>a+i = 
= оГ+1 • • • < Г + \ dco = d©! Л • • • Л <*«>т. 

Выражение i^-1 d (,Р)/<9 (£) можно представить в виде 
5 (In / ^ (Q = 5 (In Fv. . ., In Fn)ld (tv. . ., Cn)-

50 



Согласно (15) функция 
(Ф(со, Q a (F) I д{1))1 F (со, 0 = 

= Ф(со, С) S (In F (со, 1))1д(1) (18) 
голоморфна на (т + тг)-круговом компакте U X Г и раз­
лагается на нем в абсолютно и равномерно сходящийся 
кратный ряд Лорана. Из (17) следует, что коэффициент da 
равен коэффициенту при со0^"1 = со*1 . . . со^1 Ci1 • • • 
. . . Сп1 этого ряда Лорана. 

Разложение в ряд Лорана функции (18) можно найти 
непосредственно. Учитывая (10), (11), (15), получим сле­
дующие, абсолютно и равномерно сходящиеся на U X Г, 
разложения: 
In Fj (со, £) = In Ь + In [1 + gj (со, ЪШ = 

Zoo ( _ 1 )Р-1 

P=I F Ч 
1 

[Л, V Sj\*<V I 
in^ + V00 ( - l r ^ p - i ^ V [п 

• (ая*)*Н A vl*s^ .£2^v>*-pfJ = 
= In ̂  + V, ( - lfa'yi [P ф ) - 1]! • 

/ = 1 , . . . ,n, 
где e j = (0,. . . ,1 , . . .,0)£ГД№) = % v^vv, 

<* №•) = 2 ^ v v%v; в S p ( S .)ep, Sp(Sy)>i 
суммирование ведется по всевозможным наборам Sj = 
= {sjiJLv}ix,v, для которых р (Sj) = 2jx)V Sĵ v = Р, соот­
ветственно, > 1. Отсюда 

0 In F; («>,£№ = - ^ + V ( - l ) * 8 ' * [ р (5 , ) -1 ] ! . 
Ч &—ip(S,-)>i 

• fП - г т ( W H • [р №) бл - °* №)i • 
• CDX(S>> g-^HUW-'*, Л, / = 1 ». (19) 
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6д/£/ можно рассматривать как член суммы 2p(S.)->0, 
соответствующий набору Sj, состоящему из одних нулей, 
т. е. для которого p(Sj) = 0, с учетом соглашений, сде­
ланных в теореме. Подставляя (19) в якобиан д (In F)ld (Q 
и вынося знаки суммирования, а также общие множите­
ли в строках и столбцах за знак определителя, получим 

OilnF^O) = ^ ( - - l ) l P W » | ? ( g ) { n ^ f p № ) - l ] l -

• ГП T V (ЛЛ*)§ Л* 11 COMS)^(S)-P(S)-I? ( 2 0 ) 

г д е Ц 5 ) = ^ О Д , a(5) = 2SL1cr(5j),p(5) = (p(51) , . . . 
. . ., р (£„)), / = (1, . . ., 1), 2 s — суммирование по 
всевозможным наборам S = (б^,. . ., 5П), для которых 
| р (S) | = р (St) + . . . + р (Sn) конечно. Перемножая 
ряды (5) и (19), получим разложение Лорана для функ­
ции (18). Наконец/выделяя в нем коэффициент при coa£-J, 
получим (12). 

З а м е ч а н и е 5. Формулу (12) можно также полу­
чить, исходя из обобщения разложения Лагранжа на 
системы неявных функций в [6], где дана следующая 
формула коэффициентов ряда (9): 

dt - - Z B e . , < - 1 ) " ^ 1 0|a|+|| 

J|0|<2|a| " • H«"i dwadz& 
Ф (W, z) 

[F(W,Z)-Z]*^]\. (21) d(z) (o;o) 

Раскрывая [F (w, z) -—z]& = JJ [Fj (w, z) — Zj] ^ по фор 
J = I 

муле бинома, представим da в виде 

a~~ 2 j |p K 2 / a | 2j0<v<p a!(v + / ) ! ( p - v ) ! dw*dz$ 

0(W,Z)Z^^P-]\ . (22) 
. ' д (z) J |(o; o) V ' 

Подставляя в (22) ряды (5), (10), (11), и производя соот­
ветствующие операции с рядами, получим формулу, вы­
ражающую коэффициент da через коэффициенты рядов 
(5), (11), которая после обратного свертывания по фор­
муле бинома преобразуется к виду (12). 

§ 3. Положив в теореме т = п, Fj (w, z) = fj (z) — Wj, 
j = 1,. . ., n, Ф (w, z) = Ф (z), соответственно, 6ap = 0 
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при а Ф О = (О,. . ., О), &оэ = V> а№ = О ПРИ V> Ф О* 
исключая \i = lj, v = 0; а^.0 = —-1, а^ = а^, полу­
чим, как следствие, формулы Кэли, Сильвестра, Сакка 
[1] — [3], причем в единообразном виде. 

С л е д с т в и е . Коэффициенты сл, | а | > О ряда (3) 
выражаются через коэффициенты рядов (1), (2) формулой 

fc_£ (-iV-.MWlf, ^ '+° ' - '" . 

где S = {Si,. . ., Sn}, 5;- = (5jv}|v|>2 — набор неотри­
цательных целых чисел SjV, v = (v1?. . ., vn), | v | > 2, сре­
ди которых лишь конечное число отличных от нуля\ 

р (S) = (р (50 , . . •, Р (Sn)), р ф ) - 2 М > 2 *jv; 
А (5) = det || 8fej [а,- + р (Sj)] - а, ф ) ||,, *=1,..., п, 

M^j ) = 2 J |V |> 2
V ^^ ' /, Л = 1,. . ., И; суммирование в 2JT>S 

ведется по всевозможным мультииндексам % = (т1?. . . 
• • •» ^п), |т | > 0 и наборам S, p (S) 1> 0, удовлетворяю­
щих условиям 

Ч + S ^ ^ k (Sj) = afc + р (5k), Л = 1 , . . . , п. 
При этом, если р (S^) = 0, afe = 0, то в соответствующем 
слагаемом формулы (20) вместо произведения [а/ + 

+ Р (*5j) — 11* * П ТП~(а^) JV нУжно поставить \, а в 
определителе A (S) вместо 6fcj- [а7- + р (S7-)] — ak (Sj) 
взять 8Kj. 

Приведенное здесь правило вычисления слагаемых, 
соответствующих случаю а/ — р (Sj) = 0, более компакт­
но, чем в работе Сакка [3]. В работе Кэли [1] вычисление 
коэффициентов ca = са1а2а3, в случае, когда некоторые из 
индексов о, = 0, не рассматривалось. 

§ 4. Пример. Найти степенные ряды 

Ц = ЗГ„ a2=l d i a i a ^ W . 7 = 1,2, 
определяемые системой 

zx — w1 — w\z\ = 0, 
z2 — a;2 — w[z[ = 0 
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в окрестности начала координат. Для этого случая усло­
вия (14) принимают вид 

mi + рк2 = а ь 

т2 + ркх = а2, 
б17- — &! + qk2 — т1 = 0Л (24) 
б27 — *2 + Ф\ — т2 = О, 

где введены обозначения т1 = 51(1)0)(0,о), ^ 2 = ^2(од)(о,о)г 

*i = 5I(O,P) (o,g)? ^2 = 52(P,o)(g,o)- Система (24) имеет не более 
одного решения (къ к2, тъ т2). Тогда по формуле (12) 
для тех а±, а2, для которых система (24) имеет неотрица­
тельные целочисленные решения, 

I к1 + "Ч — Як2 I , _ (кг + тг — 1)1 (к2 + т2 — 1)! 
lai0C2 кг\ тх\ к2\ т2\ • дкг к2 + т2 

Zi 

Для остальных a x ,a 2 d10Lx<X2 = 0. Приняв к1У к2 (kj = 
= 0 ,1 , . . .) за индексы суммирования и выразив через 
них тх, т2, аъ а2 согласно (24), получим 

ЩЦдкъ)] 
klf k2 *i ' № - *i + 1)1 Ла! (д/н - к2)\ 

—fri+g#2+r>0 
q4\—к2>0 

. ^ ( P + a b b + i ^ P + g y - * . = ^ + ^ + wf^)wv + . . . 

Аналогично находится ряд для z2. 
Институт физики СО АН СССР Поступило 
Красноярский государственный университет 26.IV. 1976 
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