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� áâ âì¥ á ¯®¬®éìî ¨¤¥ «ì­ëå à áè¨à¥­¨© ¨§ãç îâáï ¯®«ãà¥è¥â®ç­ë¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ã¯®àï-
¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ (¯®­ïâ¨¥, ¤ã «ì­®¥ ª ¯®­ïâ¨î ¯®«ãà¥è¥â®ç­®© ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨).

�®«ãà¥è¥â®ç­ë¥ à §«®¦¥­¨ï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ ã¦¥ ­¥®¤­®ªà â­® à áá¬ âà¨¢ -
«¨áì ¯¥à¢ë¬ ¨§  ¢â®à®¢ (­ ¯à., [1], [2]). �ã «ì­®© ª ¯®«ãà¥è¥â®ç­®¬ã à §«®¦¥­¨î ï¢«ï¥âáï
¯à®¡«¥¬  ¯®«ãà¥è¥â®ç­®© ª®¬¯®§¨æ¨¨ ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯. �¥«ìî à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¨á-
á«¥¤®¢ ­¨¥ íâ®© ¯à®¡«¥¬ë, ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ¨§ãç âì á ¯®¬®éìî ¨¤¥ «ì­®£® à áè¨à¥­¨ï. �á«¨
(S; �;�) | ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯ ,   Y ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®©, ¨ fS�g�2Y ¥áâì á¥¬¥©áâ¢®
¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ S, ­ã¬¥à®¢ ­­ëå í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ Y ,
â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® S ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y , ¥á«¨
S =

S
�2Y

S�, ¨ ¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë �; � 2 Y ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï 1) S��S� � S��, 2) S� �(S�]� 6= ;

¢«¥ç¥â � � �. �­ ç «  ¯à¨¢¥¤¥¬ ®á­®¢­ãî â¥®à¥¬ã ® ¯®«ãà¥è¥â®ç­®© ª®¬¯®§¨æ¨¨ ã¯®àï¤®ç¥­-
­ëå ¯®«ã£àã¯¯. �® ¤ ­­®© ¯®«ãà¥è¥âª¥ Y ¨ á¥¬¥©áâ¢ã fS�g�2Y ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯, ­ã¬¥à®¢ ­­ëå í«¥¬¥­â ¬¨ Y , áâà®¨¬ ã¯®àï¤®ç¥­­ãî ¯®«ã£àã¯¯ã
S, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤à¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y . � «¥¥ ¤®ª §ë¢ ¥¬,
çâ® ª ¦¤ ï â ª ï ¯®«ã£àã¯¯  S ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥­  â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬. � ª®­¥æ, ¤®ª §ë-
¢ ¥¬, çâ® ª ¦¤ ï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯  S, ï¢«ïîé ïáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå
¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y , ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­¥ª®â®àëå fB�g�2Y , £¤¥ B� ¥áâì à áè¨-
à¥­¨¥ S�, ¢®§¬®¦­® á ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ­ã«ï ª íâ®¬ã à áè¨à¥­¨î. �«ï á«ãç ï ¯®«ãà¥è¥â®ç­ëå
ª®¬¯®§¨æ¨© ­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ëå £àã¯¯ ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª [3].

1. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ®á­®¢­ ï â¥®à¥¬  ® ¯®«ãà¥è¥â®ç­ëå ª®¬¯®§¨æ¨ïå, ¨á¯®«ì-
§ãîé ï ¨¤¥ «ì­ë¥ à áè¨à¥­¨ï.

�ãáâì (S; �;�) | ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , ; 6= I � S. �®£¤  I ­ §ë¢ ¥âáï «¥¢ë¬ (á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ¯à ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ S, ¥á«¨ 1) SI � I (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® IS � I), 2) a 2 I ¨ S 3 b � a ¢«¥ç¥â
b 2 I. �á«¨ I ï¢«ï¥âáï ª ª «¥¢ë¬, â ª ¨ ¯à ¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ S, â® ®­ ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®áâ® ¨¤¥ «®¬
S [1].

�ãáâì (S; �;�) | ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯ . �­®¦¥áâ¢® ; 6= T � S ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¯®«ã-
£àã¯¯®© S, ¥á«¨ a; b 2 T ¢«¥ç¥â a � b 2 T . � ¦¤ ï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯  T ¨§ S á ®â­®è¥­¨¥¬ \�T " ­ 
T , ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ª ª �T := f(a; b) 2 T � T j a � bg, ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S.
�á­®, çâ® �T =� \(T � T ).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ (S; �;�S) ¨ (T; �;�T ) | ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë, â® T ï¢«ï¥âáï
ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S, ¥á«¨ a; b 2 T ¢«¥ç¥â a � b 2 T ¨ �T =�S \(T � T ).

�ãáâì (S; �;�S), (T; �;�T ) | ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¯®«ã£àã¯¯ë, f : S ! T ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬
S ¢ T . �â®¡à ¦¥­¨¥ f ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®â®­­ë¬, ¥á«¨ x; y 2 S, x �S y ¢«¥ç¥â f(x) �T f(y); f
­ §ë¢ ¥âáï ®¡à â­® ¨§®â®­­ë¬, ¥á«¨ x; y 2 S, f(x) �T f(y) ¢«¥ç¥â x �S y. (� ¦¤®¥ ®¡à â­® ¨§®-
â®­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï 1�1-®â®¡à ¦¥­¨¥¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì x; y 2 S, f(x) = f(y).
� ª ª ª f(x) �T f(y), â® x �S y. � ª ª ª f(y) �T f(x), â® ¨¬¥¥¬ â ª¦¥ y �S x. �®íâ®¬ã x = y.)
�â®¡à ¦¥­¨¥ f ­ §ë¢ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®­® ¨§®â®­­® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨î
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f(xy) = f(x)�f(y) ¤«ï ¢á¥å x; y 2 S. � ª®­¥æ, f ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®­® { ¡¨¥ªâ¨¢-
­ë© ¨ ®¡à â­® ¨§®â®­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬. �á«¨ S ¨ T ¨§®¬®àä­ë, â® ¯¨è¥¬ S � T . �ë £®¢®à¨¬,
çâ® S ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ T , ¥á«¨ S ¨§®¬®àä­® ­¥ª®â®à®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã T , â. ¥. ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
®â®¡à ¦¥­¨¥ f : S ! T , ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ®¡à â­® ¨§®â®­­ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ [4].

�®«ã£àã¯¯  (Y; �) ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®©, ¥á«¨ x2 = x ¨ xy = yx 8x; y 2 Y (¢ [3] ®­¨
­ §¢ ­ë ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬¨ ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë¬¨ ¯®«ã£àã¯¯ ¬¨).

�á«¨ (Y; �) ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© ¨ ®¯à¥¤¥«¥­® â ª®¥ ®â­®è¥­¨¥ \�" ­  Y , çâ®

� � � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  � = ��(= ��);

â®, ª ª «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, (Y; �;�) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©.
� ¤ «ì­¥©è¥¬, £®¢®àï ® ¯®«ãà¥è¥âª¥, ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã ã¯®àï¤®ç¥­­ãî ¯®«ã£àã¯¯ã, § ¤ ­­ãî

¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¢ëè¥ ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª \�".

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �ãáâì (Y; �) ï¢«ï¥âáï ¯®«ã£àã¯¯®©, ¨ �; � 2 Y . �®£¤  �� � � ¨ �� � �.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, (��)� = �(��) = �2� = �� ¨ (��)� = ��2 = ��.
�á«¨ (S; �;�) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®© ¨ ; 6= H � S, â® ¯ãáâì ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

(H]� := ft 2 S j t � h ¤«ï ­¥ª®â®à®£® h 2 Hg:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �ãáâì (S; �;�) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, Y | ¯®«ãà¥è¥âª 
¨ fS�g�2Y | á¥¬¥©áâ¢® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ ¨§ S. �®£¤  S ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y
ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y , ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ­¨¦¥ ãá«®¢¨ï

A) S� \ S� = ; 8�; � 2 Y , � 6= �;
B) S =

S
�2Y

S�;

C) S� � S� � S�� 8�; � 2 Y ;
D) S� \ (S�]� 6= ; ) � � �.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨î \�" ¨ ®â­®è¥­¨¥ \��" ­  S á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
¥á«¨ a 2 S� ¨ b 2 S�, â®
a � b :=  �;��(a) �  �;��(b);
��:=

S
���

r�;�.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �á«¨ (S; �;�) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, Y | ¯®«ãà¥è¥âª , ¨

fS�g�2Y | á¥¬¥©áâ¢® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ¨§ S, â® S ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y
ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬

� : S ! Y â ª®©, çâ® ��1(f�g) = S� ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. =). �ãáâì S | ¯®«ãà¥è¥âª  Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y . � á-

á¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

� : S ! Y j �(x) := �; � 2 Y â ª®©, çâ® x 2 S�:

�ãáâì x � y ¨ �; � 2 Y â ª¨¥, çâ® x 2 S�, y 2 S�. � ª ª ª S 3 x � y 2 S�, ¨¬¥¥¬ x 2 (S�]�. � ª
ª ª S� \ (S�]� 6= ;, ¨¬¥¥¬ � � �.

(=. D) �ãáâì �; � 2 Y â ª¨¥, çâ® S� \ (S�]� 6= ;. �®£¤  � � �. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì x 2 S�
¨ x 2 (S�]�. �®£¤  �(x) = � ¨ x � y ¤«ï ­¥ª®â®à®£® y 2 S�. � ª ª ª � ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬,
â® �(x) � �(y). �®áª®«ìªã y 2 S� := ��1(f�g), â® �(x) = �. �®íâ®¬ã � � �. �®ª § â¥«ìáâ¢®
â¥®à¥¬ë § ¢¥àè ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ­¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ãáâì (S; �;�S) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©. �¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®-
«ã£àã¯¯  (D; �;�D) ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «ì­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ (¨«¨ ¯à®áâ® à áè¨à¥­¨¥¬) ¤«ï S, ¥á«¨
S ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ D. �®íâ®¬ã

S � D; S �D � S; D � S � S;

a 2 S; D 3 b �D a ¢«¥ç¥â b 2 S:
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�¡®§­ ç¨¬ ®¯¥à æ¨î ã¬­®¦¥­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå à áè¨à¥­¨ïå D�, � 2 Y , ç¥à¥§ \�".
� á¨«ã ãá«®¢¨ï i), ãá«®¢¨¥ iii) ¢ íâ®© â¥®à¥¬¥ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¨ 
 = ��.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì Y | ¯®«ãà¥è¥âª  ¨ f(S�; ��;��)g�2Y | á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥-

á¥ª îé¨åáï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯, ­ã¬¥à®¢ ­­ëå Y . �ãáâì fD�g�2Y | â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢®

ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y D� | à áè¨à¥­¨¥ S�, ¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë

�; � 2 Y , � � �, áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥  �;� : S� ! D� á® á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

i)  �;�(x) = x 8� 2 Y , 8x 2 S�;
ii)  �;��(S�) �  �;��(S�) � S�� 8�; � 2 Y ;
iii) ¥á«¨ �; �; 
 2 Y , 
 � ��, a 2 S�, b 2 S�, â®  ��;
( �;��(a) �  �;��(b)) =  �;
(a) �  �;
(b).

�ãáâì ¤«ï ¢á¥å �; � 2 Y , � � �, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® r�;� � S� � S�, çâ®

iv) r�;� =�� 8� 2 Y ;
v) ¥á«¨ (a; b) 2 r�;� ¨ (b; c) 2 r�;
, â® (a; c) 2 r�;
;
vi) ¥á«¨ (a; b) 2 r�;� ¨ (c; d) 2 r
;�, â® ( �;�
(a) �  
;�
(c);  �;��(b) �  �;��(d)) 2 r�
;��.

�®£¤  (S; �;��) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, ®­  â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥â-

ª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ f(S�; ��;��)g�2Y . �¡à â­®, ª ¦¤ ï ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯-

¯  S, ï¢«ïîé ïáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y , ¬®¦¥â ¡ëâì â ª¨¬

®¡à §®¬ ¯®áâà®¥­ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) (S; �;��) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, (S; �)
ï¢«ï¥âáï ¯®«ã£àã¯¯®© (á¬. [3]).

�®ª ¦¥¬, çâ® ®â­®è¥­¨¥ \��" ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  ­  S.
�ãáâì a 2 S. �á«¨ a 2 S� ¤«ï ­¥ª®â®à®£® � 2 Y , â® á®£« á­® á¢®©áâ¢ã iv) (a; a) 2��= r�;� �

��.
�ãáâì a �� b ¨ b �� a. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ �; �; 
; � 2 Y â ª¨¥, çâ® � � �, 
 � �, (a; b) 2 r�;� �

S� � S�, ¨ (b; a) 2 r
;� � S
 � S�. � ª ª ª S� \ S� 6= ; (a 2 S� \ S�), ¨¬¥¥¬ � = �. �®áª®«ìªã
S� \ S
 6= ;, ¨¬¥¥¬ � = 
. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, � � � = 
 � � = �, ¨ â®£¤  � = � = 
 = � ¨
r�;� = r
;� = r�;� =��. � ª ª ª (a; b) 2�� ¨ (b; a) 2��, â® a = b.

�ãáâì a �� b ¨ b �� c. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ �; �; 
; � 2 Y â ª¨¥, çâ® � � �, 
 � �, (a; b) 2
r�;� � S� � S�, ¨ (b; c) 2 r
;� � S
 � S�. �®áª®«ìªã S� \ S
 6= ;, ¨¬¥¥¬ � = 
. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
� � � = 
 � �. � ª ª ª � � �, â® í«¥¬¥­â r�;� ®¯à¥¤¥«¥­. � ª ª ª (a; b) 2 r�;� ¨ ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  v)
(b; c) 2 r�;�, â® (a; c) 2 r�;� ���.

�áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï \�" á®£« á®¢ ­  á íâ¨¬ ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª .
�ãáâì a �� b ¨ c 2 S, �; � 2 Y , � � � â ª¨¥, çâ® (a; b) 2 r�;� � S� � S�, ¨ ¯ãáâì c 2 S
 ¤«ï
­¥ª®â®à®£® 
 2 Y . �¢¨¤ã iv) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (c; c) 2�
= r
;
. � ª ª ª (a; b) 2 r�;� ¨ á®£« á­® [3]
(c; c) 2 r
;
, â®

( �;�
(a) �  
;�
(c);  �;�
(b) �  
;�
(c)) 2 r�
;�
:

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î \�", ¨¬¥¥¬ (a� c; b� c) 2 r�
;�
 ��� (â. ª. �
 � �
), â. ¥. a� c �� b� c. �­ «®£¨ç­®
¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® a �� b ¨ c 2 S ¢«¥ç¥â c � a �� c � b.

2) (S�; ��;��) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© (S; �;��) ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y .
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì � 2 Y . �á«¨ a; b 2 S�, â® a � b :=  �;��(a) �  �;��(b) =  �;�(a) �  �;�(b),

£¤¥ \�" ï¢«ï¥âáï ã¬­®¦¥­¨¥¬ ¢ D�. � ª ª ª  �;�(a) := a ¨  �;�(b) := b, ¨¬¥¥¬ a � b = a � b 2
S� � S� � S� �D� � S�; ��=�� \(S� � S�). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

�� \(S� � S�) =
� [

��


r�;


�
\ (S� � S�) =

[
��


(r�;
 \ (S� � S�)): (�)

� ¤àã£®© áâ®à®­ë,

r�;
 \ (S� � S�) � (S� � S
) \ (S� � S�) � (S� \ S�)� (S
 \ S�):
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�á«¨ � 6= � ¨«¨ � 6= 
, â® r�;
 \ (S� � S�) = ;. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á¨«ã (�) ¨¬¥¥¬

�� \(S� � S�) = r�;� \ (S� � S�):

� ª ª ª r�;� =��� S� � S�, â® ¨¬¥¥¬ �� \(S� � S�) = r�;� =��.
3) (S; �;��) ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ f(S�; ��;��)g�2Y .
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, (S; �;��) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, Y ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®©,

¨ f(S�; ��;��)g�2Y ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ S. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î
A) S� \ S� = ; 8�; � 2 Y , � 6= �.
B) S =

S
�2Y

S�.

C) �ãáâì �; � 2 Y . �®£¤  S� �S� � S��. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì x 2 S�, y 2 S�. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
\�" ¨ ãá«®¢¨ï ii) ¢ëâ¥ª ¥â

x � y :=  �;��(x) �  �;��(y) 2  �;��(S�) �  �;��(S�) � S��:

D) �ãáâì �; � 2 Y , S� \ (S�]��
6= ;. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  � � �. �ãáâì b 2 S� \ (S�]��

. �âáî¤ 
b 2 S� ¨ b �� ¤«ï ­¥ª®â®à®£® a 2 S�. � ª ª ª b �� a, â® áãé¥áâ¢ãîâ 
; � 2 Y â ª¨¥, çâ® 
 � �
¨ (b; a) 2 r
;� � S
 � S�. � ª ª ª S� \ S
 6= ;, â® � = 
. � ª ª ª S� \ S� 6= ;, â® � = �. �®íâ®¬ã
� = 
 � � = �.

�®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �á«¨ (S; �;�S) ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå
¯®«ã£àã¯¯ f(S�; ��;��)g�2Y , â® (S�; ��;��) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S ¤«ï ª -
¦¤®£® � 2 Y , ¨ ãá«®¢¨ï A){D) ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1 ¢ë¯®«­¥­ë. �®íâ®¬ã S� \ S� = ; 8�; � 2 Y ,
� 6= �, ¨ S =

S
�2Y

S�.

�«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ®¯à¥¤¥«¨¬ D� :=
S
���

S�. � áè¨à¥­¨¥ D� ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S

(� 2 Y ). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ; 6= D� � S (â. ª. ; 6= S� � D�, ¨ S� � S 8� 2 Y ). �ãáâì a; b 2 D�.
�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ �; 
 2 Y , � � �, � � 
 â ª¨¥, çâ® a 2 S�, � 2 S
. �®íâ®¬ã ¨ á®£« á­®
ãá«®¢¨î C) a � b 2 S� � S
 � S�
. �§ á®®â­®è¥­¨© � � � ¨ � � 
 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â � = �2 � �
,
¯®íâ®¬ã S�
 � D�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, a � b 2 D�. �âáî¤  â ª¦¥ ¢ëâ¥ª ¥â (D�; �;�S \(D� � D�))
ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©.

�¯à¥¤¥«¨¬ �D�
:=�S \(D� �D�).

� áè¨à¥­¨¥¬ S� ï¢«ï¥âáï (D�; �;�D�
) (� 2 Y ). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ®

; 6= S� � D� (â. ª. � � �). �¥¯¥àì ¯ãáâì a 2 S�, b 2 D�. � ª ª ª b 2 D�, â® áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Y
â ª®©, çâ® � � � ¨ b 2 S�. �âáî¤  a � b 2 S� � S� � S��.

� ª ª ª � � �, â® � = ��. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, S�� = S�, ¨ a � b 2 S�. �­ «®£¨ç­® ¯®«ãç¨¬
D� � S� � S�.

�ãáâì b 2 S� ¨ D� 3 a �D�
b. �®£¤  a 2 S�. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â. ª. a 2 D�, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©

� 2 Y , çâ® � � � ¨ a 2 S�. � ª ª ª a �D�
b, â® a �S b.

(S; �;�S) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, S 3 a �S b 2 S�. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (S�]�S
á«¥¤ã¥â, çâ® a 2 (S�]�S . �®£¤  a 2 S� \ (S�]�S . �¥¯¥àì ¯® ãá«®¢¨î D) ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1 ¯®«ãç ¥¬
� � �. � ª ª ª � � � ¨ � � �, â® � = �. �®íâ®¬ã S� = S�, ¨ a 2 S�.

�«ï �; � 2 Y , � � �, ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

 �;� : S� ! D� :=
[
��


S
 j x!  �;�(x) := x:

� ª ª ª � � �, â® S� � D�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥  �;� ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­®.
�®ª ¦¥¬, çâ® â¥¬ á ¬ë¬ ã¤®¢«¥â¢®à¥­ë ãá«®¢¨ï i){iii) â¥®à¥¬ë.
i) � ª ª ª � 2 Y ¨ x 2 S�, â®  �;�(x) := x.
ii) �ãáâì �; � 2 Y . (D�� ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S, ¯®íâ®¬ã \�" ï¢«ï¥âáï ®¯¥à æ¨¥© ¢ D��

¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯¥à æ¨¥© ¢ S.) �¬¥¥¬  �;��(S�) = S� ¨  �;��(S�) = S�. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì
x 2 S�. � ª ª ª �� � � (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 1), â®  �;��(S�) 3  �;��(x) := x.
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�ãáâì x 2  �;��(S�). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â t 2 S� â ª®¥, çâ® x =  �;��(t). � ª ª ª  �;��(t) = t,
¨¬¥¥¬ x = t 2 S�. �­ «®£¨ç­®,  �;��(S�) = S�. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,  �;��(S�) �  �;��(S�) = S� � S� �
S��.

iii) �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,  �;��(a) := a ¨  �;��(b) := b (â. ª. �� � �, �� � �). �®íâ®¬ã á®£« á­®
ãá«®¢¨î ii),

a � b =  �;��(a) �  �;��(b) 2  �;��(S�) �  �;��(S�) � S��:

� ª ª ª 
 � ��, â®

 ��;
( �;��(a) �  �;��(b)) =  ��;
(a � b) := ab:

�§ 
 � � ¨ 
 � � á«¥¤ã¥â, çâ®  �;
(a) := a ¨  �;
(b) := b. �®íâ®¬ã ¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë �; � 2 Y ,
� � �, áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥  �;� : S� ! D� á® á¢®©áâ¢ ¬¨ i){iii) â¥®à¥¬ë.

�á«¨ �; � 2 Y , � � �, â® ®¯à¥¤¥«¨¬ r�;� :=�S \(S� � S�). �®ª ¦¥¬, çâ® ãá«®¢¨ï iv){vi)
â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«­¥­ë.

iv) �á«¨ � 2 Y , â® ��:=�S \(S� � S�) := r�;� (â. ª. � � �2).
v) �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,
(a; b) 2 r�;� :=�S \(S� � S�)) a �S b, a 2 S�, b 2 S�.
(b; c) 2 r�;
 :=�S \(S� � S
)) b �S c, b 2 S�, c 2 S
 .
� ª ª ª a �S b ¨ b �S c, â® a �S c. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

(a; c) 2�S \(S� � S
) := r�;
:

vi) �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â. ª. � � � ¨ 
 � �, ¨¬¥¥¬ �
 � ��, ¯®íâ®¬ã ¬­®¦¥áâ¢® r�
;�� ®¯à¥¤¥«¥­®
ª®àà¥ªâ­®

(a; b) 2 r�;� ) a �S b, a 2 S�, b 2 S�;
(c; d) 2 r
;� ) c �S d, c 2 S
, d 2 S�.
� ª ª ª �
 � � ¨ �
 � 
, �� � � ¨ �� � �, â® ¨§ C) á«¥¤ã¥â
 �;�
(a) �  
;�
(c) = a � c 2 S� � S
 � S�
;
 �;��(b) �  �;��(d) = b � d 2 S� � S� � S��.
� ª ª ª a �S b ¨ c �S d, â® ac �S bd. �®íâ®¬ã

( �;�
(a) �  
;�
(c);  �;��(b) �  �;��(d)) = (ac; bd) 2�S \(S�
 � S��) := r�
;��:

�®£« á­® ¯¥à¢®© ç áâ¨ â¥®à¥¬ë ¬­®¦¥áâ¢® S =
S
�2Y

S� á ®¯¥à æ¨¥© \�" ¨ ¯®àï¤ª®¬ \��" ­  S,

®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ª ª
a � b :=  �;��(a) �  �;��(b), ¥á«¨ a 2 S� ¨ b 2 S�;
��:=

S
a��

r�;�,

ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ f(S�; ��;��)g�2Y . �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® � 2
Y , (S�; ��;��) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© (S; �;��).

�¬¥¥¬ � = �, ¨ ��=�S. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì a; b 2 S, a 2 S� ¨ b 2 S� ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯ àë
�; � 2 Y . �®£¤ 

a � b :=  �;��(a) �  �;��(b) = a � b:

� ª ª ª ��:=
S
���

r�;� ¨, ¡®«¥¥ â®£®, ¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë �; � 2 Y , � � �, r�;� :=�S \(S��S�) ��S,

â® ����S.
�¥¯¥àì ¯ãáâì a; b 2 S, a �S b. �®£¤  a �� b. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì a 2 S�, b 2 S� ¤«ï

­¥ª®â®àëå �; � 2 Y . � ª ª ª b 2 S� ¨ S 3 a �S b, â® a 2 (S�]�S . � ª ª ª S� \ (S�]�S 6= ;, â®
� � �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® r�;� ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­® ¨

(a; b) 2�S \(S� � S�) := r�;� �
[

��

r
;� :=�� : �
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� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«¨ S ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y , â® ¤«ï
ª ¦¤®£® � 2 Y á¯à ¢¥¤«¨¢® D� = f �;�(b) j b 2 S�, � � �g. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì � 2 Y . �á«¨
� � �, â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï  �;� ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®  �;�(S�) � D�. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

 �;�(b) 2 D� 8b 2 S�; 8� � �:

�ãáâì b 2 D� :=
S
���

S�. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© � 2 Y , çâ® � � � ¨ b 2 S�. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

 �;�(b) := b.

2. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¯®«ãà¥è¥âª¨ Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y ï¢«ï-
îâáï ¯®¤¯àï¬ë¬¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬¨ à áè¨à¥­¨©, ¢®§¬®¦­® ¯à¨á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ­ã«ï ª íâ¨¬ à áè¨-
à¥­¨ï¬.

�ãáâì (S; �;�) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®© ¡¥§ ­ã«ï, ¨ ¯ãáâì 0 ­¥ ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­-
â®¬ S (0 =2 S). � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® S0 := S [ f0g. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ \�" ¨ ®â­®è¥­¨¥
¯®àï¤ª  \�0" ­  S0 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

a � b :

(
ab; ¥á«¨ a; b 2 S;

0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥,

�0:=� [f(0; x) j x 2 S0g:

�á­®, çâ® (S0; �;�0) ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, ¨ 0 ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¬ S0. �­®-
¦¥áâ¢® S ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S0. �á­® â ª¦¥, çâ® ¥á«¨ a; b 2 S, â® a � b := ab 2 S ¨
�=�0 \(S � S), ¯®íâ®¬ã S ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S0 (á¬. â ª¦¥ [5]).

�ãáâì f(B�; ��;��)g�2Y ¥áâì á¥¬¥©áâ¢® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯. �­®¦¥áâ¢®
Q
�2Y

B� :=

f(x�)�2Y j x� 2 B�g á ®¯¥à æ¨¥© \�" ¨ ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  \�" ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨

(x�)�2Y � (y�)�2Y := (x� �� y�)�2Y ;

(x�)�2Y � (y�)�2Y , x� �� y� 8� 2 Y;

ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©. �«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ¯à®¥ªæ¨ï

�� :
Y
�2Y

B� ! B� j (x�)�2Y ! x�

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ \­ ". �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ä¨ªá¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë© x� 2 B�. �«ï ª -
¦¤®£® � 2 Y ¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© x� 2 B� (B� 6= ;). �®£¤  ��(x�)�2Y = x�.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ãáâì S, fB�g�2Y ï¢«ïîâáï ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬¨ ¯®«ã£àã¯¯ ¬¨. S ­ §ë¢ ¥â-
áï ¯®¤¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ fB�g�2Y , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â (ã¯®àï¤®ç¥­­ ï) ¯®¤¯®«ã£àã¯¯  T ¨§Q
�2Y

B�, ª®â®à ï ¨§®¬®àä­  S, ¨ ��(T ) = B� 8� 2 Y .

�ª¢¨¢ «¥­â­ë¬ ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥: áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ®¡à â­® ¨§®â®­­ë© £®-
¬®¬®àä¨§¬ F : S !

Q
�2Y

B�, çâ®

��(F (S)) = B� 8� 2 Y (á¬. â ª¦¥ [4]):

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï. �ãáâì S ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®©
Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y , ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ¯ãáâì D� ®§­ ç ¥â (¨¤¥ «ì­®¥)
à áè¨à¥­¨¥ S�, ª®â®à®¥ ¡ë«® ¯®áâà®¥­® ¢® ¢â®à®© ç áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­®© â¥®-
à¥¬ë. �á«¨ � ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ Y (â. ¥. ¥á«¨ � � � 8� 2 Y ), â® ¯®« £ ¥¬
B� = D�. �á«¨ ¦¥ � ­¥ ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ Y , â® áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Y â ª®¥, çâ®
� � �). �ãáâì B� = D0�

� , £¤¥ D0�
� ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®©, ¯®«ãç¥­­®© ¨§ D�

¯à¨á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ­ã«¥¢®£® í«¥¬¥­â .

34



�¥®à¥¬  2. �ãáâì (S; �;�S) ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥è¥âª®© Y ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯®«ã£àã¯¯ fS�g�2Y .
�®£¤  S ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ fB�g�2Y , ¢ ª®â®à®¬ ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y «¨¡®

B� = D�, «¨¡® B� = D0�
� .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � 2 Y . �á«¨ � ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ Y , â® B� := D�.
� ª¨¬ ®¡à §®¬,

f� 2 Y j � � �g = Y; D� :=
[
���

S� =
[
�2Y

S� = S:

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

1S : (S; �;�S)! B� := D� = S j x! x;

ª®â®à®¥, ª ª ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ \­ ". �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨î ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨ï \��" ¨ ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  \���" ­  B� á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ª ª �� = �, ¨ ���=�S (â ª ¦¥, ª ª
®¯¥à æ¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ¢ S).

�á«¨ ¦¥ � ­¥ ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ Y , â® B� := D0�
� , £¤¥ 0� | ¯à®¨§¢®«ì­ë©

í«¥¬¥­â, ­¥ ¢å®¤ïé¨© ¢ D�. �¥¯¥àì D0�
� := D� [ f0�g ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯®«ã£àã¯¯®© á

®¯¥à æ¨¥© \��" ¨ ¯®àï¤ª®¬ \���", ª®â®à ï ¨­¤ãæ¨à®¢ ­  ¨§ (D�; �jD��D�
;�D�

). (�¤¥áì �D�
:=�S

\(D� �D�) ¨§-§  ¤®¡ ¢«¥­¨ï ­ã«ï f0�g.)
�«ï a; b 2 D0�

� ¨¬¥¥¬

a �� b :=

(
ab; ¥á«¨ a; b 2 D�;

0� ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥;

���:=�D�
[f(0�; x) j x 2 D

0�

� g:

� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

�� : (S; �;�S)! B� := D0�

� j x! ��(x) :=

(
x; ¥á«¨ x 2 D�;

0�; ¥á«¨ x =2 D�:

�®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �� ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬. �ãáâì b; c 2 S. �®£¤  ��(bc) =
��(b) �� ��(c). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ b; c 2 D�, â® ��(b) := b, ��(c) := c, bc 2 D� (â. ª. D� ï¢«ï¥âáï
¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© S), ��(bc) := bc, b �� c := bc, ¨

��(bc) = bc = b �� c = ��(b) �� ��(c):

�¥¯¥àì ¯ãáâì b 2 D�, c =2 D�. �®£¤  ��(b) := b, ��(c) := 0�, ��(b) �� ��(c) = b �� 0� := 0�. � ª
ª ª b 2 D� :=

S
���

S�, â® áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Y , � � � â ª®©, çâ® b 2 S�. � ª ª ª c 2 S =
S
�2Y

S� ¨

c =2 D� :=
S
��


S
, â® áãé¥áâ¢ã¥â 
 2 Y , � � 
 â ª®©, çâ® c 2 S
 . �¥¯¥àì bc 2 S� � S
 � S�
.

�á«¨ � � �
, â® � � 
, â. ª. �
 � 
 (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 1). �à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, � � �
.
�®ª ¦¥¬, çâ® S�
 \D� = ;. �ãáâì x 2 S�
 \D�. �®£¤  x 2 S�
 ¨ áãé¥áâ¢ã¥â � 2 Y , � � �,

â ª®¥, çâ® x 2 S�. � ª ª ª S�
 \ S� 6= ;; �
; � 2 Y , â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® �
 = �. �®£¤  � � �
.
�à®â¨¢®à¥ç¨¥.

� á¨«ã bc 2 S�
 ¨ S�
 \ D� = ; ¨¬¥¥â ¬¥áâ® bc =2 D�. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ��(bc) := 0�. �®íâ®¬ã
��(bc) = ��(b) �� ��(c).

�«ãç © b =2 D�, c 2 D� à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®.
�ãáâì b =2 D�, c =2 D�. �®£¤  ��(b) := 0�, ��(c) := 0�, ��(b) �� ��(c) = 0�. � ª ª ª d =2 D� :=S

���

S� ¨ b 2 S =
S

2Y

S
, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© � 2 Y , � � �, çâ® b 2 S�. � ª ª ª c =2 D� ¨ c 2 S, â®

áãé¥áâ¢ã¥â 
 2 Y , � 6� 
 â ª®©, çâ® c 2 S
 . �®íâ®¬ã bc 2 S� � S
 � S�
.
� ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ á«ãç ¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® � 6� �
. �®íâ®¬ã S�
 \D� = ;. �®£¤  bc =2 D�

¨ ��(bc) := 0�.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® b �S c. �®£¤  ��(b) ��� ��(c). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ b =2 D�, â® ��(b) := 0�.

� ª ª ª c 2 S, ¨¬¥¥¬ ��(c) 2 D0�
� . �®áª®«ìªã 0� ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¬ ¢ D0�

� , ¨¬¥¥¬ ��(b) ��� ��(c).
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�ãáâì b 2 D� :=
S
���

S�. �®£¤  ��(b) := b, ¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© � 2 Y , � � �, çâ® b 2 S�. � ª

ª ª c 2 S =
S

2Y

S
, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© 
 2 Y , çâ® c 2 S
. �®áª®«ìªã c 2 S
 ¨ S 3 b �S c, ¨¬¥¥¬

b 2 (S
 ]�S . � ª ª ª S� \ (S
 ]�S 6= ;, â® � � 
. �®íâ®¬ã � � 
, S
 � D�, c 2 D�, ¨ ��(c) := c.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®,

(��(b); ��(c)) = (b; c) 2�S \(D� �D�) :=�D�
���� :

�â®¡à ¦¥­¨¥ �� áîàê¥ªâ¨¢­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì b 2 D0�
� := D�[f0�g. �á«¨ b 2 D�, â® b 2 S

(â. ª. D� � S), ¨ ��(b) = b.
�ãáâì b = 0�. � ª ª ª � ­¥ ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¢ Y , ­ ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â

� 2 Y , çâ® � 6� �. �®£¤  S� \D� = ;. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ x 2 S� \D�, â® x 2 S�, ¨ áãé¥áâ¢ã¥â
í«¥¬¥­â 
 2 Y , � � 
 â ª®©, çâ® x 2 S
 . � á¨«ã S� \ S
 6= ; ¨¬¥¥¬ � = 
, ¨§ ç¥£® á«¥¤ã¥â � 6� �,
� � 
, � = 
. �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ®¯à¥¤¥«¨¬
i) f� := 1S, ¥á«¨ � ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¢ Y ;
ii) f� := �� ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.
�®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ®â®¡à ¦¥­¨¥ f� áîàê¥ªâ¨¢­ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬.
� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

F : (S; �;�S)!
Y
�2Y

B� j x! (f�(x))�2Y :

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ \�" ¯®àï¤®ª ­ 
Q
�2Y

B�. �¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®«ã£àã¯¯  (S; �;�S) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯àï-

¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¯®«ã£àã¯¯ fB�g�2Y , ¯®áª®«ìªã
a) ®â®¡à ¦¥­¨¥ F ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­® ¨ ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬;
b) F ®¡à â­® ¨§®â®­­®.
�¡¥¤¨¬áï ¢ íâ®¬. �ãáâì a; b 2 S, F (a) � F (b). �®£¤  a �S b. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨¬¥¥¬

(f�(a))�2Y � (f�(a))�2Y , ¨

f�(a) �
�
� f�(b) 8� 2 Y: (��)

�á«¨ � ï¢«ï¥âáï ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â®¬ Y , â® f�(a) := a, f�(b) := b, ���=�S, ¨ a �S b.
�¥¯¥àì ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ Y ­¥â ­ ¨¬¥­ìè¥£® í«¥¬¥­â . �®£¤ 

f� = �� 8� 2 Y: (���)

� ª ª ª a 2 S =
S
�2Y

S�, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© � 2 Y , çâ® a 2 S�. � á¨«ã (��) ¨¬¥¥¬ f�(a) ��� f�(b).

� á¨«ã (���) ¨¬¥¥¬ ��(a) ��� ��(b).
�®áª®«ìªã a 2 S� �

S
��


S
 := D�, â® a 2 D�, ¯®íâ®¬ã ��(a) := a. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, a ��� ��(b),

¨ a 2 D�.
� ª ª ª (a; ��(b)) 2���:=�D�

[f(0�; x) j x 2 D� [ f0�gg ¨ a 6= 0� (¢ á¨«ã a 2 D�), â®
(a; ��(b)) 2�D�

� D� � D�. � ª ª ª ��(b) 2 D�, ¨¬¥¥¬ ��(b) 6= 0�, b 2 D�, ��(b) = b. �®íâ®¬ã
(a; b) 2�D�

:=�S \(D� �D�) ��S, â. ¥. a �S b.
c) �«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ��(F (S)) = f�(S) = B�. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ x 2 S,

â® F (x) := (f�(x))�2Y , ¨ ��(F (x)) = ��(f�(x))�2Y := f�(x) 2 f�(S). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ x 2 S, â®
f�(x) := ��(f�(x))�2Y 2 ��(F (S)), ¯®íâ®¬ã f�(S) � ��(F (S)).

� ª ª ª f� | áîàê¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ (� 2 Y ), â® ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 Y ¨¬¥¥¬ f�(S) = B�.
�ë ¢¥áì¬  ¯à¨§­ â¥«ì­ë ¯®ª®©­®¬ã ¯à®ä¥áá®àã �¥à­å à¤ã �. �¥©¬ ­ã ¨ ¯à®ä¥áá®àã

�.�.�ã¬ã §  ¢­¨¬ ­¨¥ ª íâ®© à ¡®â¥.
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