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Н. И. Ту р да л и ев 

Построены нетривиальные самокорректирующиеся схемы из функ­
циональных элементов для линейной булевой функции, имеющие меньшую 
асимптотическую сложность, чем схемы, предложенные ранее. 

В работе рассматривается задача построения нетривиальных самокор­
ректирующихся схем из функциональных элементов для линейной булевой 
функции и приводится соответствующий метод синтеза. 

Схемы, рассматриваемые ниже, состоят из элементов двух типов — на­
дежных и ненадежных. Надежный элемент всегда работает правильно, т. е. 
всегда реализует приписанную ему функцию. Ненадежный элемент при пра­
вильной работе реализует приписанную ему функцию, а при неправильной 
работе — любую функцию от подаваемых на его входы переменных; разные 
ненадежные элементы при неправильной работе могут выдавать разные 
функции. 

Схему из функциональных элементов будем называть а-самокорректи­
рующейся, если при неправильной работе произвольных а' (а ^а) нена­
дежных элементов она реализует ту же функцию, что и при правильной 
работе всех элементов. 

Синтез схем будем рассматривать в некотором конечном полном ба­
зисе Б, относительно которого предполагается, что его «надежная» часть Б1 

и «ненадежная» часть Б2 совпадают. Каждому элементу базиса приписано 
некоторое положительное число—его вес. Вес ненадежного элемента поло­
жим равным 1, вес надежного элемента — равным N (N > 1). Сумма весов 
всех элементов схемы S называется ее сложностью и обозначается через 
L(S). Сложность функции / в Бг ( / = 1 , 2) определяется как min L(S), где 
минимум берется по всем схемам, состоящим из элементов Б'', реализую­
щим функцию /, и обозначается через L£(f). 

Схемы, реализующие / в Б'" ( / = 1 , 2), сложность которых совпадает 
с £;(/), будем называть i-минимальными. Через La(f) обозначим min L(S)y 
где минимум берется по всем ^-самокорректирующимся схемам S, реали­
зующим функцию /. 

Далее мы будем опираться на работу [1]. 
Рассмотрим линейную функцию алгебры логики 

1п(хи *а, •••, *л) = *1©*2®-••©**» 
где 0 означает сложение по модулю 2. Это представление соответствует 
представлению (1) из [1] при 1=1, ц>(х) = х, ip (*) = *. 

Пусть г = \n/k[, где параметр k — натуральное число. 
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Рассмотрим блок Е с п + г входами 1и . . ., £ПУ %, . . ., т]г и k выхо­
дами 81? 82, . . . , 8/г, ПрИ ЭТОМ 

el- = E/&'niVSft+/&Ti2V...VE(r-i)fe+/&'nr, * = 1 > - . . , fe 
(здесь Еу^вО при / > п). 

Обозначим через и и w следующие функции: 
и(г)=1, ш(г1э z2, z3, z ^ Z x & z . V ^ & z ^ 

Т е о р е м а 1. При любом натуральном п 
min {Lx (Zn), ]a/2[ (nL2 (a) + 2nL2 (ш)) + aL2 (E) + cxk + c2r}, 

если a = 2t—1, t=l, 2, . . . , 
min {Lx (/„), ]a/2[ (AZL2 (a) + 2nL2 (w)) + rL2 (/,) + 

-aL2(E)-{-c-lk-f-c2r}, если а = 2/, / = 1, 2, . . . , 
где с ь с2 — некоторые константы, зависящие от базиса. 

Доказательство сведем к доказательству теоремы 1 из [1]. 
Рассмотрим схему 2 (рис. 1); в этой схеме знаком и обозначена 2-мини-

мальная подсхема, реализующая функцию и, а знаками w(l,u £2, £х, £3) 

L'Vn)--

ЧС,,С2,С, С3Л M$f,$z'W 

Рис. 1 
и w{Zi, ?г» £i> £з) обозначены 2-минимальные подсхемы, реализующие функ­
цию до. На входы последних двух схем подаются £х, £2, '£3

 и выход под­
схемы и таким образом, что на выходах этих схем реализуются две различ­
ные функции w{l±, £2, £ ь £3) и w{lu &2, "li, £8). Укажем на два свойства 
схемы 2 . 

С в о й с т в о 1. Пусть входы £х, £2, £3 принимают значения oly a2, а2 
соответственно и в схеме 2 один элемент неисправен. Тогда хотя бы одно 
из значений на выходах схемы 2 будет правильным. 

Действительно, если неисправен элемент одного из блоков, реализующих 
функцию до, то утверждение очевидно. Пусть неисправен элемент блока, 
реализующего и, и при этом значение на выходе блока равно ах. Тогда оба 
значения_на выходах схемы 2 совпадают и равны аи в то время как до (а*, 
a2> ffi, сг2) = ог1©сг2=г=^(0'ь о»2, ffn сг2). Значит, одно из значений на выходах 
схемы 2 будет правильным. 

С в о й с т в о 2. Пусть входы ^ , £2, £3 принимают значения aif a2, a2 
соответственно и в 2 нет неисправных элементов. Тогда оба значения на 
выходах схемы 2 совпадают и равны а2. 
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Это свойство следует из определения схемы 2 . 
Рассмотрим схему S(lki lk), изображенную на рис. 2. Схема состоит 

из ft последовательно соединенных блоков 2Х, . . . , 2 ^ , где каждый блок 2 £ 
(i = 2, . . . , ft) совпадает со схемой 2, причем входам £1э £2 и £3 соответ­
ствуют z, (входная переменная), 1{_г и /;_! (выходы блока 2 / в 1 ) , а /£- = 
= **© • • • © * / , 7) = 2^® . . . 0 z z . © l (i = l, . . . , ft). Из свойств схемы 2 
непосредственно следуют следующие два свойства схемы S(/^, у . 

С в о й с т в о 1. Пусть на входы S(lk> lk) подается набор о = (о ь . . ., ak). 
При наличии одного неисправного элемента в S(lki lk) хотя бы на одном 
выходе схемы будет правильное значение (lk(o)). 

С в о й с т в о 2. Пусть на входном наборе о = (аъ ...9ak) на обоих 
выходах схемы будут неправильные значения (lk (а)). Тогда в S(lk9 lk) имеется 
не менее двух неисправных элементов. 

Перейдем к доказательству теоремы. Для случая a-=2t—1 (t== 1, 2, . . .) 
предлагается схема S2*"1, изображенная на рис. 3 (ср. со схемой Sx из [1]), 
а для случая a = 2t ( / = 1 , 2, . . .) — схема S2t (рис. 3); схема S2t получается 
из S2^"1 добавлением блока At+1. Блоки Л;- (/ = 1, . . . , t+ 1), Es(s= 1, . . . , а) 
состоят лишь из ненадежных элементов, остальные блоки схемы состоят из 
надежных элементов. Опишем подробнее схемы S2t, S2t~x и докажем, что 
эти схемы реализуют l2b /2t-i» являются а-самокорректирующимися и имеют 
требуемую сложность. 

Блоки Л ь . . . , At устроены одинаково; каждый из этих блоков имеет 
2г выходов и п входов, на которые подаются переменные хи . . ., хп. Блок Aj 
( /€{1, •••, t}) в свою очередь разбивается на одинаково устроенные блоки 
Л/ъ • • •» А/г- Блок Aji совпадает со схемой S (lk, lk) (Лу> совпадает с S (lk,9 lk,)); 
на входы блока А^ подается набор Х; = (ха_1)к+1, . . . , xik) ( i = l , ••-, г; 

Блок Л*+1 (для случая a=-2t) состоит из непересекающихся блоков 
^t+i,i> ^f+1,21 •••» -^t+i,r» н а входы которых подаются соответственно 
наборы хи х2> • . ., хг. Каждый блок At+lt { (i = 1, . . . , г) совпадает с 2-мини-
мальной схемой, реализующей функцию lk(xt) (lk, (xr) при i = r). 

Обозначим выходы блока Л;7 ( / = 1 , . . . , t\ 1 = 1 , ••-, г) через оь|/_1э 
сь4/э а выходы блока Л<+111- (при a = 2t) через aj+ 1 (t = l, . . . , г). Пусть 
в блоках Л ь . . . , At (и Л^+1 при a = 2t) неисправны аг элементов {аг *С #)• 
Из свойств схемы 5 (//г, //г) следует, что среди чисел а}, . . ., aj, . . ., а*+1, . .. 
••• •> aa+i н е более чем аг неправильных значений. 

Подсчитаем сложность блоков Л;7: 
L(A/i)^kL2(u) + 2(k-l)L2(w) ( / = 1 , . . . , t\ t = l, . . . , г), 

L ( i4 t + l t / )<L 2 (W (*=1, - . . , г). 
Суммируя, получаем 

3(fl+l)/2[ ](a-M)/2[ r 

/=1 /=1 1=1 
( ((/i + fe)L2(a) + 2(/i + fe — г)£а(ш))]а/2[ при a = 2 /—1, 

^ \ ((/i + fe)L2(tt) + 2(/i + fe—r)L2(a;))]a/2[ + rL2(^) при a = 2*. 
Все остальные блоки В—/ схемы Sa совпадают с блоками В—/ схемы S| 

из [1]. Все дальнейшие рассуждения могут быть перенесены из доказатель­
ства теоремы 1 работы [1], начиная с п. 3. 

Т е о р е м а 2. Пусть k = o(n)y r = o(n), L2(li) = c3iJ
rc4:, где cSt с±—кон­

станты, зависящие от базиса, а £ = 1 , 2, . . . Тогда 
LM/n)^min|A'L2(/„),]a/2[(rtL2(U) + 2«L2H) + aL2(£) + i - ( l + ( - l ) « ) L 2 ( / n ) | . 
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Доказательство при заданных условиях извлекается из теоремы 1. 
С л е д с т в и е 1. Для базиса {&, V, "} справедливы неравенства 

(1,375а + 0,875) An ~ (1,375а + 0,875) L2 (/„) 
<- j при a = 2t — 1, 

(1,375а + 1)4л ~ (1,375а + 1)L2 (ln) 
l при a = 2t ( / = 1 , 2, . . . ) • 

Доказательство следует из того, что L2(l;) = 4i— 4 ( / = 1 , 2, . . . ) [2], 
и очевидных оценок L2(u)=\, L2(w) = 3, L2(E) ^2n. 

С л е д с т в и е 2. Для базисов {&, ~} и {V, ~} справедливы неравенства 

L*(ln)<< Ла+т!)7 , 1~ (тАа+Щ1^1п) при a=2t—^ 
19 а+ l)7n ^ (~a+ l) L2(ln) при a = 2t ( / = 1 , 2, . . . ) . 14 ' У V 14 

Доказательство следует из того, что L2 (/,-) = 7/ — 7 ( / = 1 , 2, . . . ) [2], 
и очевидных оценок L2 (u) = l, L2 (w) ^ 6, L2 (Е) ^ Зп. 

С л е д с т в и е 3. Для базиса {|}, состоящего из штриха Шеффера, спра­
ведливы неравенства 

(1,625а + 0,875) \п ~ (1,625а + 0,875) L2(ln) 
. /z/щ a = 2/— 1, 

^ ^ ( l , 6 2 5 a + l ) 4 n ~ ( l , 6 2 5 a + l ) L 2 ( / J 
при а = 2/ ( / = 1 , 2, . . .). 

Доказательство следует из того, что L2(Z/) = 4/ — 4 ( / = 1 , 2, . . . ) [3], 
и очевидных оценок L2(u)=l, L2(w) = 3, L2(E)^3n. 
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