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1. Конденсатором в расширенной комплексной плос­
кости С называется всякая упорядоченная пара (Е0, Ег) 
непересекающихся непустых замкнутых множеств Е0 и Ег. 
Если для данного конденсатора (Е0, Ех) существует ве­
щественная функция со (z), непрерывная в С, гармониче­
ская в G = С \ (Е0 (J Ег), равная нулю на Е0 и единице 
на Еъ то указанную функцию называют потенциальной, 
а под емкостью конденсатора (Е0, Ег) понимается величина 

Сар (Е0, Ег) = JJ | V© |2 dx dy {z = x + iy). 

Емкость произвольного конденсатора (EQ, Ег) опреде­
ляется как точная нижняя грань емкостей конденсато­
ров (Е0, Ег), имеющих потенциальную функцию и таких, 
что Е0а Е0, ЕХС1 Е[. 

Каждому конденсатору (Е0, Е^, для которого Ек а 
CZ [ — 1, 1], & = 0,1, сопоставим конденсатор (Е0, Ех), 
где 

К = [ - 1 , - 1 + тЕ0], Е{ - [1 - тЕи 1], 

гпЕк — линейная мера Лебега множества Ек, к = 0,1. 
А. А. Гончар высказал следующее предположение: 

Сар(£0 , £1)>Сар(£0*, £*). 

П. М. Тамразов [1] разработал «метод перемешивания 
зарядов», который позволяет, в частности, доказать вы-
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писанное неравенство и установить все случаи, при кото­
рых в этом соотношении имеет место знак равенства. 
Однако специалистами отмечалась громоздкость предло­
женного доказательства. 

В настоящей заметке рассматривается преобразование 
вещественнозначных функций, которое вместе с принци­
пом Дирихле приводит к более простому решению ука­
занной задачи А. А. Гончара. 

2. Преобразование функций. Пусть и (z) — произ­
вольная вещественнозначная. функция, заданная в С, а — 
действительное число. Результатом Ра преобразования 
функции и (z) назовем функцию Ра и (z), определенную 
следующим образом: 

( min[u(z), и (2а — I)], Re z<^ а, 
а * ' \ m8ix[u(z), и(2а — z)], Rez]>a. 

ЛЕММА 1. Если функция и (z) непрерывна в С и удов­
летворяет условию Липшица в некоторой окрестности 
каждой точки множества {z: О < и (z) < 1}, то функ­
ция Ра и (z) также непрерывна в С и удовлетворяет 
условию Липшица внутри Н = {z: О < Ра и (z) < 1} 
(т. е. на любом компактном подмножестве множест­
ва Н). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что для 
каждой точки множества Н существует окрестность, в ко­
торой функция Ра и (z) удовлетворяет условию Липшица. 
Положим по определению z' = 2а — z, z ЕЕ С. Пусть 
ZQEE H, a z'Q ф. Н. Ввиду непрерывности функции и (z) 
существует окрестность точки z0, в которой выполняется 
либо Ра и (z) = и (z), либо Ра и (z) = и (z'). Отсюда сле­
дует также существование окрестности точки z0, где функ­
ция Раи (z) удовлетворяет условию Липшица. Предполо­
жим теперь, что обе точки z0nz'0 принадлежат Я . Согласно 
условию леммы существуют симметричные относительно 
прямой Re z = а окрестности В (z0), В (z'0) соответствен­
но точек z0 и z'0l в которых 

I и (*i) — и (z2) | < К | zx — z2 I, « ! , 2 2 G 5 («O)I 
I и (zi) — и (z2) | < К I z'x — z2 I = К I zx — z2 I, 

*i, z2 e в (ZQ). 

Пусть, для определенности, Re z0 < а и В (z0) d 
CZ {z: Re z < а}. Если для некоторых z1? z2 ЕЕ В (z0) 
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выполняется и (zx) <J и (z{) и и (z2) <^ и (z2), то 
I PaU (Zi) — Pa U (Z2) \ = \ u (zx) — U (z2)\ < 

< К | Zx - Z2 |, 

I Лх** (Zi) — PcM (z2) | = | U (Zi) — U (z2) I < 
< К I z{ — z2 I, zi, Z2 ЕЕ 5 (z^). 

Если и (zx) <; гг (zi), a гг (z2) > и (z2), то 
I a (*i) — и (zx) | + | (гг (z2) — гг (z2) | -
= | и (zi) — и (Zi) + гг (z2) — гг (z2) | < | гг (zi) — гг (z2) | + 

+ | гг (Zl) - и (z2) | < 2K \ zx - z2 |. 
Отсюда 
I PaU (zx) — Рагг (z2) | = | гг (zx) — гг (z2) | < 

< | гг (zt) — гг (zi) | + | гг (zi) — и (z2) | < 3K | zx — z2|, 
zx, z2^ В (z0), 

I Лх гг (zi) — Рагг (z2) | = | гг (zi) — гг (z2) | < 
< | гг (zi) — гг (zx) | + | гг (zx) — гг (z2) | < 3Z | zi — z21, 

zi, z2 (= 5 (z^. 
Остальные случаи рассматриваются аналогично. Для то­
чек z0 с Re z0 = а существование соответствующей ок­
рестности очевидно. Таким образом, функция Ра и (z) 
удовлетворяет условию Липшица в некоторой окрестно­
сти каждой точки множества Н. Поэтому она удовлетво­
ряет этому условию внутри Н [2, с. 75]. Непрерывность 
функции во всей плоскости устанавливается непосредст­
венно. Лемма доказана. 

Пусть Е0 и Ег — два непустых непересекающихся 
замкнутых множества, ограниченных конечным числом 
кусочно-аналитических кривых; со (z) — потенциальная 
функция конденсатора (Е0, Ег). Преобразование Р а , при­
мененное к функции со (z), естественным образом порож­
дает конденсатор Ра (Е0, Ег) = (РаЕ0, PaEx), где множе­
ства 

РаЕи = {z: Paco (z) = &}, к = О, 1, 

также ограничены конечным числом кусочно-аналитиче­
ских кривых. Обозначим через соа (z) потенциальную 
функцию конденсатора Ра (Е0, Ег). 

ЛЕММА 2. Справедливо неравенство 
Сар(£0 , £ х ) > Cap Pa (E0, EJ. 
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Знак равенства имеет место тогда и только тогда, ког­
да в каждой связной компоненте множества С \ (Е0 [j Ег) 
выполняется либо со (z) = соа (z), либо со (z) = соа (2а —z). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через D полу­
плоскость Re z ]> а и рассмотрим функции 

со (z) = со (2а — z), z e # , 
Расо (z) — Расо (2а — z), z (= Z). 

Пусть 2?! = {z: z (^ D, со (z) > со (z)}, Z)2 = {z: z <= £>, 
со (z) ^ со (z)}. Для произвольной функции z; (z) введем 
обозначение 

IQ(V) = V\ \Vv\2dxdy. 
" V ' JJfiri{2:0<i?(z)<l} ' ' * 

Каждая из функций со (z), Pa со (z) и Расо (z) удовлетво­
ряет условию Липшица внутри множества, где она боль­
ше нуля, но меньше единицы. Следовательно, она имеет 
почти всюду на этом множестве частные производные, ог­
раниченные на любом компактном подмножестве, и мож­
но говорить о соответствующем интеграле Дирихле от 
этой функции 
Сар (Е0, Ег) = / с (со) - ID (со) + ID (со) = 

= IDl (со) + IDt (со) + IDl (3) + ID% (со) = 
= IDl (Расо) + IDt (Ра<о) + IDx (Рап) + IDt (Расо) = 

= ID (Расо) + ID (£асо) = / с (Расо). 

Осталось воспользоваться леммой 1 и принципом Дирих­
ле, согласно которому 

/ с ( ^ а С о ) > С а р Р а ( £ 0 , Ег). 

Доказательство этого принципа для каждой связной ком­
поненты множества С \ (РаЕ0 (J PaEi) совпадает с до­
казательством, приведенным в монографии [2, с. 83—85]. 
Знак равенства в последнем соотношении имеет место тог­
да и только тогда, когда функция Расо (z) = соа (z) [2, 
с. 85]. В этом случае по теореме единственности заключа­
ем, что в каждой связной компоненте множества С \ 
\ (# 0 (J Ег) выполняется либо со (z) = соа (z), либо 
со (z) = соа (2а — z). Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е . Лемма 2 (в иной формулировке и без 
утверждения о знаке равенства) встречается в работе 
В. Волонтиса [3, с. 590, 598]. Предложенное доказатель­
ство [3, с. 598—601] опирается на связь между экстре-
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мальным расстоянием и «обобщенным потенциалом», под­
сказанную Л. Альфорсом [3, с. 593—597]. 

3. Пусть (£ 0 , Ег) — произвольный конденсатор с 
пластинами i ^ d [ — 1 , И, A: = 0, 1. Обозначим через 
со (z) решение обобщенной задачи Дирихле в области G — 
= С \ (Е0 (J Ег) [4, с. 299], которое является гармони­
ческим в б и в регулярных точках множеств Е0, Ех имеет 
предельные значения, равные соответственно 0 и 1. 
Нетрудно показать, что Сар (Е0, Ег) совпадает с интег­
ралом / с (&)). Пусть со* (z) — аналогичная функция для 
конденсатора (£ 0 , Ег). 

ТЕОРЕМА (см. [1, с. 43]). Справедливо неравенство 
Сар (Е0, Ех) > Сар (Е*0, Я?). (1) 

Знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда 
со (z) = со* (z) или со (z) = со* (—£), либо со (z) = const в G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала кон­
денсатор (Е0, Ег), пластины которого состоят из конечно­
го числа попарно непересекающихся невырожденных от­
резков. Пусть множество Е0 состоит из п отрезков, а Е1 — 
из т отрезков. Без ограничения общности можно считать, 
что sup Е0 < sup Ех. Обозначим через |3Х левый конец 
крайнего слева отрезка множества Ех, а через уг — ле­
вый конец крайнего справа отрезка Ег. Пусть аг = (рх + 
+ Yi)/2. Преобразование P t t i , примененное к потенциаль­
ной функции конденсатора (Е0, Е^, порождает конден­
сатор (РахЕ0, P^Ei), пластины которого также состоят 
из конечного числа попарно непересекающихся невы­
рожденных отрезков. Количество таких отрезков, образую­
щих Ра1Е0, не превосходит /г, а число отрезков, состав­
ляющих Ра1Ег, не больше чем т — 1. Пусть р2 — левый 
конец крайнего слева отрезка, а у2 — левый конец 
крайнего справа отрезка множества PaJ^i- К потенциаль­
ной функции конденсатора (PatE0, Pafi^) применим пре­
образование Ра2 с а2 = (Р2 + 7г)/2, которое порождает 
конденсатор (Pa2PaiE0, РаяРалЕг) и т. д. до тех пор, пока 
через конечное число шагов мы не получим конденсатор 
(Рак- . • PatE0l Рак . . . РахЕ^), первая пластина которого 
состоит из не более чем п отрезков, а вторая — из одного 
отрезка. Повторим теперь предыдущие рассуждения, но 
уже по отношению к конденсатору Р 0 (Ра1 . . . РаЕг, 
Рак . . . Ра1Е0). В результате получим конденсатор 
(Ег, Е0)у состоящий из двух пластин — отрезков. Заме-
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тим, что на каждом шаге суммарная длина отрезков каж­
дой пластины остается неизменной, а объединение двух 
пластин никогда не выходит за пределы отрезка [—1, I] . 
Пусть (У — левый конец отрезка Е0, а |3" — правый ко­
нец Е'г, а' = (1 + Р')/2, а" = ( - 1 + Р")/2. Тогда 

РагРа- (Е'и К) = Р0 (Я*, £*)• 

Из леммы 2 последовательно имеем 
Сар (Е0, Ег) > 

> Gap (PaiE0, РахЕг) > . . - . > Cap (Pttft . . . PaiE0, 

Рак... />«Л) > 
> Cap P 0 (Pafe . . . Ра1Ег, Par . . PaiE0) > . . . > 

> Сар (#;, £0) > Сар Л Л (Еь J5i) = Сар (£0*, Я?). 
Неравенство (1) доказано. Знак равенства во всех соот­
ношениях сразу имеет место тогда и только тогда, когда 
со (z) == со* (z) или со (z) == со* (—z). Для произвольного 
конденсатора неравенство (1) следует из только что до­
казанного предельным переходом. 

Предположим теперь, что в (1) имеет место знак ра­
венства. Обозначим через Fk совокупность всех регуляр­
ных точек множества Ек, к = 0, 1. Достаточно рассмот­
реть случай, когда mF1-mF2 ф 0. Пусть Нк = [afc, PJ , 
где ак = inf i^ , pfe = sup JFft, Л = 0, 1. Если множества 
Нк\ Fk, к = 0, 1, не содержат точек области G, то функ­
ция со (z) совпадает с потенциальной функцией конденса­
тора (#0 , Нг) и Е* = #*, А: = 0, 1. Остается воспользо­
ваться предыдущим результатом. Если же для некоторого 
к (пусть, например, для к = 1), (Нк \ Fk) f| G Ф 0 , то, 
во-первых, можно считать, что Р 0 < Pi» а» во-вторых, су­
ществует точка х ЕЕ G такая, что аг < ж, р0 < я; < рх. 
Рассмотрим преобразование Ра о а = {аг + х)/2. Ясно, 
что Paco (z) ф со (z) и Расо (z) =£ со (2а — z), z e i^. 
В силу непрерывности функция jPaco (z) не совпадает ни 
с одной из этих функций на эллипсе Гр: z = peie + 
+ p_1e-ie + a, 0 <^ 0 <; 2я (р Ф 1), при р, достаточно 
близком к единице. По теореме единственности функция 
Pa со (z) не является гармонической в Gp — внешности 
эллипса Гр. Пусть со (z) — решение задачи Дирихле для 
6?р, равное jPaco (z) на Гр. Из принципа Дирихле 

Ч ( / » > /бр (5). 
54 



Рассмотрим последовательность конденсаторов (Е^, М'^Ь 
п = 1, 2, . . ., с пластинами, состоящими из конечного 
числа попарно непересекающихся невырожденных от­
резков, и таких, что n " = i 4 n ) = Ekf] Нк, Нк 3 4 п ) =) 
3 £&п+1\ А = 0, 1, лг = 1, 2, . . . Соответствующая по­
следовательность потенциальных функций con (z), тг = 
= 1, 2, . . ., равномерно сходится внутри G к функции, 
совпадающей с со (z) (см., например, [4, с. 403, 298]). 
В этом случае последовательность функций Pacon (z), 
п_ = 1, 2, . . ., тоже равномерно сходится на множестве 
(Jp к функции Расо (z). Пусть Йп (z) — решение задачи 
Дирихле для Gp, равное Расоп (z) на Гр. Тогда, начиная 
с некоторого номера тг0, имеем 

/GP (Л*СОЛ) > JGp (Sn) + б, 
где б ^> 0 не зависит от п ^> п0. Отсюда (см. доказатель­
ство леммы 2) 

^С К ) = ^С (Ра®п) = Ic\GQ (Ра(дп) + ^Gp (Л»Юп) > 

! > ^C \G n (/>«(»„) + /Gp (й„) + б > Сар Ра<Е<Г\ Мп)) + б > 
> Cap ((Д£п))*, (S f )*) + б > Cap ( < , £?) + б. 

Здесь мы вновь воспользовались принципом Дирихле, 
предшествующим результатом и монотонностью емкости. 
При /г—> оо приходим к противоречию. Теорема доказана. 

Дальневосточный государственный Поступило 
университет 25.07.84 
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