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1. Динамическая дифракция рентгеновских лучей (р.л.) в геометрии 
Брэгга имеет ряд практически важных преимуществ по сравнению с лауэ-
дифракцией. Главными из них являются большая светосила ( ~1) при 
одновременно высокой степени монохроматичности и коллимации «рабо­
чих» пучков р.л. в современных рентгено-оптических устройствах (*). 
Между тем теория динамической дифракции Брэгга р.л. развита только 
для совершенных кристаллов ( 2) и сталкивается со значительными за­
труднениями в упругодеформированных кристаллах (см., например, 
(3*~5)). Трудность в построении теории связана с явлением экстинкции — 
полного отражения р.л. в областях кри­
сталла, локально удовлетворяющих точ­
ному условию Брэгга. С другой стороны, 
развитие в последнее время эксперимен­
тальных работ по дифракции Брэгга р.л. 
для исследования приповерхностной 
структуры кристаллов (6, 7 ) , а также 
принципиальная возможность использо­
вания изогнутых кристалл-монохромато-
ров и коллиматоров в рентгеновской ин­
терферометрии и топографии высокого 
разрешения ( 8) делает весьма актуальной 
разработку теории динамической брэгг-
дифракции р.л. в деформированных кри­
сталлах. 

В данном сообщении рассматривается 
динамическая брэгг-дифракция р.л. в тол­
стом кристалле с полем упругих смеще­
ний u(r), являющихся квадратичной 
функцией координат (упругоизогнутый 
кристалл (у.и.к.)). Получено точное ре­
шение смешанной краевой задачи ди­
фракции, удобное для практического ана­
лиза, и исследованы общие свойства рас­
пространения волнового поля в таком 
кристалле с учетом явления экстинк­
ции р.л. 

2. Распространение брэгговски рассеянной волны <§Гл(г) =ехр (iqr) • 
-Eh(r) в у.и.к. описывается волновым уравнением в плоскости рассеяния 
s0Osh (рис. 1) (5, 9 " 1 2 ) 

Рис. 1. Геометрия дифракции 
Брэгга рентгеновских лучей. 
soOsh — косоугольная система ко­
ординат в плоскости рассеяния с 
единичными векторами: s0 — 
вдоль направления падающей kQ 

ж Sh — вдоль дифрагированной kh 

волн; п — единичная внутренняя 
нормаль к поверхности кристал­

ла, h — вектор дифракции 

d2Eh , д dEh 

- — +i—(hu)—Л + о

2 ^ = 0 , а 2=а,а_,, 
asQosh ds0 dsh 

( i ) 
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с краевыми условиями 

= i a f t e x p ( ~ j h u - i q r ) ^ o t n ) I , Eh * = 0 (2) 

в приближении полубесконечного кристалла (практически реализуемый 
случай толстого поглощающего кристалла, \i0t>l, где р 0 — обычный коэф­
фициент поглощения р.л., t — толщина кристалла). 

В (1), (2) проекция поля смещений и на вектор дифракции h являет­
ся квадратичной функцией координат 

(hu) =As0

2+Bs0sh+Csh\ (3) 

&oU)(sh) — заданное распределение падающей на кристалл волны. Функ­
ция qr имеет вид 

q r = G 0 s 0 + (<М<>/1Ь | -Жall \ yh |) sh, Ь, h=cos (s 0, лп). (4) 

Нетрудно показать (см., например, ( 1 2 ) ) , что «диагональные» члены 
As0

2, Csh

2 в правой части (3) приводят к соответствующим экспоненциаль­
ным факторам в общем решении задачи ( 1 ) —(3). Поэтому без потери 
общности будем считать Л = С = 0 . 

Отметим, что существенное отличие постановки задачи брэгг-дифрак-
ции р.л. (1) —(3) от соответствующей задачи лауэ-дифракции, решенной 
в ( 9 _ 1 1 , 1 2 ) , заключается в краевых условиях: в последнем случае гранич­
ные значения функции Eh и ее производной dEh/dsh задаются на одной и 
той же поверхности входа излучения в кристалл s0=sh. 

3. Решение задачи (1) —(3) полностью определяется в квадратурах 
с помощью функции Грина (функции точечного источника) GhQ: 

Gh0{s0, sh; s0\ Sh)=exp[—iBsh(so-So/)]G{s0-So/; 

Sh-Sh) 9 (so-so') в (sh-Sh), (5) 

где функция G удовлетворяет трансляционно-инвариантному уравнению 

d2G~ д Gr 
iBU —г + (02-iB) G=0 , Ъо,н=8од-8од (6) 

с краевыми условиями смешанного типа: 
а) на характеристике 

С| & > - о = 1 ; ( 7 ) 
б) на поверхности кристалла 

. (dG/dlh-iBloG)U0^n=0. (8) 

Таким образом задача ( 1 ) —(3) сводится к нахождению функции Гри­
на (5.) смешанной краевой задачи (6) —(8). 

4. Будем искать решение G в виде интеграла Лапласа 

1 /» ш 
G ( 6 o ; b ) - — . I dpg(p)exV(plh)(p-iBl0)-i'\ 6 = . — , (9) 

2т J D 

где g{p) — искомая функция. Используя интегральное представление 
Ханкеля ( 1 3) 

{р-гВЬ) -« - Т 1 ! ^ Г Н 4 - Л Л * ** 6 Х Р (~РШВ^) ( W ) 2 t s m [ K ( l + o ) j r ( l + o ) J 
оо 

и подставляя (9) в (8), с учетом ( 7 ) , а также теоремы о лаплас-трансфор-
манте свертки двух функций, после непосредственных вычислений нахо-

Т + г о о 
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дим функцию Грина G в виде 

G ( | e ; Ы = е х р [ - 1 7 4 5 ( | о 2 - ^ 2 ) ] (i/B)42 X 

Х-

( И ) 
w ° ° - - - © - 1 - б [ ( « / Д ) 1 Л ( р - Ш ( 6 о - Ы ) ] 

7-го 

где Z?vU) — функция параболического цилиндра (функция Вебера). 
Покажем теперь, что структура полученного нами решения для функ­

ции Грина отражает физически тот факт, что движение волнового пакета 
(11) носит волноводный характер как следствие экстинкции р.л. в усло­
виях полного внутреннего отражения. Рассмотрение этого вопроса ана­
логично исследованию предельной динамической задачи колебаний внут­
ренней части сферы ( 1 4 ) . 

Для определенности будем считать J9>0. Используя известное функ­
циональное соотношение, связывающее функции Dv(z), Dv(—z) и 
D-i-y(—iz), легко видеть, что на линии интегрирования в (11) при доста­
точно больших Re р подынтегральное выражение можно разложить 
в функциональный степенной ряд по iz2)/D-&(—z2) | < 1 . При этом 
(11) принимает вид 

g ' V i Т + » В ( Б о - Б Л ) 

е ( { , Ы - е х р ( - * т ( 1 . * - 1 Л ] ( ^ ) ' - { | * х 

f , г . ( 2 я ) ' ' 1 " ' г . л * I 

T+fB(g 0 -g f t ) 

XI и 

* i = (i/B)* (р-Ш (Ъо-Ън)), 2 2 = {ИВ) V 

Существенно, что в правой части (12) мы имеем на конечных расстоя­
ниях в кристалле конечное число слагаемых. В самом деле, пользуясь 
стандартными асимптотиками Dv-функций, запишем интеграл, отвечаю­
щий гг-му члену суммы: 

Т + г » п ( 2 5 - 1 ) - 6 + 1 , ч - *2 Г (2га—l)zt х t 
X J ^ е х р | ^ + — ( | 0 - Ы — — exp - — \ 

v h ^ r ^ ' * M f ) ] - (13) 

Из (13) сразу следует, что для конечных £ л слагаемые суммы в (12), 
начиная с 

л = 2 + [ & А ! „ - Ы ] , (14) 

равны нулю. Оставшиеся слагаемые описывают волны, распространяю­
щиеся вдоль волноводов и претерпевшие кратные отражения 1-, 2 - , . . . 
..., (п—1)-го порядка соответственно. 

5. Дальнейшее исследование решения (11), подтверждающее общий 
вывод о волноводном характере распространения волнового поля в у.и.к. 
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можно провести на основе квазиклассической асимптотики функции Гри­
на, используя метод Дарвина ( 1 5) для построения нестандартных асимпто­
тик функций Вебера. При этом необходимо учитывать, что Dv{z) имеют 
разрывные асимптотики в зависимости от значения argz (явление Сток-
са). Приведем результат построения асимптотического представления 
функции Грина, равномерного по параметру изгиба В: 

G(l0; Ы = е х р [ - М ( ^ 0

2 - ^ ) ]о~1/2Х 

1 °° 
X — ^ [ е ( - б ; arg z 2) ]" exp[-ra(26-l)ln(26 v =) ]Х 

х | ' ; р е х р [ Р | , + ^ ( | . - ы ] ( ^ ) " х 
Т—г'оо 

х j е х р [ 1 п ( 2 б , / 2 ) + Ф п - ( ^ 2 2 ) ] 

+ ( 4 я \ е х р [ - 2 6 1 п ( 2 б , / 0 + Ф п

+ ( ^ ^ 2 ) ] ^ +e(-1"S;
 ^ ' ' W , 4 - 4 f l ) » ] ^ ^ ' ( 1 5 ) 

[ Z i + (z t

2 +46) 1 / 2 ] 1 / 2 [ z2+ (z 2

2 +46) 1 / 2 ] n + , / 2 

exp[ -26 In (26 , / a) +On + (g i , z» ) ] 
[ z 1 + ( z 1

2 + 4 6 ) , / 2 ] - , / 2 [ 2 2 + f e 2 + 4 6 ) V 2 ] ^ v 

[ e ( - 6 ; argz 2 ) ] °= l , 
где ф а з ы и м е ю т в и д 

Ф»*^, z 2 ) = ± 1 / ^ i ( 2 1

2 + 4 6 ) , / s ± 6 1 n [zi+(zi

2+i8Yl2] + 
+ (2п+1) [lUz2(z2

2+46)v°+6 In [ s 2 + (z 2

2 + 46) , / 2] ] , (16) 
р а з р ы в н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы ( v = — б , v=—1—6) 

О при largz |<n/4 , 
e(v; argz )= ' expOrc(v+l) ] при tt/4<arg z<5n/4, (17) 

exp[—i-n(v+l) ] при — 5tt/4<argz<—я/4. 
Интегрирование в (15) п р о в о д и т с я п о п р о с т р а н с т в е н н ы м г а р м о н и ­

кам Imp. Для в ы ч и с л е н и я (15) п р и м е н и м метод с т а ц и о н а р н о й ф а з ы . Точ­
к и с т а ц и о н а р н о й фазы, о т в е ч а ю щ и е п-му ч л е н у суммы в п р а в о й ч а с т и (15), 
о п р е д е л я ю т с я из о б ы ч н ы х у с л о в и й 

дФп-/др=0, дФп

+/др=0. ^ (18) 
Формулы (18) при ф и к с и р о в а н н о м Im р п р е д с т а в л я ю т собой у р а в н е ­

ния потока э н е р г и и р.л. в у .и .к . Анализ явного вида э т и х т р а е к т о р и й 
п о к а з ы в а е т , что, в то в р е м я как г а р м о н и к и В-1тр<0 э к с п о н е н ц и а л ь н о 
з а т у х а ю т в глубь к р и с т а л л а , г а р м о н и к и В1тр>0 р а с п р о с т р а н я ю т с я п о 
в о л н о в о д а м , п р е т е р п е в а я п о л н о е о т р а ж е н и е на глубине z*=(Imp—2\o\)/B. 
Институт кристаллографии им. А. В. Шубникова Поступило 
Академии наук СССР 5 VII 1977 
Москва 
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