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ОДНОВЕРШИННОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА 
ФОТООТСЧЕТОВ ГАУССОВСКИХ ОПТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

Рассмотрена статистика фотоотсчетов детектором при регистрации оптиче­
ского излучения. На основе формулы Манделя для вероятности Р(п) регистра­
ции n-фотонов за временной интервал наблюдения показано, что распределение 
вероятностей Р(п) является одновершинным в случае, когда поле излучения 
гауссовское. Свойство одновершинности делает возможным применять теорию 
статистических решений, основанных на использовании единственного порого­
вого уровня, при проектировании оптических систем передачи информации. 

1. Исследование статистики фотоотсчетов частично когерентных оптических по­
лей [1, 2] приводит к вопросу о возможности существования нескольких максимумов 
у распределения вероятностей Р{п) числа п отсчетов, т.е. к вопросу о количестве 
перемен знака у приращения функции Р(п) при изменении п. В частности, для су­
ществования единственного порогового уровня, оптимального в смысле минимума 
вероятности ошибочного приема сигнала [3, 4], необходима одновершинность рас­
пределений числа фотоотсчетов как при наличии сигнальной компоненты, так и 
при ее отсутствии (см. рисунок). В настоящей работе мы доказываем, что рас­
пределение вероятностей для случайного числа фотоотсчетов в отсутствие сигналь­
ной компоненты является одновершинным в случае, если комплексная амплитуда 
a(t) регистрируемого фонового электромагнитного поля описывается стационарным 
гауссовским случайным процессом. При этом мы считаем, что вероятность реги­
страции п фотонов за временной интервал длительности Т определяется формулой 
Манделя [5]: 

Р{п) = <№ае-п*/п\>, 
т 

QQ _ I \„(+\\2л+ v1) U = J\a{t)\2dt, 

где символ < • > обозначает усреднение по распределению вероятностей, связанному 
с процессом a(t). Таким образом, вероятность Р(п) определяется так называемым 
составным распределением Пуассона [6] со случайной величиной Па, которая имеет 
смысл поглощенной фотодетектором энергии. Распределение Пуассона с неслучай­
ной фиксированной величиной П является одновершинным, так как разность 

4 . + l ) - P ( . ) = ^ . - n ( I » - - l ) 
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Рис. Распределение вероятностей Р(п) для одномодового 
гауссовского шума. Параметры расчета: v = 10; Т = 1; 
1-<г = 4;2-<т = 15 

при Q > 1 изменяет знак только при одном значении п, а при Q ^ 1 вообще не 
происходит смены знака. Несмотря на одновершинность распределения Пуассона, 
составное распределение Пуассона в общем случае не является одновершинным. По­
этому утверждение, доказываемое в настоящей работе, связано с конкретной, хотя 
и довольно общей, статистической структурой фонового оптического поля. 

2. Сформулируем основное утверждение. 
Т е о р е м а . Пусть a(t) является комплексным стационарным гауссовским про­

цессом с нулевым средним, т.е. a(t) = a\(t) + гаг(£), где a\{t), аг(^) - вещественные 
стационарные гауссовские статистически независимые и эквивалентные процес­
сы с нулевым средним. Тогда распределение вероятностей (1) - одновершинно. 

Для доказательства этого утверждения нам понадобятся некоторые известные 
факты. 

Характеристическая функция распределения вероятностей квадратичного функ­
ционала Qx от произвольного вещественного гауссовского стационарного процесса 
x(t) с нулевым средним представима в виде [7] 

<е-«Лп-> = П(1 + гА/А*) -1/2 

* = 1 

где А - вещественный параметр, {А*} - спектр интегрального эрмитового положи­
тельного корреляционного оператора, связанного с процессом x(t) и функционалом 
Qx. Поэтому для комплексного гауссовского стационарного процесса a(t) характе­
ристическая функция распределения вероятностей функционала равна (см. [2]) 

<е--АП. > _ < е -Ш1 # 1 > <е-Ш1в2 > = j j ( l + i\/\kyl 
(2) 

* = i 

(ввиду статистической эквивалентности процессов a\(t) и аг(^) их корреляционные 
операторы и, следовательно, спектры {А*} совпадают). 

Простейшим примером, иллюстрирующим формулу (2), является одномодовый 
оптический гауссовский шум с интенсивностью а и шириной линии v лоренцево-
го спектрального контура [2]. В этом случае амплитуды aj(t) определяются как 
стационарные процессы, подчиняющиеся стохастическому уравнению Ланжевена 
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iij + vaj = <pj(t), j = 1,2, 

где <fj(t) - белый шум с интенсивностью сг, <<Pj(0)<pj(t)> = cr6(t). Корреляционный 
интегральный оператор К при этом определяется формулой 

1 

а спектр {А*} определяется из условия равенства нулю детерминанта Фредгольма 
оператора К. Это условие приводит к дисперсионному уравнению относительно А 
[2, 8] 

е2гТ = # Г - I/ 
2 

Производящая функция в рассматриваемом случае имеет вид [2, 8] 

< е" л п - > = \vrtvT [(у + г) V T - (г - ^) 2e" r T ] _ 1 , 

где А вещественно. На рисунке показаны рассчитанные на основе приведенной про­
изводящей функции распределения вероятностей 

'•м-л<-'г;£ <•-"•>»-.. 
которые обладают свойствами одновершинности. 

3. Основой доказательства одновершинности распределения (1) является форму­
ла (2) и известный факт [9] о сохранении свойства одновершинности при переходе 
к пределу по сходящейся последовательности одновершинных распределений. Это 
свойство позволяет нам ограничиться доказательством одновершинности распреде­
лений 

PN(n) = 1 <(ftW)"exp(-fiW)>, 
п\ 

где O W - случайные величины с характеристическими функциями 

<е-,-АП<">> = Д(1 + е . Л / Л 0 - 1 ( 3 ) 

* = 1 

Так как, согласно (3), 

< e - ™ W > —> < С - ' А П - > , ' 
ЛГ—оо 

то распределения 

сходятся к распределению 

Если при этом P/v(n) являются одновершинными распределениями при любом 7V = 
= 1 ,2 ,3 , . . . , то Р(п) сохраняет свойство одновершинности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . В соответствии с вышеизложенным 
докажем одновершинность распределений Р^(п). Будем, не ограничивая общности 
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рассмотрения, считать, что А* различны и упорядочены по величине. Заметим, что 
множитель (1 + гА/Afc)-1 является характеристической функцией показательного 
распределения с параметром А* > 0, т.е. 

оо 

Je-iXsgk(s)ds = (l + iX/Xk)-\ 
о 

где gk(s) — 0(s)Afce~Afc* - плотность распределения. Отсюда следует, что 
N °° 

Д ( 1 + А/АО"1 = J e-x'(9l * . . . * gn)(s) ds, A > 0, (5) 
fc=i 

где символ * обозначает свертку плотностей: 

(91 * 9k)(s) = J 9l(s - t)gk(t) dt = A,Afce-A" J e^'x^dtf l ф к. (6) 
о о 

Поэтому из (4), (5) следует 
оо 

PN(TI) = — / sne~8(g1 * . . . * дя)(з) ds. 
о 

Применяя представление (6) и переставляя порядок интегрирования, получаем 

pN{n) = -г A i . . . АЛГ(ЭЛГ(П; А ь . . . , \N), (7) 

где 
оо 

QN{n; А ь . . . , \N) = J e(x»-*-x»>»d8Nx 
0 

оо оо 

x / е * * " - » - * " - 1 ) ' " - 1 ^ - ! . - - / * i e~ ( 1 + A l ) f l A»i . (8) 

Вычисляя интеграл по si в (8) 

где t = S 2 i / * = l + Ai, получаем рекуррентную формулу 

QN(n) А ь . . . , xN) = / 1 + A \ i + W £ — £ г ~ ~ ^ - i ( f c ; д2} • • •»A*). (9) 

Введем при N > 1 полиномы 

Д^(п;^1, . . . ,«лг-1)= 5 3 ^ 5 3 *22 ••• 5 3 *w-i 
/ 1 =0 /2=0 IN-I=0 

и положим i?i = 1. 
Справедливо следующее представление: 
Q iV(n;A1 , . . . ,A iv) = n![(l + A1)1 + n( l + A 2 ) . . . ( l + A iv)]"1x 
x ^ ( n ; z i , . . . , 2 A r - i ) , (10) 

где zk = (1 + Afc)/(1 + Afc+i). В действительности при N = 1 имеем Qi(rc;Ai) = 
= n!/( l + Ai) 1 + n , а при N > 1 подстановка в (9) дает 
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п / 1 4- Л \ 
RN(n] Zi, . . . , ZN-i) = У] ( i , л1 ) ДЛГ~1(*; *2, • • • , ^ iV- l ) . (11) 

Из (7) следует, что 

PN(n + 1) - /V(n) = [Ai. ..XN/(1 + n)\] AN(n), 
Алг(п) = (1 + n)QN(n;...) - Q^( l + n ; . . . ) . 

Одновершинность PN{^) эквивалентна существованию только одной перемены знака 
у разности А]?(п). Используя представление (10), находим 

AN(n) = (1 + п)\ [(1 + Ai)n+2(1 + А 2 ) . . . (1 + \N)} - 1 х 

х % ( п ; « 1 , . . . , ZH.-I) [(1 + АО - 1^(я, 1)], (12) 
где 

FN(n,k) = RN(n + k; zlt..., ZN-^/RNfc zi,..., zN-i), к = 0 ,1 ,2 , . . . (13) 

Покажем индукцией по TV и к, что при любых фиксированных JV, А; последователь­
ность i*V(n, A?), n = 1,2,... является монотонно убывающей. Тогда из (12) будет 
следовать одновершинность Р^(п). Из (11) и определения функций F^fo, к) следует 
тождество 

FN(n,k) = FN(n,k-l) + z ^ R N - ^ + k > Z 2 ' - - - > 2 N - ^ . 
KN(n]Zi, . . . , Z / v _ i J 

Представим в этом тождестве полином RN(TI] Z\) . . . , z^-i) в виде 
п 

z-(n+k)RN(n; 2?Ь . . . , ^ЛГ-l) = Y^ zl ^RN-l(n ~ /j *2, • • • , ZN-i) 
1=0 

на основании (11), и снова, воспользовавшись (13), получаем тождество 

[JL „ „ I " 1 

FN(n,k) = FN(n,k-l) + ^ z ^ F ^ n - l ^ k + l) 
li=o 

(14) . 

на основе которого мы построим индукционный шаг. 
Индукцию строим по следующей схеме. 
1. Согласно определению ^ ( п , к) = 1, т.е. при любом к = 0,1, 2 , . . . , последова­

тельность Fi(ny к) - невозрастающая по п. 
2. Докажем, что {F^^n, к); к = 0,1, 2, . . .} - совокупность невозрастающих по п 

последовательностей при фиксированном N в предположении, что свойство невозра­
стания имеет место для всех последовательностей 

{ F m ( n , * ) ; m < W, * = 0 ,1 ,2 , . . . } . 

Тогда из утверждений 1, 2 индукцией по N будет следовать требуемое для доказа­
тельства теоремы свойство невозрастания для всей совокупности последовательно­
стей {FN(n, к)] N = 1, 2 , . . . , к = 0,1, 2, . . .} . 

Утверждение 2 доказывается индукцией по к. 
1) По определению FN{U) 0) = 1, т.е. не возрастает по п. 
2) Предположив, что Fjv(n,l) - невозрастающие по п последовательности при 

/ = 0 ,1 ,2 , . . . , к — 1, докажем, что .P/v(n, к) не возрастает по п. 
Так как, по предположению утверждения 2, Ftf-i(n, к) - невозрастающие после­

довательности при всех к, то 

F^n - / , * + /)< ^ ( п + 1 - /, * + /) 
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при / = 0 , 1 , 2 , . . . , п и следовательно, выражение в квадратных скобках в (14) - не­
убывающая по п последовательность. На основании (14) и предположения индукции 
2), заключаем, что ^лг(п, к) не возрастает по п. Тем самым по индукции из 1), 2) 
следует утверждение 2, что, в свою очередь, завершает доказательство теоремы. 

Заметим, что возможен вырожденный случай, когда существует пт такое, что 
Алг(пш) = 0. Тогда из (12) следует, что 

PN(nm) = Ря(пт + 1) = maxn Pn(n). 

4. В заключение отметим, что наряду с обнаруженным в настоящей работе 
свойством одновершинности распределения числа фотоотсчетов для фонового гаус-
совского оптического поля, с точки зрения применимости статистической теории 
принятия решений при регистрации сигнала важна также одновершинность рас­
пределения фотоотсчетов в присутствии сигнального поля излучения. Насколько 
известно авторам, решение вопроса об одновершинности в этом случае является от­
крытой проблемой. Полученный нами результат для фонового поля также нуждает­
ся в обобщении в смысле ослабления требований к статистическим свойствам поля 
а(£), а так как наличие нелинейных эффектов при излучении и распространении 
квантового электромагнитного поля нарушает свойство его гауссовости. Более то­
го, влияние нелинейных физических эффектов на статистические свойства поля a(t) 
может в результате приводить к неодновершинности распределения вероятностей 
для числа фотоотсчетов [10]. 
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