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С л е д с т в и е . Пусть Н — дифференциальный оператор вида Н = 
7 1 - 1 

= D'^ -\- 3 Ч]г {^)D^*\ Если функции q^ (х) таковы, что (1 + x)^-'^^-^^q^{x) е 

е Loo (О, оо°) (8 > 0; к = ко, . , ., п — 1), то I = О ^ Ор (Я). 
П р и м е р ы . Все дифференциальные операторы, рассмотренные ниже, 

предполагаются действующими в пространстве L^ (О, оо) (1 ^ р <С оо). 
1) Н = D^ + Qi {x)D + go {^)^ где q^ {x) {к = О, i) — измеримые и комп­

лексные функции в интервале (О, сю). 
Так как Р {I) = 1^ ж Р Ц) - X = Ц - У К) Ц + VI) при X > О, то 

имеют место следующие утверждения. 
Если (1 + xy+^qj, (х) е Leo (О, оо) {к = О, 1), то (О, оо) f] о^ {Н)= 0 . 
Если (1 + x)^^'q^ (х) е L^ (О, оо) {к = О, 1), то [О, оо) f] Qp ( Я ) - 0 ' , 

если же q^ (х) ~ О, то [О, оо) f] Ор (Я) = 0 при (1 + x)^'^^q^ (х) е L^ (О, оо). 
2) Н = D^ + {q, (х) - 3i)D + go (^) - 2. 
В этом случае Р (^) = ^̂  — 3/^ — 2. Легко заметить, что при отобра­

жении (О == Р (z) действительная ось Im 2 = О отображается в параболу 
(О = х^ — Six — 2, обозначим ее через Г; полуплоскость Im z < О (Im z ^ 0} 
отображается во внешность (во внутренность) параболы Г. Пусть П — 
внутренность параболы Г, т. е. область, состоящая из всех точек, лежащих 
внутри параболы Г. 

Если (1 + xYq^ (х) е Lee (О, оо) {к = о, 1), то П f) (Ур {Щ= 0 -
Пусть Я е Г. Тогда Я имеет вид X == х^ — 3ix — 2 и, следовательно, 

р (1)-.Х =:гг (I— х){1 + X — 30 . Поэтому, если (1 + x^-^^q^ (х) е L^ (О, оо) 
{к = О, 1), то Ор (Я) П Г - 0 , если же до (х) = О, (1 + x)^qi {х) е L^ (О, оо), 
то —2 ^ Gp (Я). 

3) H = D' + (дз (х) - 2i)D^ + {q, {х) - i)D^ + ĝ  {x)D + go {x) + 2. 
В этом случае P (i) — 2 = ĝ  (g — i)^, поэтому можно сформулировать 

следующие утверждения. 
Если (1 + )̂2+ед^ (:г) е Leo (О, оо) (й = Оу 1 , 2 , 3 ) , ИЛИ если (1 + 

+ хУ''^Ч}г (^) е ^ос (О, оо) (А: = 1, 2, 3) при до {х)= О, то 2 ^ а^ (Я). 
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КОНЕЧЕСМЕГЕССТЬ Е^Г-ОВ И Тог^-ОВ ПРОСТЫХ МОДУЛЕЙ 
НАД ОДНИМ КЛАССОМ АЛГЕБР 

В. В. Б а в у л а 

1. Пусть D — некоторое кольцо, о ^ Aut {D) — фиксированный авто­
морфизм, а ^ Z {D) — некоторый элемент центра. Алгебру А над кольцом 
D будем называть обобщенной алгеброй Вейля степени 1 (ОАВ) и обозна-

(С) в. в . Бавула, 1991 г. 



Конечномерность Ext'^'-OB и Тог^-ов простых модулей 81 

чать Л = D [Х, Y; а, а] либоD (а, а), если она порождается (над кольцом!)) 
символами X и Y, удовлетворяющим следующим определяющим соотноше­
ниям: ZP = а ф)Х и Г р = а-1 ф)¥ для любого ^^D, YX = а я XY = 
= о{а). Элемент а и автоморфизм о будем называть определяющими. Алгебра 
А = ® А^ является градуированной {Л^^А^у^ d ^n+m 

для любых целых п 
И т), где AQ = D, А^ = DX^ и Л_и = DY^ для любого /с > 0. Если кольца 
D — нётерово (без делителей^ нуля и а ^ ^ О ) , то алгебра А — нётерова 
(без делителей нуля). 

2. Рассмотрим важные с точки зрения приложений примеры, которые 
являются довольно удачными обобщениями классических объектов. В даль­
нейшем К — алгебраически замкнутое поле характеристики нуль. 

П р и м е р 1 [1]. А == К [НЦа, а), где D = К [Н] — кольцо много­
членов от одной переменной Н, а {Н) ~ Н — 1, а — произвольный ненуле­
вой многочлен. Различные корни многочлена а называются сравнимыми, 
если их разность целое число. Если положить а = Н, то получим алгебру 
изоморфную алгебре Вейля степени i А^ = <р, Я. \ РЯ. — ^Р == 1) над полем 
К. Хорошо известно, что А^ — простая нётерова наследственная алгебра, 
размерности Крулля К — dim А^ = 1. 

Т е о р е м а 1. Алгебра А простая тогда и только тогда, когда а не 
имеет сравнимых корней. В противном случае она имеет лишь конечное числа 
двусторонних идеалов. 

Глобальная размерность алгебры А такова: 

!

оо, а имеет хотя бы один кратный корень; 
2, а не имеет кратных корней, но имеет сравнимые корни; 
1, а не имеет ни кратных, ни сравнимых корней. 

Размерность Крулля К — dim А = I; другими словами, для любого 
левого (правого) идеала / алгебры А А/J — ^-модуль конечной длины. 

Алгеброй рассматриваемого типа является следующая деформация 
Л (6) алгебры U (si (2)) (а определяется из предложения 1). Алгебра Л (Ь) 
над К порождается X, Y я Н, которые удовлетворяют следующим опре­
деляющим соотношениям: [Н, X] = Z , [Н, Y] ~ —Y и [X, Y] ~ Ъ ^ 
е К [Н], где b — произвольный ненулевой многочлен. 

П р е д л о ж е н и е 1. Центр алгебры А {Ъ) равен К [С], где С =^ а + 
+ YX = о (а) + XY и многочлен а ^ К [Н] является единственным реше­
нием уравнения а — о {а) =^ Ъ таким, что ее (0) = 0. 

П р и м е р 2. Пусть алгебра Ли п =^ (^х, у, z \ [х, у] = z — элемент 
центра) —3-мерная алгебра Гейзенберга, ^ — е е универсальная обертываю­
щая алгебра. Очевидно, алгебра ^ является ОАВ такой, что D = К [Н, С], 
о (Л) = Н + С, G (С) = С, а = Е. 

3. Все приведенные ниже результаты справедливы как для левых, так 
и для нраврлх /1-модулей. Поэтому в дальнейшем Л-модуль означает либо 
левый, либо правый Л-модуль (в зависимости от контекста, как в теореме 3)., 

Т е о р е м а 2. Пусть А — одна из алгебр, рассмотренных в приме­
рах I, 2; М — простой А-модуль. Тогда для любого и ^ А такого, что им Ф^ 
=7̂  О, ядро Кег {им) и коядро Сокег {им) оператора им являются конечно-
мерными пространствами. 

Т е о р е м а 3 . Пусть А — одна из рассмотренных в примерах 1, 2 
алгебр, М, N и L — простые А-мод у ли. Тогда для любого целого числа п'^ О 
векторные пространства Ext^ {М, N) и Toin {L, N) являются конечномер­
ными. 
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В случае алгебры А^ теоремы 2 и 3 были доказаны Макконнеллом и 
Робсоном [2], в случае U (si (2)) — автором [1]. Вычисление размерностей 
пространств Ext CI(2)-OB простых весовых si (2)-модулей приводится в [3]. 

С л е д с т в и е . Пусть алгебра А такая, как влредыдущей теореме, М — 
простой А'Модулъ. Тогда для любого целого гг ̂  О п~я группа когомологий 
Н^ {А, М) с коэффициентами в простом модуле М является конечномерным 
пространством. 

4. Пусть С: О -^ С̂  -> С̂  -> . . . ->- С^ -> О — некоторый комплекс, 
имеющий конечномерноз пространство -̂х когомологий W (С) для любого 

п 
О ^ J < гг. Тогда сумма % (С) == S (̂ 1)̂ * dim Н^ {С) является (по опре-
делению) характеристикой Эйлера — Пуанкаре комплекса С. 

Т е о р е м а 4. Пусть М и N — простые ^-модули. Тогда 

X (Ext| (М, N)) = S (— 1Г dim Е х 4 (М, N) = 0. 

В заключение хочется отметить, что для алгебры А из примеров 1, 2 
категория простых Л-модулей очень обширна [1, 4] и каждый простой 
Л-модуль, как правило, бесконечномерный. 

Автору очень приятно выразить благодарность Ю. А. Дрозду за полез­
ные обсуждения и внимание к работе. 
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РЕШЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ЦЕПОЧКИ ТОДЫ 
М. и. Г е х т м а н 

Различные подходы к интегрированию бесконечной в обе стороны це­
почки Тоды в различных классах решений рассматривались в [1—4]. В II] 
для нахождения решений с определенной асимптотикой на 4 i ^ применя­
лись методы теории рассеяния. Для периодических по п решений в [2] были 
найдены явные формулы в терминах тэта-функций. В [3, 4] было проведено 
интегрирование в классе операторов Гильберта — Шмидта. В настоящей 
заметке приводится процедура построения по произвольным ограниченным 
начальным данным решений бесконечной цепочки Тоды в форме ряда по сте­
пеням времени t. При этом используются формулы, полученные в [5, 6] 
для конечного и полубесконечного случаев. 

Рассмотрим уравнения бесконечной цепочки Тоды: 

/г е Z = { . . ., — 1 , о, 1, . . . }, dn > о, й^ е R \ а^, = а^ (t), 
Ьп = Ьп (0. t е 10, т). 
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