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В предлагаемой работе изучаются ряды Фурье по так называемой фун­
даментальной системе функций (ф.с.ф.) общего неотрицательного самосо­
пряженного эллиптического оператора второго порядка L в какой угодно 
iV-мерной подобласти й основной iV-мерной области G *. В том частном 
случае, когда подобласть Q совпадает со всей областью G, предметом на­
шего изучения являются ряды Фурье по собственным функциям произ­
вольного обладающего точечным спектром неотрицательного самосопряжен­
ного расширения & минимального оператора, отвечающего общему неот­
рицательному самосопряженному эллиптическому оператору L в обла­
сти G. 

Для произвольной финитной в iV-мерной области Q функции f(x) мы 
устанавливаем условия равномерной сходдмости изучаемых рядов Фурье, 
которые являются окончательными в классах функций Лиувилля Ьр

а и 
выражаются соотношениями ij2{N — 1), р-а> N, 1. 

Переходим к точной формулировке результатов. 
Пусть G — произвольная iV-мерная область, а Й - какая угодно N-мер-

ная подобласть области G. Предположим далее, что в области Q определен 
общий самосопряженный неотрицательный эллиптический оператор L вто­
рого порядка 

N 

i, j=l г L 3 J 
ч. е. -йля всех х из Я и для всех вещественных чисел & (&,= 1, 2 , . . . , N) 
существует положительная постоянная а такая, что 

N N 

г, ; = 1 г=1 

причем всюду в Q коэффициент с(х) неотрицателен. Предположим еще* 
что весовая функция р (х) всюду в области Q удовлетворяет неравенствам 
О < а ^ р(х) ^ Ъ < + о о . 

О с н о в н а я т е о р е м а . Пусть N^ 2, {uk(х)}*— произвольная ф.с.ф. 
общего самосопряженного неотрицательного эллиптического оператора L 
в какой-угодно N-мерной подобласти Q произвольной N-мерной области Gf 

коэффициенты ац(х) и с(х) оператора L и весовая функция р (# ) принад­
лежат классам 

ац(х),р(х) е С » ( Й ) Л C5(Q); с(х) G C W ( Q ) * * . 
* Полная ортонормированяая в iV-мерной области G с некоторым весом р(а?) 

система функций {ин(х)} называется (ф.с.ф.) эллиптического оператора второго по­
рядка L в подобласти Q, если каждая функция щ(х) принадлежит внутри Q классу 
С2 и для некоторого неотрицательного числа А* удовлетворяет внутри Q уравнению 
Luk + hkP(x)uk = 0. При этом числа 'кк называются фундаментальными числами,, 
а отвечающие этим числам функции Uh(x) —-фундаментальными функциями. 

** Символ [а] всюду обозначает целую часть числа а. 
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Пусть далее, f(x) — произвольная функция, удовлетворяющая требоваг 
ниям: 1) f{x) финитна относительно области Q; 2) во всей области Q 
функция f(x) принадлежит классу L2

a(Q) при некотором а ^ 7 а ( # —-1); 
3) в некоторой содержащейся в Q области 2) функция f(x) принадлежит 
классу Ьр

а(2)) при произвольных фиксированных аир, удовлетворяющих 
условиям а ^ iU{N — 1) , р-а > TV, р ^ 1. 

Тогда, обозначая символом fk коэффициент Фурье ^ / (х) щ (х) р (х) dx 

функции f(x) по системе {uk(x)}, мы можем утверждать, что для любой 
точки х, лежащей внутри области 2), 

lim S fkuk(x)=f(x), (1) 

* 
причем сходимость (1) является равномерной в каждой фиксированной 
строго внутренней подобласти 3)f области 3). 

Сопоставим сформулированную теорему с первой основной теоремой 
работы (*), утверждающей, что для случая L = — Л для произвольной 
ф.с.ф. и любой фиксированной точки х0 открытой области Q существует 
такая функция которая равна нулю в некоторой окрестности точки 
х0, финитна в области Q, принадлежит классу Ca(Q) при любом фиксиро­
ванном а < i/2(N — 1) и для которой предел (1) в точке х = х0 не суще­
ствует. Сопоставление указанных теорем позволяет утверждать, что для 
произвольной ф.с.ф. общего самосопряженного неотрицательного эллипти­
ческого оператора в какой угодно iV-мерной подобласти Q произвольной 
TV-мерной области G нами установлены следующие результаты: 

1) окончательные в классах Лиувилля Ь2

а условия локализации ряда 
Фурье финитной функции f(x) (доказано, что при а ^ iU(N — 1) справед­
лив принцип локализации, в то время как при а <С iU{N — 1) этот прин­
цип, вообще говоря, не имеет места); 

2) окончательные для произвольной нечетномерной области в классах 
Гёльдера Са условия локализации и равномерной сходимости ряда Фурье 
финитной функции j(x) (доказано, что при а ^ i/2(N— 1) (N нечетно) 
ряд Фурье равномерно сходится, в то время как при а < 1 / 2 (7V — 1) для 
этого ряда не справедлив, вообще говоря, даже принцип локализации); 

3) окончательные в классах Лиувилля Lp

a условия равномерной сходи­
мости ряда Фурье финитной функции f(x) (доказано, что при 
сх ^ 7а ( # — 1 ) , j 3 - c t > TV, p ^ l ряд Фурье f{x) равномерно сходится, 
в то время как условие а < 7 г ( # — 1) при любом р ^ 1, а также условие 
р-а ^ N при любом а ^ 1 / 2 ( iV — 1) не обеспечивает, вообще говоря, рав­
номерной сходимости этого ряда). 

Остановимся на схеме доказательства сформулированной основной тео­
ремы. В самых общих чертах идея доказательства состоит в модификации 
метода, основанного лишь на формуле среднего значения и разработанного 
в (1_~4) применительно к операторам Лапласа и Бельтрами. При этом 
в данной работе 'принципиальную роль играет соответствующая формула 
среднего значения, установленная в ( 5 ) для любого регулярного решения 
уравнения Ьи + кр(х)и = 0. 

С помощью указанной формулы среднего значения доказываются три 
леммы. 

Л е м м а 1. Для любого вещественного числа а из интервала 
0 < а ^ 7 г ( # — 1) найдется постоянная С такая, что для каждой функ­
ции /(#)., финитной относительно области Q и принадлежащей классу 
Х 2

а ( Й ) , справедливо неравенство 
оо 
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Л е м м а 2. Пусть точка у фиксирована внутри Q, а гху обозначает 
расстояние от х до у вдоль экстремали уравнения 

N 

2 аи(*)шг.д£. = Р(*)- (2) 

Тогда, если функция f(x) имеет вид f(x) = <р(х) - 7 V a , где <р(я) огра­
ничена и финитна относительно Q, l/2N < а < N, то для любого е > О 
и любого р > а — i/2N найдется постоянная d такая, что 
' оо 

Л е м м а 3. Пусть N ^ 2, у и гху имеют тот же смысл, что и в лемме 2; 
R достаточно малое положительное число, меньшее минимума расстояния 
вдоль экстремали уравнения (2) от у до границы области Q; 2) — некото­
рая подобласть области Q *; функция f(x) финитна относительно обла­
сти Q и принадлежит пересечению классов L2I^N'^(Q) {\V^N"^(3)) при 
р > 2NI (N — 1 ) ; функция v(x, у) имеет вид ** 

I 0 п р и г > Д ; 

символом uk обозначен коэффициент Фурье ^v(x, у) uk (х) р (х) dx функ­

ции v(x,y) по системе {uk(x)}. Тогда справедлива оценка 

= (Ц/Ц^-x) ( П ) + II 

Леммы 1—3 и техника, развитая в работе ( 3 ) , позволяют доказать сле­
дующее утверждение. 

Л е м м а 4. Если f(x) удовлетворяет тем же требованиям, что и в лем-
ле 3, то справедлива следующая асимптотическая формула: 

2 fkUkWW"-* = Ь * < " - » - 0 ( | / | , Y e (*-1)(Q> + l / l L V . ( N - l ) № ) ) . (3) 

Совмещая основную асимптотическую формулу (3) с теоремой Л. Хёр-
мандера ( 6 ) о равномерной суммируемости ряда Фурье функции f(x) сред­
ними Рисса порядка s > i/2(N — 1) и дословно повторяя рассуждения, про­
веденные на страницах 1975—1978 работы ( 3 ) , мы завершим доказательст­
во основной теоремы. 
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* В частности, Ф может совпадать с Q. 
** Здесь q(y, х) и Фо(у, х) — «якобианы», фигурирующие в формуле среднего 

значения, полученной в (*). 
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