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В н а с т о я щ е й р а б о т е л а ю т с я : 1) п р о с т о е а л г е б р а и ч е с к о е д о к а з а ­

т е л ь с т в о т е о р е м ы Э й р е н ф о й х т а - М о с т о в с к о г о ( н а в а ж н о с т ь у п р о щ е н и я 

д о к а з а т е л ь с т в а э т о й т е о р е м ы у к а з ы в а л Б . И . П л о т к и н Г_4Ц ) и н е к о т о -

р ы е у с и л е н и я э т о й т е о р е м ы ; 

2 ) н е к о т о р ы е р е з у л ь т а т ы о к о н в е к с н ы х к л а с с а х м о д е л е й и д о с т а ­

т о ч н ы е п р и з н а к и ф о р м у л ь н о с т и п р е д и к а т о в ; н е к о т о р о е о б о б щ е н и е т е о ­

р е м ы А . И . М а л ь ц е в а о к в а з и ф о р м у л ь н о с т и п р е д и к а т о в . В д о к а з а т е л ь с т ­

вах н е п о л ь з у ю т с я с в о й с т в а ф и л ь т р о в а н н ы х п р о и з в е д е н и й . 

§ 1. 

А) О п и ш е м с л е д у ю щ у ю к о н с т р у к ц и ю п о с т р о е н и я м о д е л и 

по з а д а н н о й м о д е л и 'ZTZ и по з а д а н н о й паре("С7,<_/^/?7 ,

/> . г д е СГ - у п о ­

р я д о ч е н н о е м н о ж е с т в о , <Т, ф и л ь т р . К а ж д о м у э л е м е н т у у ' е. у п о ­

с т а в и м в с о о т в е т с т з и е о д и н и т о т ж е э к з е м п л я р <Т-, £?; > ф и л ь т р а 

<-±,D> • Ч е р е з 7TJZ '~ о б о з н а ч и м ф и л ь т р о в а н н у ю с т е п е н ь м о д е ­

ли по ф и л ь т р у <Т)£7>. У с л о в и м с я о т о ж д е с т в л я т ь к о н с т а н т н ы е 

э л е м е н т ы ф и л ь т р о в а н н о й с т е п е н и ^32: < ~ ' ^ > по л ю б о м у ф и л ь т р у ч ' ^ ^ ^ 

с с о о т в е т с т в у ю щ и м и э л е м е н т а м и м о д е л и "TfTfe , т о е с т ь м о д е л ь ю ? е с т ь 

п о д м о д е л ь м о д е л и 'tbZ <~~ . К р о м е т о г о , у с л о в и м с я , ч т о е с л и ЯГ 

е с т ь п о д м о д е л ь /2ПП K<T,J?> - ф и л ь т р , т о 4 ~ - ^ > ^ > 

е с т ь п о д м о -
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д е л ь 7ИУ1 ' 

У с л о в и м с я с ч и т а т ь , ч т о н е к о н с т а н т н ы е э л е м е н т ы ф и л ь т р ' д а н н о й 

с т е п е н и 772" <~1<j ' ^ ^"модели fflZ по фильтру <Т • D- > п о л у ч е н ы о т с о о т -
_ _ <f </ ..... <J_,D> 

в е т с т в у ю щ и х э л е м е н т о в м о д е л и WT п р и п и с ы в а н и е м и н д е к с а у 

У с л о в и м с я с ч и т а т ь , что э л е м е н т ы с р а з л и ч н ы м и и н д е к с а м и не р а в н ы 

В силу н а ш е г о с о г л а ш е н и я , о ч е в и д н о , и м е е м д л я р а з л и ч н ы ^ и н д е к с о в 

j^jz & 3 с л е д у ю щ е е : 
Г П- -> ; Т П •> <Т /?• > <Т- О > ^Т; ..D- ?<1. О. ~* 

•Ж"'**' <>' ^771 /г'У* = тп-, -т. иже J/ <" ^ 
г д е 7ЛП. ' •^V'^<"'vi' ? е с т ь ф и л ь т р о в а н н а я с т е п е н ь м о д е л и ffdT ~4''~%,> 

по ф и л ь т р у й Г. П.- у . 

З а ф и к с и р у е м н е к о т о р ы й э л е м е н т м о д е л и ~ ' , не п р и н а д ­

л е ж а щ и й п о д м о д е л и Tftt. . У с л о в и м с я э л е м е н т о т о ж д е с т в и т ь с с а ­

м и м и н д е к с о м J д л я к а ж д о г о J & J . 

П у с т ь - н е к о т о р о е к о н е ч н о е п о д м н о ж е с т в о у п о р я д о ч е н н о г о 

м н о ж е с т в а !7, z5>= [с-, <• - •. ( г д е -с - з н а к п о р я д к а в о м н о ж е с т в е 

£7 ) . Ч е р е з <TTTZ^ о б о з н а ч и м гг. - ф и л ь т р о в а н н у ю с т е п е н ь 

_ _ _ _ l r &<T,D>'> 
MOu.enw.77Z по ф и л ь т р а м ^ ^ , / ^ ? . - . ^ . ^ , / ^ ^ . Ч е р е з ' ? ^ г " о б о з н а ч и м 

т е о р о т п с о - м н о ж е с т в е н н у ю с у м м у м о д е л е й Ж Д ) Д £ 5 , ^ ( 7 ) 

М о д е л ь ^ ^ ^ ^ ' ^ н а з о в е м ф и л ь т р о в а н н ы м п р е д е л о м м о д е л и ТдК по па¬ 

ре (7, << !,!?>) . 

З А М Е Ч А Н И Е . Н а ш а к о н с т р у к ц и я и м е е т с м ы с л не т о л ь к о д л я филь­

т р о в а н н ы х с т е п е н е й , но и в д р у г и х с л у ч а я х ( н а п р и м е р , д л я к л а с с а 

о б о б щ е н н ы х с т е п е н е й по Ф е ф е р м а н у - В о о т у ) , х о т я н а ш а к о н с т р у к ц и я о т ­

л и ч н а по к о н с т р у к ц и и Г а й ф м а н а и з f_8J ; р а б о т а C8J б ы л а н а м п о л е з ­

на. 

Т Е О Р Е М А 1. П у с т ь 'Z7Z - б е с к о н е ч н а я м о ­

д е л ь и <-? - п р о и з в о л ь н ы й и з о м о р ф и з м 

у п о р я д о ч е н н ы х м н о ж е с т в е ^ , с/>: J, = 0^ 

Т о г д а д л я л ю б о г о н е г л а в н о г о ф и л ь т ­

р а ^ . / " , IP > с у щ е с т в у е т и з о м о р ф и з м 

http://MOu.enw.77Z
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т а к о й , ч т о р е д у к ц и я у н а м н о е с т -

в о Cfi с о в п а д а е т с у ? . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ср е с т ь и з о м о р ф и з м у п о р я д о ч е н н ы х 

м н о ж е с т в С//7 С/г. '• У '• С/, = J z . 
^ „ _ сУ/,< I,D>) <!•£»') 

С т р о и м и з о м о р ф и з м V м о д е л е й 77Z ; Ж е л е -

дующим о б р а з о м . П у с т ь а. - п р о и з в о л ь н ы й э л е м е н т м о д е л и irjY-

Т о г д а с у щ е с т в у е т к о н е ч н о е п о д м н о ж е с т в о \с^--. • С б / г } ^ ^ 7 т а к о е , ч т о 

э л е м е н т а п р и н а д л е ж и т м о д е л и 777^. П у с т ь о б р а з о м м н о ж е с т в а А 

при и з о м о р ф и з м е y . - J ^ S уз б у д е т 

П о л а г а е м Q(cc)= сс1, г д е <у.' п о л у ч е н з а м е н о й и н д е к с о в с.,,..., с п , п р и ­

п и с а н н ы х э л е м е н т у с , и н д е к с а м и с\ с.^ . Л е г к о з а м е т и т ь , ч т о 

о т о б р а ж е н и е О е с т ь т р е б у е м ы й и з о м о р ф и з м . 

Т е о р е м а д о к а з а н а . 

С Л Е Д С Т В И Е 1. П у с т ь ГТК - б е с к о н е ч н а я м о ­

д е л ь и С - н е к о т о р о е у п о р я д о ч е н н о е 

м н о ж е с т в о . И п у с т ь < / ; Z ? > - н е к о т о р ы й 

н е г л а в н ы й ф и л ь т р . Т о г д а л ю б о й а в ­

т о м о р ф и з м у п о р я д о ч е н н о г о м н о ж е с т ­

в а У п р о д о л ж а е т с я д о а в т о м о р ф и з ¬ 

м а м о д е л и VCTC 

С Л Е Д С Т В И Е 2. ( Т е о р е м а Э й р е н ф о й х т а - М о с т о в с к о г о ) . Д л я 

п р о и з в о л ь н о г о у п о р я д о ч е н н о г о м н о ­

ж е с т в а Cf в а к с и о м а т и з и р у е м о м ( п р о е к ­

т и в н о м ) к л а с с е м о д е л е й , и м е ю щ е м б е с ­

к о н е ч н у ю м о д е л ь , н а й д е т с я м о д е л ь , 

г р у п п а а в т о м о р ф и з м о в к о т о р о й с о ­

д е р ж и т г р у п п у а в т о м о р ф и з м о в у п о ­

р я д о ч е н н о г о м н о ж е с т в а ^ 

Б ) Т Е О Р Е М А 2. П у с т ь * ? ? - п о д м о д е л ь м о ­

д е л и 'TTtfZ и <Т1р> - н е к о т о р ы й н е г л а в н ы й 

ф и л ь т р . Т о г д а с л е д у ю щ и е у с л о в и я 

э к в и в а л е н т н ы : 

L- ) с у щ е с т в у е т и з о м о р ф н о е в л о ж е ­

н и е V : •77Z-— •?TZ.<^'^>> т а к о е , ч т о ^(72Г1)П 7Щ=71 и <У 



«о 

т о ж д е с т в е н н а э л е м е н т а х и о ^ 2 Г ; 

сс ) с у щ е с т в у ю т и з о м о р ф н ы е в л о -
Р>) „ си>. <с 7 / 7 > ) ж е н и я Wrtln.< U>, 771 в с е о я 7TZ ~' т а к и е . 

ч т о , rc< cD, т о ж д е с т в е н н ы н а э л е м е н т а х 

ТС и ^ТП^аЖСл^'л TC-'^V, <.-ЭП^1,1?>}), г д е сс>= (*,2,... ) 

и г д е £ьп_= {гг, c,+-rz,..., ^s+n \ п р и у с л о в и и , ч т о 

Л = [ с , , . . c s } . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 6?=^ со) П у с т ь в ы п о л н е н о у с л о в н е е ) , 

то е с т ь с у щ е с т в у е т и з о м о р ф н о е в л о ж е н и е ^: ТУТ—- 7drt<~'^>>такое, что 

tfC'J&Un T2fZ= VZ и V т о ж д е с т в е н на э л е м е н т а х Тс . П у с т ь m - про­

и з в о л ь н о е н а т у р а л ь н о е ч и с л о . С т р о и м и з о м о р ф н о е в л о ж е н и е м о д е ­

ли 7ТГС (a^^-L'£>) в с е б я с л е д у ю щ и м о б р а з о м : ч е р е з о б о з н а ч и м 

и з о м о р ф н о е в л о ж е н и е JTTZ.—'-,drdrC<^'rn'^'Triy т а к о е , ч т о при и г н о р и р о в а н и и 

и н д е к с а т. п о л у ч а е м ^ : Т!Г(—TffZ^1'^1^ П у с т ь т е п е р ь сс - п р о п з в о л ь 

ный э л е м е н т м о д е л и 777. '-^>>-> _ Т о г д а с у щ е с т в у е т т а к о е н а т у р а л ь 

ное ч и с л о гс сО , что ci£ ТТс^''^' >" ' " ' " ' " ' ' ^ Р а с с м о т р и м п о д м о д е л ь 

В ней е с т ь э л е м е н т cz' , с о о т в е т с т в у ю щ и й э л е м е н т у с при е с ­

т е с т в е н н о м р а с ш и р е н и и и з о м о р ф и з м а на ф и л ь т р о в а н н ы е с т е п е н и . 

П о л о ж и м ССс) — а.' . О ч е в и д н о , е с т ь и з о м о р ф н о е в л о л е н п е 

м о д е л и ТТГС^' <->£>>) в с е б я , т о ж д е с т в е н н о е на э л е м е н т а х 77 и 

6с) =2 с) о ч е в и д н о . 

Т е о р е м а д о к а з а н а . 

Б у д е м г о в о р и т ь , ч т о ТС е с т ь с - п о д м о д е л ь (Jc - п о д м о д е л ь ) 

м о д е л и 777. , е с л и ^ е с т ь п о д м о д е л ь м о д е л и 777 и с у щ е с т в у е т т а ­

кой у л ь т р а ф и л ь т р <_/",2?> > ч т о в ы п о л н е н о у с л о в и е с) ( у с л о в и е ci.) ) 

т е о р е м ы 2 . 

Л Е М М А 1. Е с л и 7 ? " - э л е м е н т а р н а я п о д 

м о д е л ь м о д е л и 777 , т о о н а е с т ь с - п о д -

м о д е л ь м о д е л и Т77 . з н а ч и т , о н а я в л я ­

е т с я и сс - п о д м о д е л ь ю м о д е л и rtyZ . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ос - к о о р д и н а л ь н о е ч и с л о , б о л ь ш е е , 

ч е м м о щ н о с т ь м о д е л и 77Z , и -tl^D?- у л ь т р а ф и л ь т р и з к л а с с а Q (<х) . 
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( С м . Г_ 9 JJ ) . Т о г д а Tcf^'^— сс - н а с ы щ е н н а я м о д е л ь , и в н е ё э л е м е н -

т а р н о в л о ж и м а м о д е л ь 7Г7ГС . : ТИС-*- 71 . Р а с с м о т р и м п о д м о д е л и тп; , 

</[7ГС) в у л ь т р а с т е п е н и ТС^'^^. Они о б е э л е м е н т а р н ы е п о д м о д е л и 

м о щ н о с т и , м е н ь ш е й , ч е м сх_. В в и д у с в о й с т в а ос - н а с ы щ е н н о с т и и з о ­

м о р ф и з м п о д м о д е л е й 7Z, V(7Z) м о ж н о п р о д о л ж и т ь до а в т о м о р ф и з м а <Р 

у л ь т р а с т е п е н и ТГС^'^^. П у с т ь при э т о м образомСРСТТС) б у д е т п о д м о ¬ 

д е л ь ТУС'с: irz^1'^^, т о е с т ь : Ч>(ТУТ.)—- -fflz / . Р а с с м о т р и м изо -

морфное в л о ж е н и е V ; ТТЛС-*- &7Z ' , о п р е д е л я е м о е у с л о в и е м <~р= <4"J> , 

О ч е в и д н о , V у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю с) т е о р е м ы 2 . 

Л Е М М А 2. П у с т ъ7С= CJjJTZ/e с т ь о б ъ е д и н е -
Cel. 

н и е в о з р а с т а ю щ е й п о с л е д о в а т е л ь -

н о с т и м о д е л е й 7ТС^, с£Т . П у с т ь 77ГС^ /jy _ 

у л ь т р а п р о и з в е д е н и е с и с т е м ы м о д е ­

л е й 7Т1^^ L&Z , п о у л ь т р а ф и л ь т р y-cJ,D>, с о д е р -

ж а щ е м у с и с т е м у м н о ж е с т в 

К о н с т а н т н ы е э л е м е н т ы у л ь т р а п р о -

и з в е д е н и я о т о ж д е с т в и м с с о о т в е т -

с т в у ю щ и м и э л е м е н т а м и м о д е л и ТС 

Т о г д а ТС е с т ь С - п о д м о д е л ь у л ь т р а -

п р о и з в е д е н и я f^TSZ^ ^/ '^ , з н а ч и т , о н а е с т ь 

и Сс - п о д м о д е л ь м о д е л и /ёт^~с/7)ш 

И з э т и х л е м м и т е о р е м ы 2 в ы т е к а е т р я д с л е д с т в и й . К л а с с м о ­

д е л е й Mi н а з ы в а е т с я к о н в е к с н ы м ( с м . ) , е с л и н е п у с т о е п е р е ­

с е ч е н и е К - п о д м о д е л е й е с т ь К - м о д е л ь . 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Е с л и к л а с с м о д е л е й К 

к о н в е к с е н , т о с л е д у ю щ и е у с л о в и я 

э к в и в а л е н т н ы : 

а) AS з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о э л е м е н ­

т а р н о й э к в и в а л е н т н о с т и , 

б) /с; з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о у л ь т 

р а с т е п е н е й , 

в ) К з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о у л ь т -

р а п р е д е л о в . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , а ) =5> б ) , а ) = > в ) о ч е в и д н о . 

б) ±=> а ) . И з у с л о в и я б ) с л е д у е т , ч т о / < з а м к н у т о т н о с и т е л ь -
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но с - п о д м о д е л е й , т о е с т ь К з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о э л е м е н т а р н о й 

э к в и в а л е н т н о с т и . 

в ) = ? б ) . И з у с л о в и я в ) с л е д у е т , ч т о К з а м к н у т о т н о с и т е л ь ­

но сс - п о д м о д е л е й , в с и л у т е о р е м ы 2 , з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о с - п о д ­

м о д е л е й . 

С Л Е Д С Т В И Е 2. Е с л и к л а с с м о д е л е й К 

к о н в е к с е н , т о с л е д у ю щ и е у с л о в и я 

э к в и в а л е н т н ы : 

а ) АС к о м п а к т е н и з а м к н у т о т н о с и ­

т е л ь н о у л ь т р а с т е п е н е й ; 

б) К. с и л ь н о к о м п а к т е н ; 

в ) АГ у л ь т р а з а м к н у т ; 

г ) К п с е в д о а к с и о м а т и з и р у е м ; 

д) АС а к с и о м а т и з и р у е м ; 

е ) АС а к с и о м а т и з и р у е м с к о л е м с к и -

м и а к с и о м а м и . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . . Э к в и в а л е н т н о с т ь у с л о в и й а ) , б ) , в ) и д ) 

с л е д у е т и з с л е д с т в и я 1. 

Э к в и в а л е н т н о с т ь у с л о в и й д ) , е ) с л е д у е т и з л е м м ы 2 . Э к в и в а л е н т ­

н о с т ь у с л о в и й г ) , е ) б ы л а у с т а н о в л е н а р а н е е А . И . М а л ь ц е в ы м С О • 

У с л о в и м с я н а з ы в а т ь к л а с с м о д е л е й АС с л а б о к о н в е к с н ы м , е с л и 

н е п у с т о е п е р е с е ч е н и е у б ы в а ю щ е й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и АС - м о д е л е й 

е с т ь АС - м о д е л ь . 

С Л Е Д С Т В И Е 3 . Е с л и к л а с с м о д е л е й К 

с л а б о к о н в е к с е н , т о с л е д у ю щ и е у с ­

л о в и я э к в и в а л е н т н ы : 

а ) АС з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о э л е м е н ­

т а р н о й э к в и в а л е н т н о с т и ; 

б) АС з а м к н у т о т н о с и т е л ь н о у л ь т ­

р а п р е д е л о в . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н е п о с р е д с т в е н н о с л е д у е т и з п р о с т о г о з а ­

м е ч а н и я , ч т о с л а б о к о н в е к с н ы е к л а с с ы з а м к н у т ы о т н о с и т е л ь н о сс) -

п о д м о д е л е й . 

С Л Е Д С Т В И Е 4 . Е с л и к л а с с м о д е л е й / С 

с л а б о к о н в е к с е н , т о с л е д у ю щ и е у с ­

л о в и я э к в и в а л е н т н ы ; 
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а ) /< к о м п а к т е н и з а м к н у т о т н о 

с и т е л ь н о у л ь т р а п р е д е л о в , 

б) /С а к с и о м а т и з и р у е м ; 

в ) К а к с и о м а т и з и р у е м с к о л е м с к и -

м и а к с и о м а м и . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н е п о с р е д с т в е н н о с л е д у е т и з с л е д с т в и я 3 и 

л е м м ы 2 . 

Э к в и в а л е н т н о с т ь у с л о в и й б ) - в ) б ы л а д о к а з а н а Р . В о о т о м в Q7J . 

Т Е О Р Е М А 3 . У л ь т р а з а м к н у т ы й к л а с с 

м о д е л е й К , о б л а д а ю щ и й т е м с в о й с т ­

в о м , ч т о н е п у с т о е п е р е с е ч е н и е л ю -

б ы х д в у х д с - п о д м о д е л е й е с т ь АГ - п о д ¬ 

м о д е л ь , я в л я е т с я к о н в е к с н ы м , а с л е ­

д о в а т е л ь н о , и а к с и о м а т и з и р у е м ы м . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь (ТТСс)^ п р о и з в о л ь н а я с и с т е м а АГ -

п о д м о д е л е й К - м о д е л и 777 и п у с т ь п е р е с е ч е н и е э т о й с и с т е м ы не п у ­

с т о . Л е г к о з а м е т и т ь , ч т о д л я к а ж д о г о £± и з S^CS) м о д е л ь 

77Z^ = П -dTZ^ 
Сел 

е с т ь К - п о д м о д е л ь . Р а с с м о т р и м у л ь т р а п р о и з в е д е н и я Г7 777^ /_ с и _ 

с т е м ы м о д е л е й 772^у Л sSu>(27) , г д е 2? - у л ь т р а ф и л ь т р н а д м н о ж е ­

с т в о м Sa>C22) > с о д е р ж а щ и й в с е м н о ж е с т в а в и д а 

t. 

^T^fS^/n е с т ь К - п о д м о д е л ь м о д е л и - Т ^ г * ' - 5 " 7 ^ ^ - ^ ' ^ . П е р е с е ч е н и е 

1SZ 'модели дез^фу/д с э л е м е н т а р н о й п о д м о д е л ь ю "дТЪ' м о д е л и 

я в л я ю щ е й с я к а н о н и ч е с к и м о б р а з о м м о д е л и 77Z I и з о м о р ф н о м о д е л и 

ТС—О 7Тс/ , т о е с т ь 77 е с т ь К - п о д м о д е л ь К - м о д е л и 7&С . Сет 
Т е о р е м а д о к а з а н а . 

§ 2 . 

А) П у с т ь <5 = < Р/у-., £>n,2,Q. н е к о т о р а я с и г н а т у р а , г д е п р е д и ­

к а т н ы е с и м в о л ы %> Q и м е ю т о д и н а к о в у ю м е с т н о с т ь , с к а ж е м , rrz. 

м е с т н ы . П у с т ь 777 - н е к о т о р а я м о д е л ь с и г н а т у р ы О ; в к о т о р о й и о -
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т и н н а а к с и о м а (V) 

~гЕ я ; . • • ггт С £ ( а г , . . . сст*)^ а (яг,... )) . (*) 

Г о в о р я т , ч т о п р е д и к а т ы Р. С2 о т д е л и м ы в м о д е л и , е с л и с у щ е с т в у е т 

ф о р м у л а сС(гс,,.. Хт) с и г н а т у р ы <£•— <Р,...} Рпу с гп - с в о б о д н ы м и п е р е м е н н ы ­

ми т а к а я , ч т о на м о д е л и 777 и с т и н н а а к с и о м а 

V * - , ...Ттп((Р(х1...!СГгЬ)-?<х(а:... -аг^л (<3(х,... ~r oc(ac,...cc^i). 

В т о м с л у ч а е , к о г д а в м о д е л и ~М7 и с т и н н а а к с и о м а 

\/х,... ост (Р(х,... x^<=^Q(nc,... х т Ъ , 

понятие о т д е л и м о с т и п р е д и к а т о в / р , Q с о в п а д а е т с п о н я т и е м ф о р м у л ь н о е -

ти . А н а л о г и ч н о м о ж н о р а с п р о с т р а н и т ь э т о п о н я т и е и на к л а с с ы м о д е л е й . 

И з в е с т н ы е к р и т е р и и ф о р м у л ь н о с т и п р е д и к а т о в ( Т а й м а н о в СИ ) п е р е н о с я т с я 

и на б о л е е о б щ е е п о н я т и е о т д е л и м о с т и . Н а п р и м е р , с п р а в е д л и в о с л е д у ю щ е е 

у т ь е р ж д е н и е . 

Т Е О Р Е М А 4 . В м о д е л и 777 с и г н а т у р ы с 5 и а к ­

с и о м ы (н~) п р е д и к а т ы /fc7, Q о т д е л и м ы т о г ­

д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а д л я л ю б ы х 

у л ь т р а ф и л ь т р о в ^ Г/,1?/ >, <1^,^г ^ и л » б о г о б ' - и з о ­

м о р ф и з м а f : TTZ^1'^'^- 77Z. ^ п р о и з в о л ь н ы е э л e -

м е н т ы с , , , . , , ^ ^ ^ ^ ^ £,,..,,6^6 7 7 Z < l 2 ' I > z > у д о в л е т 

в о р я ю т у с л о в и ю (•#•*) 

7Ж<1/,1>' V £(а,... £Zm) =7 77Z К 1 г Л > ^ 7 . . . , V ( a m } ) , 
О * ) 

^ ' ^ V ( S ? ^ . . , £„)=;> OT^'Vv^^),,..^-'^)). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Е с л и п р е д и к а т ы Р. тл Q о т д е л и м ы , т о о ч е в и д н а 

в ы п о л н и м о с т ь у с л о в и я (*•**) . П у с т ь в ы п о л н е н о у с л о в и е (#-•*•) . Р а с с м о т ­

рим к л а с с в с е х у л ь т р а с т е п е н е й PjutTTZ м о д е л и 777 . О б о г а т и м с и г н а т у ­

ру (3> , д о б а в и в н о в ы е и н д и в и д н ы е к о н с т а н т ы . И з к а ж д о й м о д е л и 

TZ к л а с с а Ро%£> 772, о б р а з у е м н о в ы е м о д е л и р а с ш и р е н н о й с и г н а т у р ы 

п о - р а з н о м у и н т е р п р е т и р у я п р е д м е т н ы е к о н с т а н т ы С , . , С^п • 

О б о з н а ч и м ч е р е з 7 Z ( c 7 , , « 2 - ^ ) м о д е л ь . п о л у ч е н н у ю и з м о д е л и 72 к л а с ­

с а PolDTTZ. при и н т е р п р е т а ц и и к о н с т а н т с / } . . . с „ ^ э л е м е н т а м и 

П у с т ь 
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Ки— {ж(а.,,...,а.ггС)/п.еРои>'П1) 7Z \-/2(сг/7...,а:т)} , 

АСЛ= [vZ(a:v,...,c2ml/#Z<B РсъЭш, 7Z г - (3 (а„... ,am^} . 

О ч е в и д н о , /Си', АСЛ - у л ь т р а з а м к н у т ы е к л а с с ы . И з у с л о в и я (я-х) с л е д у е т , ч т о 

п е р е с е ч е н и е КиП £СЛ—1\- ( п у с т о й к л а с с ) . Т о г д а в силу т е о р е м ы о т д е л и м о с т и 

у л ь т р а з а м к н у т ы х к л а с с о в ( К и с л е р Г_9"] ) , с у щ е с т в у е т к о н е ч н о а к с и о м а т и з и р у -

е м ы й к л а с с К. т а к о й , ч т о К 2 К и и КПКл=/\ , ч т о и о з н а ч а е т о т д е л и м о с т ь 

п р е д и к а т о в Р Q на м о д е л и дТ7 . 

Ч е р е з Р.^''^ Q <1->1>> о б о з н а ч и м п р е д и к а т ы в ф и л ь т р о в а н н о й с т е п е н и 

7DZ *-Z>£? t с о о т в е т с т в у ю щ и е п р е д и к а т н ы м с и м в о л а м /2,(2 . 

Т Е О Р Е М А 5 . Е с л и д л я м о д е л и TVZ с и г н а т у -

р ы < з с у щ е с т в у е т ф и л ь т р <J? ./? > т а к о й , ч т о 

в ф и л ь т р о в а н н о й с т е п е н и 'fit п р е д и -

к а т ы / t ; ' , (j[ ' о т д е л и м ы , т о г д а п р е д и ¬ 

к а т ы fZ , ^5 о т д е л и м ы в с а м о й м о д е л и 7У7 • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П о т е о р е м е 5 д о с т а т о ч н о п о к а з а т ь в ы п о л н и м о с т ь 

у с л о в и я (•***) д л я к л а с с а Pc*cD7V7 у л ь т р а с т е п е н е й м о д е л и 7X7 . Д о п у с т и м , 

что н а ш е л с я ф и л ь т р <JT,D> , т а к о й , что в ф и л ь т р о в а н н о й с т е п е н и ТГ2Г7 <7">^ 

п р е д и к а т ы P.^—'^^Q*'^'^^ о т д е л и м ы , но в с а м о й м о д е л и 77Z с о о т в е т с т ­

в у ю щ и е п р е д и к а т ы Р, С2. не о т д е л и м ы . Т о г д а с у щ е с т в у ю т д в е м о д е л и ? ? ? ; < 7 " ^ 

7 2 И < У г ' Е г > и з к л а с с а РосО 7TZ и Ф ' - и з о м о р ф и з м <s: VdZ<7"B/>S72rt<7i>£z'' 

т а к о й , ч т о д л я н е к о т о р ы х э л е м е н т о в Сс/схт£-*гс и м е е м 

т<7п£,У\-Рса1,...,аГГ!-) и тп.***^** \-<ЗС<гса,-),...,<гСатЪ. 

Э т о т и з о м о р ф и з м е с т е с т в е н н ы м о б р а з о м р а с ш и р и м на ф и л ь т р о в а н н ы е с т е п е ­

ни по фильтру <±,I) > , т о е с т ь 

</>: 77Г7 ~ -Ъ77 г ' 4 и 

О ч е в и д н о , что м о д е л и -д7П^~Т"^'У<~^'^^ •277<'Гг-7^-><~^"^> э л е м е н т а р н о 

э к в и в а л е н т н ы с о о т в е т с т в е н н о м о д е л я м : 

Т о г д а по т е о р е м е К и с л е р а их н е к о т о р ы е у л ь т р а с т е п е н и о - и з о м о р ф н ы 
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Изоморфизм if расширим е с т е с т в е н н ы м о б р а з о м на у л ь т р а с т е п е н и : У ; 

г д е ^ гз . С т р о и м © ' - и з о м о р ф и з м v ' м е ж д у м о д е л я м и 

^<Г,П><О,,Е]у<S>,L> ^ <T,Z»<72.,Ei><S,b> 

полагая <S(a.) = fzC$ (f, '(Сс))) • г д е сс - произвольный э л е м е н т м о д е л и 
.m<I„I»<7„E,>*S,L> М ы и м е е м 

и в т о же в р е м я 

, ••••<*t,E2?<S,L>]r_ Q ( fa*,),... yf 

что противоречит о т д е л и м о с т и п р е д и к а т о в /?<~''^>, CP в фильтрованной 

степени fTZ <^^^% 

Т е о р е м а д о к а з а н а . 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Е с л и в н е к о т о р о й ф и л ь т р о ­

в а н н о й с т е п е н и 'fflZ^'^M. о д е л и TTt п р е д и к а т 

р^'^^ ф о р м у л е н, т о и в с а м о й м о д е л и 

п р е д и к а т Р ф о р м у л е н. 

С Л Е Д С Т В И Е 2 . П у с т ь / / - к л а с с в с е х ф и л ь т ­

р о в а н н ы х с т е п е н е й п о ф и л ь т р у 

к о м п а к т н о г о к л а с с а х . Е с л и в к л а с с е 

L п р е д и к а т ы р.^"^* Q <^>-^? о т д е л и м ы , т о и в 

к л а с с е К. п р е д и к а т ы /£> , Q о т д е л и м ы . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н е п о с р е д с т в е н н о с л е д у е т и з т е о р е м ы компактно­

сти и т е о р е м ы 5. 

З а м е т и м ешё , что е с л и в м о д е л и ТУИ нет формульных э л е м е н т о в , т о и 

в произвольной фильтрованной с т е п е н и 77С <-Г>-&> н е т формульных э л е м е н -

т о в . 

Б) Р а с с м а т р и в а е т с я а к с и о м а т и з и р у е м ы й к л а с с м о д е л е й К* с о с н о в н ы ­

ми предикатными знаками P/,...,Ps,& . Предикат Р н а з ы в а е т с я V ( с о ­

о т в е т с т в е н н о Y U , V_F V , . . . ) к в а з и ф о р м у л ь н ы м на к л а с с е /С * , е с л и су -

ш е с т в у е т такая с и с т е м а V ( с о о т в е т с т в е н н о V ^ V J J V , . . . ) формул t/c(х,...згп\ 
СеТ . с п. - свободными п е р е м е н н ы м и , не с о д е р ж а щ и м и предикатных 
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знаков , к р о м е P/f,..} Ps такие , что на к л а с с е АГ* и м е е т м е с т о 

PCX,.. . CCnJ — - £ г С5Г/ . , . « „ ) . -

Следующая т е о р е м а , принадлежащая А . И . М а л ь ц е в у Г2~] • д а е т критерий 

V - к в а з и ф о р м у л ь н о с т и предиката Р(х,... эс^) на к л а с с е К* . 
Т Е О Р Е М А М А Л Ь Ц Е В А . Н а к л а с с е к** п р е д и к а т 

P(jxn. • •, 2C/z.) > ^ - к в а з и ф о р м у л е н т о г д а и т о л ь ­

к о т о г д а , к о г д а К* о б л а д а е т с в о й с т -

в о м : е с л и с 5 - е с т ь < / 7 ) Р3 ^ - - и з о м о р ф и з м н ' е -

к о т о р о ^< Рп..., Р^> - м о д е л и -dTfZ % с н а б ж е н н о й д о ­

п о л н и т е л ь н ы м ч а с т и ч н ы м п р е д и к а т о м ^ 

н а п о д х о д я щ у ю / < * - м о д е л ь и в т о ж е в р е ­

м я к а ж д а я к о н е ч н а я (р>}.. ,г P>s г Р) - п о д м о д е л ь 

ч а с т и ч н о й м о д е л и dVZ в л о ж и м а в н е к о т о ­

р у ю А . * - м о д е л ь , т о б ъ с т ъ <Р > - г о м о м о р ф и з м 

м о д е л и 1ЛГ1 н a Wt * . 

П о л ь з у я с ь почти д о с л о в н ы м р а с с у ж д е н и е м д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 

Мальцева и р е з у л ь т а т о м Т а й м а н о в а ( л е м м ы 2, 3 ) , м о ж н о получить п р о ­

с т о е обобщение т е о р е м ы М а л ь ц е в а . 

Т Е О Р Е М А 6 . Н а к л а с с е м о д е л е й АТ*п р е д и к а т 

РСх,,...,**) . . . . Q 
п е р е м е н кв . 

к в а з и ф о р м у л е н т о г д а и т о л ь к о т о г д а , 

к о г д а А"* о б л а д а е т с в о й с т в о м : е с л и V E C T B 

<P/,...,PS>- и з о м о р ф и з м н е к о т о р о й < Р/г...,Р^> - м о д е¬ 

л и -V8Z . с н а б ж е н н о й д о п о л н и т е л ь н ы м ч а с -

т и ч н ы м п р е д и к а т о м Р н а п о д х о д я щ у ю Л Г * -

м о д е л ь и в т о ж е в р е м я к а ж д а я к о ­

н е ч н а я < Рп ...,Р$, Р> ~ п о д м о д е л ь /77У'П/ ч а с т и ч н о й 

м о д е л и -ТИП ( г д е п 1 - м о щ н о с т ь п о д м о д е л и З ^ ) 

д л я к а ж д о г о к о р т е ж а (_гг,rce) CT7ln/7/ п ) -
в л о ж и м а в н е к о т о р у ю / С * - м о д е л ь , т о V 

е с т ь < Р> г о м о м о р ф и з м м о д е л и н a 77Z. * . 

Л Е М М А 3 . Е с л и в к л а с с е м о д е л е й / < * п р е -

д и к а т Р(хг..хп) к в а з и ф о р м у л е н , т о о н п р о с т о 

ф о р м у л е н . 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь п р е д и к а т Р(ссг..Хп) о п р е д е л я е т с я б е с к о н е ч -

ной с и с т е м о й ф о р м у л 

Д о п у с т и м , ч т о в н е к о т о р о й К - м о д е л и 7tc п р е д и к а т Р(сс,..,сгп) не ф о р м у л е н . 

Р а с с м о т р и м у л ь т р а с т е п е н ь MoaennTflZ*; TTZ?^'^' г д е < ; 7 7 £ > и з к л а с с а ^ б*;*-

у л ь т р а ф и л ь т р о в . Т о г д а 7TZ* ' н а с ы щ е н а . Р а с с м о т р и м м н о ж е с т в о фор -

м у л 

Р=[Л UiC*,..-Xn)ss 7 Pc*r,...xn),**Su>CI)}. 
сел 

F к о н е ч н о в ы п о л н и м о в м о д е л и 7FZ* , з н а ч и т , о н о к о н е ч н о в ы п о л н и м о и в 

у л ь т р а с т е п е н и Ж . В силу ос - н а с ы щ е н н о с т и м о д е л и ТТГС 

м н о ж е с т в о ф о р м у л F в ы п о л н и м о в WL , ч т о п р о т и в о р е ч и т о п р е д е -

л и м о с т и п р е д и к а т а Р(хп•• . , я : л ) с и с т е м о й ф о р м у л CZ^ (-эс,,..., ссп). 

З н а ч и т , в у л ь т р а с т е п е н и 77Х. п р е д и к а т Ргрс,,...,х:п) ф о р м у л е н , а 

з н а ч и т , он ф о р м у л е н в с а м о й м о д е л и 777* . И з э т о й л е м м ы в ы т е к а е т н е ­

к о т о р о е у т о ч н е н и е т е о р е м ы 6 . 

Т Е О Р Е М А 6 . Н а к л а с с е м о д е л е й / С п р е д и к а т 

п е р е м е н к в . 

ф о р м у л е н т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а 

АС* о б л а д а е т с в о й с т в о м ; е с л и V е с т ь 

< / ^ . . . ; А ^ > - и з о м о р ф и з м н е к о т о р о Vi<P/7...) Psy - м о -

д е л и 77Z , с н а б ж е н н о й д о п о л н и т е л ь н ы м ч а с ­

т и ч н ы м п р е д и к а т о м / - ' н а п о д х о д я щ у ю 

К - м о д е л ь и в т о ж е в р е м я к а ж д а я 

к о н е ч н а я <Р/}...) PS) Р? - п о д м о д е л ь 77Zrt ч а с т и ч -

н о й м о д е л и 7TTZ. д л я к а ж д о г о к о р т е ж а 

в л о ж и м а в н е к о т о р у ю А Г * - м о д е л ь , г о ^ 

е с т ь <Р> - г о м о м о р ф и з м м о д е л и 771 н а ?7с"*'. 

П о с т у п и л а в р е д а к ц и ю 

2 6 . У . 1967 г . 
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ON REDUCED DIRECT PRODUCTS 
A . I . Q m a r o v ( N o v o s i b i r s k ) 

(Summary) 

T h i s p a p e r g i v e s some a p p l i c a t i o n s o f r e d u c e d p r o d u c t s t o 
t h e t h e o r y o f m o d e l s . T h e r e a r e : s i m p l e p r o o f o f g e n e r a l i z a t i o n 
o f t h e o r e m E h r e n f e u c h t - M o s t o w s k i f6] , s i m p l e p r o o f o f g e n e r a ­
l i z a t i o n o f t h e o r e m o f V a u g h t [7] % some new r e s u l t s o f d e f i -
n a h i l i t y i n t h i s p a p e r . 


