
З а м е ч а н и е 4. Поскольку система тождеств Капелли (ft+1)-го 
порядка сама по себе конечно базируема, то в соединении со следст­
вием 2 мы получаем, что объединенная система, состоящая из тож­
деств, отвечающих диаграммам Юнга, содержащим прямоугольник kXl> 
и тождеств Капелли (ft+1)-го порядка, является конечно базируемой. 

З а м е ч а н и е 5. Доказательство шпехтовости многообразия V4, 
представленное С. П. Мищенко (см. [2, § б, предложение 6.1]), изло­
жено схематично и не содержит явного доказательства конечной ба­
зируемое™ тождеств, отвечающих диаграммам Юнга, содержащим 
прямоугольник 3 X 2 , по модулю тождеств Капелли порядка 4. След­
ствие 2 закрывает этот пробел, уточняя, таким образом, упомянутое 
доказательство. 

В заключение автор выражает сердечную признательность 
С. П. Мищенко за многочисленные советы и помощь в работе. 
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Г. М. Кобельков, В. М. Староверов 

О ПРЕДЕЛЬНОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 
СЛАБОСЖИМАЕМОЙ ОБОБЩЕННОЙ НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ 
С ДВУМЯ МАЛЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Пусть (и, р) — решение стационарной задачи Стокса 

— A u + v P = f, d i v u = 0, u | d Q = 0 , (1) 

где (р, 1) = ^ pdx = 0, а (и £, р 8) — решение задачи 
Q 

— Au e + V P e = f > ep E + divu e = 0, u e | a a = 0 . (2) 

Задача вида (2) называется е-регуляризацией задачи (1). В [1, 2] до­
казано, что | |u e —u | | i+| |p e —р | | -^0 при Более того, нетрудно пока­
зать, что 

I I U e - u l L + l ^ - p l K c e . (3) 

В [3] в задаче (1) вместо оператора Лапласа рассматривался ква­
зилинейный эллиптический оператор d i v ( % ( | V u | ) V u ) , %(t) = l + k(t)r 

причем допускался случай %(t)-+oo при £->0. Наряду с этой задачей 
рассматривалось уравнение со срезкой Х б ( 0 = = 1 + ^ ( 0 = l + min{ft(6), 
k(t)} вместо %. Было показано, что | |u e—u | | i +||р в—р||-*0 при 6-*0. 

В настоящей работе исследуется более общий случай. А именно 
исследуется краевая задача Стокса с нелинейным оператором вместо 
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оператора Лапласа и ее е-регуляризация со срезкой. Доказано, что 
]|u6

8—и|| 1-И) при 6 , 8 ^ 0 . 
Итак, рассмотрим систему нелинейных уравнений, описывающих 

движение обобщенной несжимаемой ньютоновской жидкости [4] в ог­
раниченной области Q^R3 с кусочно-липшицевой границей dQ: 

d i v ( x ( ! V u | ) V u ) + V p = f , 
(4) 

divu = 0, u |aQ=0; 

здесь %(t) = l + k(t), k(t)>0. 
Введем пространство H , являющееся замыканием в норме 

О ) 

lV 2

1 (f i ) = ( 1 ^2 1 ( ^ ) ) 3 пространства вещественнозначных бесконечно диф­
ференцируемых соленоидальных вектор-функций с носителем в Й . 
Обобщенным решением задачи (4) будем называть функцию U G H , та­
кую, что для любой функции V G H справедливо соотношение 

(X(l V u | ) v u . v v ) = (f, v). 

Будем предполагать, что на функцию k(t) наложены следующие 
ограничения: 

a) s(t)=k(t)t является возрастающей функцией при ^>0; 

в) k(t) является убывающей функцией при / > 0 . 
Отметим, что функция k(t) может стремиться к бесконечности при 

что делает задачу существенно нелинейной. Взяв в качестве 
функции k(t) ее срезку k6(t)=min{k(d), k(t)}, получим регуляризован-
ную задачу: 

- div ((1 + k6 (I Vu 6 1)) V u 6 ) + V p e = f, 
(5) 

divu e =--0, u f l|aQ==0. 
Теоремы существования и единственности обобщенного решения 

задач (4) и (5), а также численные методы их решения можно най­
ти в [3]. 

Наряду с задачей (5) рассмотрим задачу, описывающую обобщен­
ную сжимаемую ньютоновскую жидкость: 

данной задачи могут быть легко получены с помощью методики, опи­
санной в [5]. Аналогично (1) определим обобщенное решение задачи 

о ' о 

(6) как функцию U J ' G W S 1 , такую, что для любой функции v e W 2 ' спра­
ведливо соотношение 

Отметим, что систему уравнений (6) можно записать несколько 
иначе: 

б) s(t)^0 при *-»-0; (*) 

(XedVUjDVuJ, W ) + — (divug, divv) = (f, v). 

- d i v ( ( l + M l V u £ | ) ) v u ! ) + + Vdivue = f, 

(7) 



Везде в дальнейшем, как правило, мы будем иметь дело только 
с обобщенными решениями задач (4) — (7). 

Нам понадобятся две следующие леммы, доказательства которых 
можно найти в [3]. 

Л е м м а 1. Пусть Т — гильбертово пространство со скалярным 
произведением (,) и s(t)=k(t)t — возрастающая положительная функ­
ция при t>0. Тогда справедливо следующее неравенство: 

(k(\a\)a—k(\b\)b, а—6)>0 для любых a, b Г, 

причем равенство достигается только при а=Ь. 
Л е м м а 2. Для любых u b u 2 e W 2

1 ( Q ) справедливо неравенство 

\\ke ( | V % I) V U J —К (I V U 2 1 ) V U 9 | | < k (e) | |u x —Halli-

В работе также будет использовано следующее неравенство, ко­
торое иногда называют теоремой о дивергенции, или неравенством Ба­
бушки—Брецци (см., например, [6, 7] и цитированную там литературу): 

| Н < С 0 sup
 ( p ' d 7> . (8) 

W6W 2

 11 1 1 1 

Зафиксируем некоторое 6 > 0 и докажем сходимость обобщенного 
решения задачи (6) к решению задачи (5). Имеет место 

У т в е р ж д е н и е 1. Пусть 6 > 0 фиксировано. Тогда ||u f l

e—u o||i->0 
при б->0, где и б

е — обобщенное решение задачи (6), а и6 — обобщен­
ное решение задачи (5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножая скалярно (7) на и 0

е , легко полу­
чить оценку нормы и б

8 : * 

HuSH^I t f lL , . (9) 
Для оценки ||р б

е | | умножим скалярно первое уравнение в (6) на про-
о 

извольную, отличную от нуля вектор-функцию W G W 2

! и разделим по­
лученное соотношение на ||w||i. Имеем 

(vpg, w) (vug, vw) (Mlvugi ) vu*, yw) 
(f, w), 

llwlli llwlli HwlU 

откуда непосредственно следует неравенство 

K V P L w)i 

,, < О + * (в)) ||f||_ r (Ю> 
l l w l l l 

Так как правая часть неравенства (10) не зависит от w, то в ка­
честве w можно взять такую функцию, что | ( V p 6

e , w) I >Ci | |p 0

e | | ||w||i 
(такая функция существует согласно (8)) . Теперь из (10) и (9) не­
посредственно вытекает оценка 

1 1 Р ? 1 1 < С 8 | | 1 | Ц ; ( И ) 

здесь С 2 зависит от е. 
Введем обозначения для разностей решений систем уравнений (5) 

и (6): v 6

e = u 6

e — щ и г б

8 =р б

е —р б . Вычитая друг из друга соответствую­
щие уравнения систем (5) и (6), получим следующее тождество: 

div ((1 + k6 (I Vu 6 1) ) V u 6 ) - d i v ((1 + * e (I V u§ I)) Vu§) + Vrj = 0, 

divv* + ep* = 0, u * | a Q = 0, v * | a Q = 0 , (12) 
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Теперь оценим Цгб

е|| способом, аналогичным используемому при 
оценке ||/?б

8||. Умножим скалярно первое уравнение в (12) на произ-
о 

вольную функцию w e W 2 * и поделим на | |w| | b после чего получим со­
отношение 

divw) ( V l l 8 _ V U 6 > v w ) 

(&б ( i V u g l ) У " б ~ M l V U f l l ) У " б , V w ) 

I lwl l i 

откуда, используя оценку из леммы 2, сразу находим 

K'S. w ) l 

l |w| | i ^ 6 , 1 1 

здесь Сз, вообще говоря, зависит от е. 
Далее, повторяя рассуждения, примененные для доказательства 

оценки (8), получим 

H1l l<C 4 | |vS| | l e (13) 

где С 4 зависит от е. 
Наконец, умножим скалярно первое уравнение в (12) на v 6

8 , а 
второе уравнение — на гб

8. Складывая результаты, имеем 

( M l V u g l ) V u e - £ 6 ( I V U 6 | ) V u 6 , V u g - V u 6 ) + 

+ ( v u g - v u 6 , V u * - V u 6 ) = e ( p * , rp, 

откуда ввиду леммы 1 следует оценка 

l luS -Uel l^el lpJHII rJI I . 
Используя соотношения (11) и (13) из последнего неравенства, имеем 

1 № < С 6 е| |1 |Ц. 

Последнее неравенство завершает доказательство утверждения 1. 
Следующим шагом будет доказательство сходимости решения за­

дачи (6) (или, что одно и то же, (7)) при 6-^0 и фиксированном е > 0 
к решению задачи (4). Имеет место 

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть е > 0 фиксировано. Тогда | |u 6

e—u 0

8 | | i-*0 
при 6->0, причем скорость сходимости не зависит от е; здесь ще — 
решение задачи (6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем е > 0 . Выберем некоторые 6 i > 
> 0 и 6 2 > 0 . Д Л Я определенности будем предполагать, что 6 i < 6 2 (из 
чего согласно условиям (*) следует, что k(6i)>k(82)). Для упроще­
ния дальнейших выкладок введем обозначения: 

М * ) = * в 1 (х ) , k2(x) = kb(x), ki,2{x) = k6l(x)—kb(x)', 

u x = u a ( * ) = u*e; 
r(x)=Pl-Plt. 

Вычитая первое уравнение в (7) для 6=6i из того же уравнения 
для б = б 2 , получим соотношение 

_ 8 ( d i v ( ( l + * i ( l v u 1 D ) VUi )—div ( ( l + M l v u 2 l ) ) V u 2 ) ) - v d i w = 0, 
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или, что то же самое, 

— 8 (d iv (vu 1 )—div (Vu 2 ) ) — e(div(^ 1 ( | v^il) VUj) — 

— div [kx (I V u 2 1 ) v u 8 ) ) - e (div (kx (| y u 2 1 ) V ^ ) — 

— div(* 2 ( | v u a | ) Vu a)) — V d i v v = 0 . 

Умножим последнее равенство скалярно на v = U i — u 2 : 

8 ( v u ] — v u 2 , v % — V U 2 ) + e ( ^ ( | V u J ) vUi— 

— M l V u 2 | ) Vu 2 , V U i — V U 2 ) + e(*i(IV«Hl) V«2—' 
— M l VU 2 | ) v u 2 , V ^ i — V u 2 ) + (divv, divv) = 0; 

отсюда следует оценка 

(VU t — Vu 2 , v u i — V u 2 ) + (fti(IV«il)"V«i— 

~ M I VU 2 | ) VU 2 , V U i - V U j ) ^ | ( ( M I V U 2 I ) — 

— M l Vu a | ) ) VU 2, VUi—VU 2 )L 

Согласно лемме 1 из последнего соотношения вытекает неравенство 

l |v | | f< | ( * l t 2 ( | VM2I) V U 2 , V U i — V U 2 ) | . (14) 

Осталось заметить, что из (*) следует равенство М ( 1 * | ) * < 

< М ( 1 6 2 1 ) 6 2 = 5 ( £ 2 ) . Таким образом, из (14) имеем 
| |v | | 1 < [ x(Q)s(6 2 ) . 

Из свойств (•*) и последнего неравенства получаем требуемое утверж­
дение. 

Отметим, что при 8 = 0 данная теорема доказана в [3]. 
Итак, нами доказано, что: 

1) ||u 6

8—u o

e | |i-^0 при 6->0 И фиксированном е > 0 равномерно по е; ; 
2) ||u6

8—ue°jji-*0 при е->0 и фиксированном б > 0 . Отсюда по извест­
ной теореме математического анализа вытекает, что имеется сходи­
мость одновременно по двум параметрам (в том числе и по е при 8 = 
= 0 ) , т. е. верна 

Т е о р е м а . Пусть и б

8 — обобщенное решение задачи (6), а и — 
обобщенное решение задачи (4). Тогда | |и б

е—иЦ^О при 8->0 и е->0. 
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен­

тальных исследований (грант № 94—01—01762) и Международного 
научного фонда (М25000). 
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