
+ С + е ) + С - ( е ) 2 - ( | , 8 ) , | б [ | о + б , а], так что colon {С+(в) , 
С - ( е ) } = / ) ( е ) colon (С+(е ) , С" (в)}. 

Доказательство теоремы дано в [5] . 
Матрица перехода D{e) строится следующим образом: D(&) — 

==D2(e)Di(e). Обозначим через у± (g, е) , у%(g, е) вектор-столбцы 

е), eZ# (g, е)), (ZN(%, 8), eZ# ' (g, e)) соответственно, где 
(l, e) и ZN (I, e) — продифференцированные почленно асимптотичес­

кие ряды (2). Матрицы D x (е) и D2 (е) ищутся из уравнений ( y t е ) , 
У N(k, е)) = е), Щъ е ) ) З Д , & = Ь , - Д , «). 4 & , е)) = 
= (yiv (£2> е), уж е)) £>2(е), Ь = Ь + Д. 

оо 

Матрицы D^e) , D 2 (e) будут иметь вид Д ( е ) = ^ D- (е) е г , анаЛОГИЧ-

^ О 

ный вид будет иметь матрица D(e). 
Таким образом, выяснено асимптотическое поведение фундаменталь­

ной матрицы решений уравнения (1) при переходе через точку поворота 
и указан алгоритм построения матрицы перехода от асимптотического 
разложения фундаментальной матрицы решений до точки поворота к ее 
асимптотическому разложению за точкой поворота. 

Автор выражает благодарность профессору А. Г. Свешникову за 
обсуждение результатов данной работы. 
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УДК 517.927.6+517.968.74 

В. П. МАКСИМОВ 

О НЕКОТОРЫХ Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х К Р А Е В Ы Х ЗАДАЧАХ 

Рассматриваются нелинейные краевые задачи для функционально-
дифференциальных уравнений, содержащих как частные случаи обык­
новенные дифференциальные уравнения, дифференциальные уравнения 
с отклоняющимся аргументом и интегро-дифференциальные уравнения. 
Для задач с общими функциональными условиями предлагаются спо­
собы получения и использования априорных оценок решений для уста­
новления признаков разрешимости. Приводятся условия разрешимости 
асимптотически линейных и некоторых существенно нелинейных задач. 
Обсуждаются вопросы, связанные с применением полученных результа­
тов к краевым задачам для функционально-дифференциальных уравне­
ний нейтрального типа. Рассматривается одна краевая задача для урав­
нения Томаса — Ферми. 

Обозначим через Rn евклидово пространство я-мерных вектор-столб­
цов с нормой | • | ; L w , 1 ^ р < о о , — п р о с т р а н с т в о функций х : [a, b]->~Rn 
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ь 
с суммируемыми в степени р компонентами, \\x\\Lp 

а 
In _ пространство измеримых и ограниченных в существенном функ­
ций х:[ау b]-+Rn, \\x\\Loo = vra isup \x(t) \; Dn, 1 < р < о о , — n p o -

Ыа,Ъ] V 

странство таких абсолютно непрерывных функций х : [a, b\-+Rn, что 
i 6 L n , | | Jc | | r> p =|jc(a) | + | | х | | ь р ; Сп — пространство непрерывных функ­
ций х: [a, b]-+Rn с обычной нормой ||-|1с; р' — показатель степени, 
сопряженный с р, 1 / р + 1 / р ' = 1 ; X* — пространство, сопряженное с ба­
наховым пространством Х\ Q* — оператор, сопряженный с оператором 
Q; / — тождественный оператор. 

§ 1. ОБЩАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА. 
ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 

Будем рассматривать краевую задачу 

&х—&~х, 1х=цх, (1) 

где 9? : D*-+Ln — линейный ограниченный оператор; / : Dn

p-^Rn — ли­
нейный ограниченный вектор-функционал; вГ : Dn

p-^Ln

p—непрерывный 
оператор; ф : D™-*Rn — непрерывный вектор-функционал. 

Предполагается, что операторы ЗР, @~ и ф удовлетворяют следую­
щим условиям. 

О п е р а т о р 2\ Главная часть оператора 9? [1] является фред-
гольмовым оператором [2] . Другими словами, произведение оператора 
& на оператор V:Ln-+Dn, определяемый равенством (Vz)(t) = 

t 

= J z(s)ds, предстазимо в виде &V=P+K, где Р : L^->-/> — линей-
а 

ный обратимый оператор, а оператор К : Ь™-*Ь™ вполне непрерывен. 
Оператор Q=3!SV называют главной частью оператора 2?. Иногда мы 
будем требовать выполнения 

У с л о в и я Q). Если р = 1 , то оператор Q : L™-+L™ обратим, при­
чем обратный оператор Q - 1 : L*-*L* является регулярным [3], т. е. 
представим в виде разности двух линейных положительных операторов. 

О п е р а т о р 5Г. Выполнено одно из следующих условий: 
iF). Оператор У : D^-t^L™ вполне непрерывен. 
&~с)> Оператор 9Г : Dn

p-^Ln

p допускает распространение до непре­
рывного оператора @~с Cn-^Ln

p) причем если р = 1 , то для любого г > 0 
найдется такой & rGLj, что для всех х б С п таких, что | | # | | с ^ г , почти 
всюду на [a, Ь] выполняется неравенство | (&~сх) (t) \ ^ur(t). 

Отметим, что при р > 1 У) следует из &~с)- Действительно, &~= 
=3TCW, где W : £ И - ^ С П — оператор естественного вложения простран­
ства Dn в Сп. Легко видеть, что оператор W при р > 1 обладает свой­
ством полной непрерывности. 

В е к т о р-ф у н к ц и о н а л ф удовлетворяет одному из следующих 
условий: 

ф). ф : D™-+Rn отображает ограниченные множества в ограни­
ченные. 

Фс). ф : D^-^-R71 допускает распространение до непрерывного опе­
ратора фс : Cn-*Rn, отображающего ограниченные множества в огра­
ниченные. 

Типичным примером уравнения 9?х=2Гх может служить уравнение 
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§ 2. ОДНА ТЕОРЕМА О РАЗРЕШИМОСТИ 
ОБЩЕЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

Хорошо известна роль, которую играют в установлении признаков 
разрешимости нелинейных уравнений априорные оценки решений. Упо­
требляя фразу « . . . для всех решений х задачи (N) имеет место общая 
априорная оценка I M I ^ < i » , мы имеем в виду следующее: существует 
такое dG(0, оо) , что задача (N) не имеет решений х, удовлетворяющих 
неравенству ||лг | |>й. Таким образом, предположение о существовании 
априорной оценки решений не содержит предположения о существова­
нии самих решений. 

Т е о р е м а 1. Пусть а) выполнены условия У) и ф) или б) выпол­
нены условия Ус), фс) и Q). Пусть, далее, для всех решений х1 всех 
задач 

&х=ХУх, lx=kfx, Яб[0, 1 ] , (Ц)-
имеет место общая априорная оценка 1 | л : Л | | я р ^ ^ < о о . Тогда задача (1) 
имеет по крайней мере одно решение . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы однородная задача 
2?х—0у 1х=0 имеет только тривиальное решение. Отсюда следует [ 1 | , 
во-первых, существование фундаментальной /гХя-матрицы X уравнения 
2>х=0; во-вторых, существование оператора Грина G : L^->£)™ задачи 
2?x=fy 1х=0, т. е. такого оператора G, что решение х этой задачи пред-
ставимо в виде x=Gf. Можно считать, что матрица IX, каждый столбец 
которой представляет собой результат применения вектор-функциона­
ла I к соответствующему столбцу матрицы X, является единичной мат­
рицей: 1Х=Е. Таким образом, задача (Ц) эквивалентна уравнению 

х=А{Ь9 х)=ЦХ -qx+Gyx}, (2) 

и в случае а) остается сослаться на теорему Лере — Шаудера (см., на­
пример, [2, с. 417]). 

Обратимся теперь ко второму варианту. Случай р>\ сводится к 
только что рассмотренному, так как условие Ус) при р>\ гарантирует 
полную непрерывность оператора У : Dn-*Ln^. Пусть теперь р== 1. 
Вместо уравнения (2) рассмотрим в пространстве Сп уравнение 

х=Ас(К х)=%{Х • цсХ+ОУсх}. (3) 

Для доказательства полной непрерывности оператора СУ с 0 - > 0 
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{Bx)(t)+A(t)x(t)=f(t, x(t), \d8R(t, s)x(s)) с линейным обратимым 
a 

оператором В : Ln-+Ln. 
Отметим, что в случае обыкновенного дифференциального уравнения 

x(t)+A(t)x(t)=f(t9 x{t)) оператор Немыцкого (yx)(t)=f(t, x(t)) 
при естественных предположениях относительно функции / определен 
на пространстве О и непрерывно отображает это пространство в про­
странство Ln . По установившейся традиции краевые задачи для обык­
новенных дифференциальных уравнений рассматриваются с краевыми 
условиями, определенными на всем Сп (см., например, [4—6] и биб­
лиографический обзор [7]) . Подчеркнем, что в задаче (1) операторы 
У, I и ф могут и не быть определены на Сп\ примером может 

t 

служить задача х (t) = {1 х (t) | + J | х (s) \ ds j * * +q (t), x (a) = 
a 

b 

= J vis)x(s)ds+l; tfGLJ, vdL^ (условия У) и ф) здесь выполнены). 
а 



воспользуемся специальным представлением оператора Грина. Запи­
шем задачу 9?x=f, 1х=0 в виде 

Qx+P(-)x(a)=f, 1х=0у (4) 

где P(t) = (SE) (t). Как известно [1], оператор Грина G является 
ь 

интегральным оператором: (Gf)(t)= J G(t, s)f(s)ds. Отсюда для 
а 

решения х задачи (4) получаем следующее представление: 
t t ъ 

x(t)= j (Q-4)(s)ds+[E- J (Q-*P) (s)ds]$ G(a, s)f(s)ds, 
a a a 

b 

Следовательно, Gycx=VQ^ycx+[E^VQ-^ J G(a, s) (Усх) (s)dsy 

a 
и так как второй оператор в правой части является конечномерным, 
остается убедиться в полной непрерывности оператора VQ-^c. Равно­
степенная непрерывность функций из множества VQ~x2Tc {хвСп : | | я | | с ^ 
^г} следует из неравенства | (Усх) (t) \ ̂ ur(t), ur£L\ регулярности 
оператора Q - 1 и свойства абсолютной непрерывности интеграла Лебега. 
Итак, в уравнении (3) оператор Ас : [0, 1]хСп-+Сп вполне непрерывен. 
Остается воспользоваться теоремой Лере — Шаудера и заметить, что 
всякое решение уравнения (3) принадлежит пространству и является 
решением уравнения (2). 

З а м е ч а н и е . В случае, когда оператор Q : L ™ - H L ™ обратим, а 
оператор Ус : Сп-+Ь™ ограничен на каждом шаре, оценка I U 7 l | | D p ^ < i < 

< о о имеет место, если установлено, что I U x l l c ^ c < o ° . 
Это следует из неравенства Ы ь р ^ Н Ф " 1 ! ! • I l^cxl lbp + IIQ - 1!! X 

X\\P(-)x(a)\\Lp. 

§ 3. АСИМПТОТИЧЕСКИ ЛИНЕЙНАЯ 
КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 

Получение априорных оценок, как правило, составляет основную 
трудность в исследовании вопроса о разрешимости краевой задачи, при­
чем способ их получения зависит от вида краевых условий. Исключе­
нием из этого правила можно считать асимптотически линейные крае­
вые задачи — задачи (1) в случае, когда нелинейности У к у подчине­
ны условию 

Н т - 5 ^ = 0, Н т ^о: (5) 
\\*\\D — IWID B \\*HD — M\ot p 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия а) или б) теоремы 1. 
Пусть, далее, линейная задача 2?х=0, 1х=0 имеет только тривиальное 
решение, а нелинейные операторы У и ср удовлетворяют условию (5). 
Тогда задача (1) имеет по крайней мере одно решение x£Dn

p. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в условиях предыдущей теоремы, за­

дача ( Ц ) эквивалентна уравнению с вполне непрерывным оператором: 
уравнению (2) в случае а) и уравнению (3) в случае б) . Остается по­
лучить априорную оценку. В том и в другом случае легко видеть, что 
для любого решения хк задачи (Ц) выполняется неравенство | | * Я 1 Ь Р ^ 
^ Р И - | ф ^ | + 1 | С | | . | | 5 ^ | | Ь р , где \\Х\\ — норма оператора умножения на 
фундаментальную матрицу Х9 как оператора из Rn в Dn. Из этого не­
равенства вытекает наличие общей априорной оценки \\xk\\Dv^:d<.oo. 
Остается заметить, что в случае б) при р = 1 имеем H ^ H c ^ l l ^ l b i ^ d . 

Отметим, что для обыкновенных дифференциальных уравнений тео-
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рема 2 содержит ряд известных результатов о разрешимости краевых 
задач с ограниченными нелинейностями (см., например, [ 8 ] , с. 25 , 3 1 ; 

§ 4. АПРИОРНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
И АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ 

В случае, когда условия ( 5 ) не выполняются, одна из возможностей 
исследования разрешимости задачи ( 1 ) связана с использованием 
априорных неравенств вида 

\x(t)\^m(t, \х(а)\), Ща, 6 ] , ( 6 ) 
устанавливаемых для возможных решений уравнения 9?x=$Fx. В на­
звании этого неравенства слово «априорное» несет такую же смысловую 
нагрузку, как в названии «априорная оценка», т. е. требование выпол­
нения неравенства ( 6 ) не содержит предположения о существовании 
решений уравнения 3?х=9гх, а означает, что это уравнение не должно 
иметь решений, не удовлетворяющих такому неравенству. Ниже рас­
смотрим примеры использования априорных неравенств ( 6 ) как источ­
ника априорных оценок решений краевых задач ( 1 ) . 

Рассмотрим задачу 

2?х=д~х, х{а)=щ (7) 

в предположении, что выполнены условия а) или б) теоремы 1 . 
Т е о р е м а 3. Пусть априорное неравенство (6) выполняется почти 

всюду на [а, Ь] для всех решений хк всех уравнений 2?х=Х&~х, JtG[0, 1 ] , 
причем функция m : [а, й ] х [ 0 , о о ) - и [0 , оо) не убывает по второму 
аргументу и m(-, T J G L ^ для любого т. Пусть далее -ф : RiXLi

p-^Ri— 
га/сой неубывающий по второму аргументу функционал, что |фх|^ 
^г|э(|л;(а)|, \х\) Vx£Dn

p, и множество положительных решений ска-
лярного неравенства m(-, I)) ограничено. Тогда задача (7) 
имеет по крайней мере одно решение x£Dn

p. 
Т е о р е м а 4. Пусть вектор-функционал ф ограничен: \ух \ Ух£ 

. Пусть, далее, априорное неравенство (6) выполняется почти всюду 
на [а, Ь] для всех решений хк всех уравнений 3?х=ЪУх, Яб|[0, 1 ] , при­
чем функция m: [a, b] X [0 , т ] - ^ [ 0 , ° ° ) удовлетворяет условию ц ,= 

ъ 

— J { S U P m(t> s)}Pdt<oo. Тогда задача (7) имеет по крайней мере 
а s e [0 , г] 

одно решение x£D™. 
Для доказательства этих утверждений в силу теоремы 1 достаточно 

установить наличие общей априорной оценки всех решений задач SBx= 
=ХУх) x(a)=X(fx. В условиях теоремы 3 для | ^ ( а ) | имеем | ^ ( a ) | ^ 
^ ф ( | * М а ) |> т ( - , | * я ( а ) | ) ) . Отсюда следует, что | ^ ( а ) | ^ б < о о . Та-

ким образом, \\xH\Dp^d=8+{b—а) Р | |m(- , 6 ) | | L p < o o . В условиях 

теоремы 4 имеет место оценка \\xl\\Dp^d=r-\-(b—a) * [ г * < о о . 
В приводимом ниже примере условия разрешимости краевой задачи 

получаются с помощью теоремы 4. 
П р и м е р 1 . Рассмотрим скалярную краевую задачу для уравне­

ния Риккати 

x=p(t)+q(t)jfl9 № [ 0 , 1 ] ; x(0)=a{l+ р } , (8 ) Л 

1 + § x*(s)ds 
о 
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где функции р и q суммируемы на отрезке [0, 1], а = const. 
1 

Обозначим в [ * ( 0 ) ] = | х ( 0 ) | + J | p ( s ) | d s . При условии 6 | > ( 0 ) ] Х 
о 

1 

X § \q{s)\ds<\ для всех решений уравнения x=%{p(t)+q(t)x2}9 

A G [ 0 , 1], определенных на отрезке [0, 1], имеет место неравенство 

т ы Щ к , № [ 0 , 1 ] . 

1—0[Jt(O)] \\q(s)\ds 
О 

Следовательно, 

Ш<т(и \х(0)|).|р(01+ \q(t)\ { 0 [ - ( О ) 1 

-в[х(0)] j ' |?(s)| ds' 
о 

Функция т в данном случае определена по второму аргументу на про-
1 1 

межутке [0, с), где с= { J \q(s) \ds } — J |p(s) \ ds. Так как из крае-
о о 

Borci условия следует, что | х ( 0 ) | ^ 2 | а | , то условия теоремы 4 выпол-
1 

нены, если 2 | а | < с , или 0 [ 2 а ] J* \q{s) | d s < l . Выполнение этого нера-
о 

венства является условием разрешимости задачи (8). Отметим, что 
стандартное применение принципа Шаудера к этой задаче приводит к 

1 
такому условию разрешимости: 6 [ 2 а ] | | g ( s ) | # s ^ — . 

о 
В предыдущих рассуждениях неравенства вида (6) использовались 

для получения априорных оценок в случае, когда краевые условия раз­
решены относительно х(а). Напомним в связи с этим, что всякий ли­
нейный ограниченный вектор-функционал / : D™->-Rn имеет представ­
ление 

ъ 
lx=Wx(a)+ jo(s)x(s)ds9 

а 
где W — постоянная яХя-матрица, а столбцы матрицы Ф принадлежат 
пространству Таким образом, при условии det 4 ^ 0 краевые усло­
вия 1х=щ допускают эквивалентную запись х(а) =ф1Х=Чг~"1фл:— 

ъ — 1 1¥~ iO(s)x(s)ds.. Условие det 4 ^ 0 может оказаться слишком ЖеСТ-
сг 

ким, в частности, для периодических краевых условий х(а)— х(Ь)=0 
матрица W оказывается нулевой. Рассмотрим случай, когда существует 
возможность получать априорную информацию о начальном значении 
решения задачи, не разрешая краевые условия относительно х(а). 
Пусть краевая задача 3?х=0, 1х=0 имеет только тривиальное решение. 
В этом случае если x(t)—решение задачи (1), то х(а) = Х ( а ) ф Х + 

ь 
-f- J G(a, s) (ЗГх) (s)ds (см. (2) ) . Это представление вместе с неравен-

а 
3. Дифференциальные уравнения № 3 4Qj 



ством (6) дает возможность получить априорную оценку решений зада­
чи (см. доказательство теоремы 3). Очевидно, здесь может потребовать­
ся информация о матрицах Х(а) и G(a, s). Так как фундаментальная 
матрица X(t) и матрица Грина G(t, s) известны не всегда, то представ­
ляют интерес уравнения, которые определяют нужные нам сечения 
X (а) и G(a, s). Такие уравнения могут оказаться удобным источником 
необходимой информации. Мы получим их с помощью задачи, сопря­
женной с линейной частью задачи (1). 

Рассмотрим линейную краевую задачу 
ъ 

&x=Qx+A (.)х (a) = f , lx=Wx(a) + J Ф (s) x(s) ds = a. (9) 

По предположению она однозначно разрешима при любых fGJ> и <x,dRn* 
Сонряженная задача (см. [10]) имеет вид 

ъ 

а 
ж тоже однозначно разрешима. Таким образом, матричная з а д а л а 

ь 

ф * У + 5 Ф ( . ) = 0 , ВЧ?+ J Y(s)A(s)ds=E (16) 
a 

имеет единственное решение — пару {У, 5 } , где У— яХя-матрица е& 
столбцами из Ln , В — постоянная яХя-матрнца. 

Запишем теперь задачу (9) в виде 
ъ 

Qx=f—А(-)х(а), J <t>(s)x(s)ds = a—Wx(d). 
а 

Из разрешимости задачи (9) следует выполнение условия ортогональ­
ности 

ь 

I y(s){f(s)-A(s)x(a)}ds+fi{a-Wx(a)}:=0, (11) 
С 

где {у, р} —произвольное решение задачи Q*y+fKD(-) = 0 , являющей-
ъ 

ся однородной сопряженной задачей для задачи Qx=q, J Q)(s)x(s)ds = 
а 

= 6 , q(<Ln, 6G# n . Таким образом, из равенства (11) для матричного 
ь 

решения задачи (10) получаем J У(s) {f(s) —• A (s)x(a)}ds+B{a— 
а 

Ъ Ь 

—хрх(а)}=0, и л и { J Y(s)A(s)ds+B4?}x(a) = J Y ( s ) f ( s ) d s + £ a , отку-
a a 

Ь 

да x(a)= J Y.(s)f ( s ) d s + B a . Для задачи (1) это означает следующее. 
а 

Ъ 

Если задача (1) имеет решение x(t), то х(а)=Вц>х-{- J Y(s) {Ух) (s)ds> 
а 

где {У, £} —решение матричной задачи (10). Отметим, что явный вид 
оператора Q* для уравнений с отклоняющимся аргументом, интегро-
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дифференциальных уравнений и уравнений нейтрального типа выписан 
в работе [ 10 ] . 

Приведем простой пример, иллюстрирующий применение сопряжен­
ной задачи. 

П р и м е р 2. Рассмотрим периодическую задачу 
x+g(t)x(0)=p(t)+q(t)x*f № [ 0 , 1 ] ; % ( 0 ) = х ( 1 ) , (12) 

где функции g, р и q суммируемы т [0, 1] и § g(t)dt^0. Линейная 

краевая задача здесь имеет вид x+g(t)x(0)=f(t), J x(s)ds=a. Та-
о 

ким образом, фг==1, ^ = 0 . Запишем сопряженную задачу ( 1 0 ) : y(t)-f 
1 

-f-(5=0, J y(s)g(s)ds=l. Единственное решение этой задачи: у— 

1 1 

— I J g(s)ds \ , р = — j J g{s)ds У , поэтому если x(t) —решение 
t • 

4 1 

задачи (12) , то х(0) = { J g(s)ds J [p(s)+q(s)x*(s)}ds. 
о о 

Отметим, что в этом примере такое выражение для # ( 0 ) можно по­
лучить и непосредственно, интегрируя от 0 до 1 обе части уравнения и 

1 
учитывая, что J x(s)ds—0. 

о 
Приведем еще пример, в котором применение априорных неравенств 

вида (6) дает более тонкий результат, чем стандартный прием с ис­
пользованием функции Грина линейной задачи и применением принци­
па Шаудера. 

П р и м е р 3. Для задачи х+х(0) =—t+q(t)x2, Щ0, 1 ] ; * ( 0 ) = 
=х(\) использование априорного неравенства приводит к условию 

разрешимости J* W(s)\ds^ а непосредственное применение 

1 

принципа Шаудера дает условие J \q(s) \ ds^. —. 
о 

В заключение отметим, что априорные неравенства (6) приводят к 
условиям разрешимости краевой задачи 3>х=@~х, х(а)=ц>х также в 
случае, когда корректно разрешима задача Коши Sx=STx, х(а)—а 
(т. е. для каждого а из некоторой области UczR71 задача имеет един­
ственное решение xa(t)=f(t, а ) , которое непрерывно зависит от а ) . 
В таком случае вопрос о разрешимости краевой задачи сводится [11] к 
вопросу о разрешимости уравнения а = Л ( а ) = ф ( / ( - , а ) ) в конечно­
мерном пространстве. Неравенства вида (6) позволяют находить инва­
риантные множества оператора Л. Условия корректной разрешимости 
задачи Коши для функционально-дифференциальных уравнений полу­
чены в [ И , 12] . Вопросы непрерывной зависимости решений краевых 
задач (1) от параметров рассмотрены в [ 1 3 ] . 

§ 5. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ 
ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

Выше мы пользовались однозначной разрешимостью линейной части 
задачи ( 1 ) : 3?х—\, lx—а. Здесь получим утверждение о разрешимости 
краевой задачи 

2?х=ЗГх, ф л : = 0 , (13) 
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которое позволит не выделять из краевых условий линейный вектор-
функционал, обеспечивающий однозначную разрешимость соответствую­
щей линейной задачи. Это утверждение существенно использует инфор­
мацию о фундаментальной матрице уравнения &х—0. Отметим, что 
для обыкновенных дифференциальных уравнений с непрерывными 
коэффициентами и краевых условий, определенных на пространстве О , 
аналогичное утверждение другим путем получено в работе [14]. 

Итак, рассмотрим задачу (13) в предположении, что уравнение 
Sx—f разрешимо при любом fGL*. Напомним [1], что в этом случае 
уравнение 2?х=0 имеет квадратную фундаментальную матрицу X(t) 
размерности пХп. Аналогом теоремы 1 для такой задачи является сле­
дующее утверждение. 

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия У) и ф) (Ус), Фс), Q) и 
оператор Ус : Cn->L™ ограничен на каждом шаре) и, кроме того, 

1) существует такое открытое ограниченное множество 2>czDn ( 2 d 
czCn), что для любого A,G[0, 1] любое решение хх задачи 

2>х=ХУх, ф х = 0 , Яб[0, 1], (130 

не принадлежит границе множества 2 ; 
2) вращение y(ty, о) конечномерного векторного поля я|з : a£Rn-+ 

- к р ( Х - а ) 6 # п на границе области o={a£Rn : Х а б 2 } отлично от нуля. 
Тогда задача (13) имеет в 2 по крайней мере одно решение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала первый вариант: вы­
полнены условия У), ф) и 2 — подмножество пространства! )^ . Обо­
значим через I : D"-*Rn линейный ограниченный вектор-функционал, 
удовлетворяющий условию IX—Е (существование такого вектор-функ­
ционала следует, например, из [15], с. 209). Задача (13я) эквивалентна 
уравнению х=А(Х, х)=Х-1х+Х-щ^КОУх. Здесь через X обозначен 
оператор умножения на фундаментальную матрицу X[i), действующий 
из Rn в Dn\ G — оператор Грина задачи &x=f, lx—0. Вполне непре­
рывные векторные поля / — Л ( 1 , •) ^=I—Xl—-Xy—Gy и /—Л(0, • ) = / — 
—XI—Xq гомотопны (соединяются невырожденной в силу условия 1) 
компактной деформацией). Следовательно, у ( / — Л ( 1 , • ) , Ъ)=у(1— 
—Л(0, • ) , 2)=у(/—XI—Хц> у 2 ) . В силу теоремы 27.1 книги [16] имеем 
y(I—Xl—X<p9 Z)=y(I-Xl-X<p, ker 2 ^ 2 ; ker и*'). Здесь к е г # = { * б 
бЬ^ : j ? x = 0 } . Соотношения х—Х-а и а=1х устанавливают линейный 
гомеоморфизм между областями {ker 2 T | 2 } c : D * и oczRn, поэтому в 
силу теоремы 26.4 [16] получаем 

у(1-Х1-Хч, kerSTIS; ker S) =y(I-l[Xl]X-l[Xq>]X, a; Rn) = 
=y(-<pX,o;Rn)¥=0. 

Таким образом, y(I—Л(1, • ) , 2)=#=0. Отсюда в силу теоремы 20.5 [16] 
задача (13) имеет в 2 по крайней мере одно решение. 

Обратимся теперь ко второму варианту утверждения: выполнены 
условия У с) у фс), Q), оператор У с : Cn-^L^ ограничен на каждом 
шаре и 2 — подмножество пространства Сп. В этом случае ход рассуж­
дений повторяется со следующими изменениями. Вместо вектор-функ­
ционала / : Dn-+Rn возьмем линейный ограниченный вектор-функцио­
нал 1С : Cn-+Rn такой, что 1СХ=Е, и рассмотрим в пространстве Сп 

вполне непрерывные гомотопные поля / — Л с ( 1 , -)=1—Xlc—Xyc—Gyc 
и / - Л с ( 0 , . ) = / ~ Х / с - Х ф С . 

Напомним, что полная непрерывность оператора вУс : С П - > С П для 
случая р = 1 установлена при доказательстве теоремы 1. В случае р > 1 
полная непрерывность оператора вУс : Сп-+Сп устанавливается сле­
дующим образом. В [17] показано, что оператор Грина представим 
в виде суммы конечномерного оператора и оператора T=VP (Р : 
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->L^ — линейный ограниченный оператор). Таким образом, достаточна 
убедиться в полной непрерывности оператора ТУ с ' Сп-+Сп. Она сле­
дует из того, что оператор V отображает каждое ограниченное мно­
жество пространства в относительно компактное подмножество про­
странства Сп. Теорема доказана. 

Нетрудно видеть, что выполнение условия 2) не зависит от выбора 
фундаментальной матрицы X(t). 

Сформулируем следствие, вытекающее из теоремы 5 для скалярного 
случая ( я = 1 ) . Зафиксируем некоторое нетривиальное решение уравне­
ния 3?х=0 и обозначим его через v(t). 

С л е д с т в и е . Пусть выполнены условия У) и ф) (Ус), Фс), Q) 
и оператор Ус *. C^L1 ограничен на каждом шаре). Пусть далее для 
всех решений хк всех задач (13^) имеет место общая априорная оценка 

d 
l l * x | | D p < d < o o ( | | j ^ | | c ^ : d < o o ) и для некоторого с> -тг7 

с > — — ) выполнено условие \|>(—c)if>(c)<0, где г |>(Ч)=ф(та(0)* 
\\щ\с / 

Тогда скалярная задача (13) имеет по крайней мере одно решение. 
Для доказательства достаточно положить 2 = {xQD^ : M D P < C 

<c\\v\\Dp} ( 2 = { * 6 С * : \\x\\c<c\\v\\c}). 
П р и м е р 4. Рассмотрим уравнение 

x=p{t)+q{t)x\ № [ 0 , 1 ] , (14J 

с краевыми условиями 
i 1 1 

{ J х (s) ds } 3 + ' J х (s) ds=x* (0) { J x (s) ds }* + x 5 (0) +x* (0) + 1 , (15) 
0 0 ^ 0 

не разрешенными относительно x(0). Здесь функции р и q суммируемы 
на [0, 1] и q(t)^0 почти всюду. Для всех решений всех уравнений 

x=K{p(t)+q(t)x*},.tG[09l]9 Яб[0, 1], (16) 

справедливо неравенство 
1 

j \i(s)\ds<{A+B\x(0)\)', (17) 
О 

где А и В — некоторые неотрицательные числа (способы получения 
таких неравенств рассматриваются в следующем параграфе). Обозначим 

1 

а=х(0), р = Jx(s)ds . Таким образом, каждому решению х уравнения 
о 

(16) соответствует точка плоскости с координатами а, р. В силу (17) 
множество таких точек содержится в множестве U={(a, р)б/?2 : | Р | ^ 
^ ( Л + В | а | ) 3 } . Запишем теперь условие (15) в виде 

а 3 + 1 

Отсюда следует, что точки кривой, определяемой уравнением (18), по­
падают в множество U разве лишь в некоторой ограниченной окрест­
ности начала координат. Так как любое решение задачи (16), (15) 
должно удовлетворять одновременно неравенству (17) и равенству (18), 
то ясно, что существует общая априорная оценка для всех решений за­
дачи (16), (15). Таким образом, остается проверить только последнее 
условие следствия из теоремы 5. Положим и(/) = 1, тогда функция ф 
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имеет вид -ф(т) = — т 5 — т 3 — 1 . Существование подходящего числа с сле­
дует из нечетности степени многочлена ф(т) , поэтому задача (14) , (15) 
имеет решение x£D\. Заметим, что если р, qQL^, то очевидно xQD^. 

§ 6. НЕКОТОРЫЕ СПОСОБЫ ПОЛУЧЕНИЯ 
АПРИОРНЫХ НЕРАВЕНСТВ 

Рассмотрим сначала способ получения априорных неравенств вида 
(6) для решений функционально-дифференциального уравнения 

х=Ух (19) 

в предположении, что оператор У : Dn^-+Ln^ удовлетворяет двусторон­
нему неравенству 

Vx£D" I (Ух) (t) | < (BQMx) (t), № [a, &i (20) 

Здесь В : L^->L^—линейный положительный вольтерров оператор (см., 
например, [18; 19, с. 194 ] ) ; Q : оператор Немыцкого: 
(Qz) (t) =to(t, z(t))y порождаемый функцией ш : [а, Ь] Х[0, о о ) - ^ [ 0 , оо) , 
непрерывной и неубывающей по второму аргументу; оператор М : Ьп->-

t 

-+L\ определяется равенством (Мх) (t)=q(t)\x(a)\+u(t) J v(s)X 
а 

X\x(s)\dsy где ^ 6 L ^ r , и, qQL^ неотрицательны, причем почти всюду 
на [а, Ь] выполняется неравенство q(t) ^ku(t)9 k= const ^ 0 . 

Отметим, что если в уравнении Sx—Ух оператор У удовлетворяет 
условию (20) , а оператор Q = j ? F обратим, причем Q - 1 : L^->L£— ре­
гулярный вольтерров оператор (это всегда так для обыкновенных диф­
ференциальных уравнений, дифференциальных уравнений с запазды­
вающим аргументом и широкого класса интегро-дифференциальных 
уравнений Вольтерра), то уравнение 2?х=Ух можно записать в виде 
x=yiX=Q-iyx—Q-iA(-)x(a) с оператором У±, удовлетворяющим 
условию (20) . 

Операторам В, Q и М поставим в соответствие обыкновенное диффе­
ренциальное уравнение y=F(t, у)=%(£)со(/, u(t)y), где х ( 0 = 

ъ 

~ ~dF ^ v(s) (B%t) (s)ds, %t — характеристическая функция отрезка 
а 

[a, t\. Решая это уравнение или оценивая его решения, можно получать 
априорные неравенства для решений уравнения (19) . А именно имеет 
место 

Т е о р е м а 6. Пусть р ^ О ; y(tt t£[a, b\—верхнее решение за-
дачи Коши 

•y=F(t,y), у(а)=$. (21) 

Тогда если х — решение уравнения (19) и \x(a)\^$/k, то 
\x(t)\^(BQz)(t), Ща,Ь], (22) 

где z(t) = u(t)y(t,k\x(a)\). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим z(t) = (Мх) (t). Легко проверить, 

что справедливо интегро-функциональное неравенство z(t) ^.u(t)X i z(t) 

X J v (s) (BQz) (s) ds+q (t) \ x (a) \. Далее для g (*) = имеем 

[ v(s)[BQ(u-Q] (s)ds+k\x(a) j . Отсюда, пользуясь леммой 3 
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[11] , получаем интегральное неравенство t(t)^ J x(s)co(s, u(s)l(s))X 
а 

Xds-\-k\x(a)\. 
Обозначим выражение в правой части этого неравенства через w(t). 

Очевидно, w£D\, w=F(t9 l)^F{t, w) и w(a) =k\x(a)\. В силу тео­
ремы о дифференциальном неравенстве (см., например, [20; 21, с. 48]) 
выполняется неравенство w(t)^y(t, р), если $^k\x(a)\. Таким обра-

zlt) 
зом, l(t) = ^УУ> k\x(a) I ) и теорема доказана. 

Легко видеть, что если со(/, z) =p{t)+\az9 то y{t,$)=e(t)$+ 
t t 

+ J 4 т " % ̂  P ̂  d s > г д е 6 ^ = exp { in J x (5) u(s) } . Если 

b 

<o(/, z) =p(^)4-j i2^, 7=7^= 1, то, обозначив d = J %(s)p(s)ds и предполо-
a 

b 

жив, что (d+p)!~^+ (1— v) |Ы jV ( s ) ^ ( s ) d s > 0 , получим p)< 

{ (rf+P) ̂ + (1 - Y ) I* J x (s) и* (s) ds } 
1 / ( 1 - V ) 

Сформулируем при помощи теоремы 6 и теоремы 3 признак разре­
шимости задачи 

х=Ух, х(а)=ц)Х (23) 

в предположении, что выполнены условия У) и ф) или условия Ус) 
и фс). 

Т е о р е м а 7. Пусть оператор У удовлетворяет условию (20), а 
tf> : R'^xL^-^R1—такой неубывающий по второму аргументу функцио­
нал, что |фх| ^ i | ) ( | x ( a ) | , \х\) Vx£D" Пусть, далее, задача (21) при 
любом р ^ О имеет верхнее решение y(t, р), t£[a, b], и множество по­
ложительных решений скалярного неравенства l^^(l, В£2иу(-, k^)) 
ограничено. Тогда задача (23) имеет по крайней мере одно решение 

v 
С л е д с т в и е . Пусть оператор У : Cn-+Ln^ непрерывен и удовле­

творяет условию (20), где (o(t, z)=p(t)+\xz^, p6L^; вектор-функцио­
нал ф : Dn-+Rn непрерывен и удовлетворяет неравенству УхвОп 

ъ 

| ф * | ^ с | * ( а ) | P l + d j J \x(s) \ P2ds Y у где с, d, pi, ръ p3 — неотрица-
a 

тельные числа. Пусть, далее, выполнены неравенства у < 1 , р > 1 , P i < l , 
Р2^р, р2'рз-у<.1- Тогда задача (23) имеет по крайней мере одно реше­
ние x£Dn. 

v 
Другой способ получения априорных неравенств основан на одно­

сторонних неравенствах, которые являются модификацией неравенств, 
применяемых при исследовании краевых задач для обыкновенных диф­
ференциальных уравнений (см. [21 ,22]) . 

Обозначим через ai i-ю компоненту вектора a = col {ai, а™}. 
Для определенности нормы | - | и | | - | | с определим равенствами 

|cc| = { f a 2.}V2, |U | | c = { j ] ( , m a x \Xi{t)\)*}W. 

Приведем схему получения априорного неравенства \x(t) \ ^m(ty 

\х(а) |) для возможных решений уравнения х=Ух в предположении, 
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что для любого x£D" почти всюду на [а, Ь] выполняются неравенства 

xi (t) (Fix) (t) ^tyij (t) \№c+<*i (t, \\x\\c), i = l , n. (24) 
j=i 

Здесь уц£Ь\— неотрицательные функции, со* : [а, 6 ] Х [ 0 , оо)->[0, оо)„ 
ъ 

\m{t, z)dt<oo Vz^zQ, i = l , . . . , п. 
а 

Для каждого решения х уравнения х—Ух имеем х 2 (£) ^х2 (а) + 

+ 2 2 J Y « W * I I ^ I I 2

c + 2 J £б[а, 6 ] , i = l , я. Отсюда 
j = l а а 

n b Ь 
ДС?(|)<^(а)+2 2 j Y i i ( 0 ^ I W I 2

c + 2 j fflf(f, | | * | | С )Л , i = l , 
i = l а о 

(25) 
Обозначим v[x] = col {||*i||2

c> . . . . ||дс„||«,}; Г = (Г„)«, Г « = 
ь ь 

=2Jyti(t)dt; Q ( 2 ) = c o l { Q i ( 2 ) , . . . . Q » ( 2 ) } , 0 * ( г ) = 2 * | m{t, z)dU 
о a 

Из неравенств (25) следует, что для всех решений х уравнения х=&~х 
выполняется априорное неравенство 

v М [JC ( a ) ] + r v [дс] + « (26) 
Если все собственные числа матрицы Г по модулю меньше единицы, то-
v [ * K ( £ - r ) - 4 v [ x ( a ) ] + Q ( I M | c ) } . 

Обозначим элементы матрицы (Е—Г)-1 через Вц, тогда \\Xi\\2

c ^ 

^кВц{Ы")\2+®Л\\х\\с)}, i=\,...,n. Отсюда 

< 2 J Ьвц{\хАа)\?+ШхШ-
г=1 j = l 

Пусть г (т) —верхняя граница множества положительных решений 
п п п 

скалярного неравенства 2 : 2 ^ т 2 { ^ т а х 5 ^ } + 2 ] Z l ^ j Q j ( z ) . Тогда 
I M I c < 2 ( | * ( a ) | ) и | i ( f ) | < т ( Г | * ( < 0 | ) = sup j [ | V y ) (t) | : £/6Я», 
№ l l c < 2 ( | * ( a ) . | ) } . 

В заключение отметим, что априорное неравенство (26) тоже может 
служить источником априорной оценки решений краевой задачи. В ка­
честве примера приведем утверждение о разрешимости задачи (23), 
в условиях которого априорная оценка получается с помощью неравен­
ства (26). 

Т е о р е м а 8. Пусть выполнены условия У) и ср) или условия Ус) 
и <рс); оператор У удовлетворяет условию 

для любого r ^ O sup {||Удс||ьр : *6D» , 1М1с<г}<оо; (27) 
существует такое М^О, что для всех x£D" таких, что | | х | 1 с > А 1 , почти 
всюду на [а, Ь] выполняются неравенства (24) и неравенства [ ф * я ] 2 ^ 

< 2 М * Л £ + Р < ( 1 М 1 с ) , t = l , п, где 6 « > 0 , р* : [0, оо)->[0, оо); 

все собственные числа матрицы Д=(Аг ; )^ , &n=eij+2 §yij(t)dt па 
а 

Ъ I f 1 
модулю меньше единицы; l i m — ~ J m(t, z)dt=0, l im—— р*(Х)=0, 
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f = 1, п. Тогда задача (23) имеет по крайней мере одно решение 
хвОп. 

v 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого р е ш е н и я х задачи х=ХУх> 

х(а)=Хц>х, Хб[0, 1 ] , удовлетворяющего условию | | х | | с>М, выполняет­
ся неравенство v[x]^v[q>x]-\-Tv[x]-\-Q(\\x\\c) (см. (26)), откуда 
v[x]^(E-A)-i{&(\\x\\c)+Q(\\x\\c)}, где 9= col {р ь . . . , р » } . Отсюда 
вытекает существование такого A f i > 0 , что lUl lc^Mi . Вместе с усло­
вием (27) это дает априорную оценку IMb P^d<°°. Остается восполь­
зоваться теоремой 1. 

§ 7. ОБ УРАВНЕНИЯХ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

В приведенных теоремах о разрешимости краевой задачи (1) можно 
выделить два основных условия относительно уравнения 2?х=Ух : на­
личие у оператора У свойства У) или Ус) и наличие соответствующе­
го априорного неравенства для всех решений этого уравнения. Здесь 
мы обсудим некоторые вопросы, связанные с применением предыдущих 
результатов к исследованию уравнения 

x=Jfx, (28) 

в котором оператор Jf : D ^ ~ ^ L ^ , вообще говоря, не обладает свой­
ством полной непрерывности и не допускает распространения до не­
прерывного оператора, действующего из С п в L J . Так как получение 
априорных неравенств не связано с наличием у оператора Ж свойства 
У) или Ус), то одна из возможностей применения в такой ситуации 
предыдущих результатов связана с установлением факта существования, 
такого уравнения 

х=Ух, (29) 

что 1) каждое его решение является решением уравнения (28); 2) опе­
ратор У удовлетворяет условию У) или Ус)- Если такой факт уста­
новлен, то, располагая априорным неравенством для всех решений урав­
нения (28), мы будем иметь его и для всех решений уравнения (29) г 

что позволит получить условия разрешимости краевой задачи для этого 
уравнения, а значит, и для исходного уравнения (28). Подчеркнем, что 
построение оператора У не является необходимым: важен только факт 
приводимости уравнения (28) к виду (29). 

Типичным представителем уравнения (28) является так называемое, 
уравнение нейтрального типа 

x=f(t, Тх, Sx), Ща,Ь]. (30) 

Здесь функция / : [a, b]xRnXRn-+Rn удовлетворяет условиям Кара-
теодори и неравенству 

\ № 21, | Z l | ) + v | Z 2 | , (31) 

где v = . const ^ 0 , а непрерывная и неубывающая по второму аргументу 
функция со : [а, Ь]х[0, о о ) - ^ [ 0 , оо) порождает оператор Немыцкого Q: 
(Qz) (t)=(u(t9 z(t))> действующий из L* в Ll

p. Оператор Т : П^-^Ь™ 
предполагается вполне непрерывным. Оператор 5 : L™-*L™ определя­
ется равенством 

< & Н ' > - t 0 при g(t)Ho,b], ( 3 2 ) 

функция g : [a, измерима, g{t)^t почти всюду на [а, Ь]> 
m e s g , ~ 1 ( e ) = 0 для любого множества еа[а, Ь] нулевой лебеговой меры 

mes g r 1 (е) 
и sup < о о , где верхняя грань берется по всем таким 
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подмножествам е отрезка [а, 6 ] , что m e s e > 0 (последнее условие вы­
полнено, если, например, отображение g взаимно-однозначно и произ-

d 
водная -^-g'^t) ограничена в существенном на [a, b][]g([a, b])t см. 
[23]) . Как показано в [23], оператор 5 : L^-^-Ln

v не может быть вполне 
непрерывным, если он отличен от нулевого оператора. 

Приводимость уравнения (30) к уравнению (29) имеет место, напри­
мер, в следующей ситуации (см. [11]) . Пусть существует такой непре­
рывный оператор Я : i > - > i > , что у=Нг является решением уравне­
ния y=f(-f z, Sy) для любого zGL™. В этом случае каждое решение 
уравнения х=НТх является решением уравнения (30). Таким образом, 
здесь У=НТ. Отметим, что свойством полной непрерывности обладает, 
в частности, линейный оператор Т : Dn-+Ln, г < о о , определяемый ра-

ь 
венством (Тх) (t)= \ dsR(t, s)x(s) (см. [ 1 3 , 2 4 , 2 5 ] ) . Эффективные 

а 
достаточные условия существования оператора Я приводятся в работе 

Покажем теперь, каким образом для решений уравнения (30) можно 
получить априорное_ неравенство (6). Пусть спектральный радиус ска­
лярного оператора S : L^-^L*, действующего по правилу (32), меньше 

Тх\^.Мх. В силу (31)_ имеем 
х\, или | i | ^ (/—vS)~ 1co(-, 

/v, а оператор Т удовлетворяет условию 
| ^ | ) + v | S * | < © ( - , | r * | ) + v 5 . 

Тх\) ^ ( / — V S J ^ Q M K . Теперь для получения априорного неравенства 
(6) можно воспользоваться теоремой 6, полагая В= ( /—vS) _ 1 . Оценки 
спектрального радиуса оператора 5 : D-^D- можно найти в работе 
[26]. Здесь отметим только, что спектральный радиус оператора 5 ра­
вен нулю, если существует такое положительное число т, что t—g(t) ^ т , 
t£[a, b] (см., например, [11]) . 

В заключение вернемся к мажорантной задаче Коши (21), с помощью 
которой в условиях теоремы 6 получается априорное неравенство (6). 
Напомним, что правая часть мажорантного уравнения y=F(t, у) опре-

ь 
d Г 

деляется равенством F(t, y)=K(t)(o(tt u(t)y), где K(t)=—^- J v(s)X 
a 

X(B%t) (s)ds, a %t — характеристическая функция отрезка [a, t]. Спе­
цифика рассматриваемого здесь случая состоит в том, что явный вид 
оператора B=(I—vS)-1 известен в исключительных случаях, и потому 
точное нахождение функции %{t), вообще говоря, невозможно. Таким 
образом, возникает необходимость в оценках для х. Непосредственному 
использованию для этой цели оценок подынтегрального выражения 
препятствует операция дифференцирования, стоящая перед интегралом. 
Рассмотрим случай, в котором возможно получить оценку для х. Заме­
тим, что х ( 0 = (B*v) (/) . Действительно, 

ь t 
% { t ) = ~aT^ (B*v)(s)Xt(s)ds= ~ I (B*v)(s)ds={B*v)(t). 

a a 
oo 

Далее, B*= (/—vS*)~{ = ^\k[S*]k. Известно (см., например, [10]) , 
ъ 

d С 
что (5*v)[t) = —£- J v(s)og(t, s)ds, где og(t, s) — характеристическая 
функция множества {(*, s) б [a, b]X[a, b] : a^g(s)^t}. Очевидно, 

ъ 

I Gg{t, s)ds = \xg(t)= mes {s6[a, b] : a < g ( s ) 
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Предположим, что почти всюду на [а, Ь] выполняется неравенство 
d 

—JJ- М*(0 ^ т < 1 Л , а функция vj(t) ограничена в существенном на 
[a, b] : v(t)^d. Так как S* : L J ^ L ^ — положительный оператор, то 
{ 0 ^ u i ^ - y 2 } = ^ { 5 * u i < S * y 2 } , поэтому имеем [S*]kv^d-mh; fe=l, 2, . . . 
Таким образом, для %(/) получаем следующую оценку: х ( £ ) ^ У ( 0 + 

1—mv 

§ 8. О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТОМАСА—ФЕРМИ 

Рассмотрим краевую задачу 

q(t)x"=f(x), *6[0, т ] , (33) 
* ( 0 ) = а , х , ( т ) = ф [ ^ ( т ) ] + ф ( х ) , (34) 

частным случаем которой является краевая задача для уравнения То­
маса — Ферми 

ftx"=хУ\ *б[0, т ] , (35) 

х(0)=а, х'(х)= x W + d

 9 a,d^0, (36) 
т 

возникающая в статистической теории атома [27]. Условия разреши­
мости задачи (33), (34) получим с помощью теоремы 1 и специального 
априорного неравенства, приводящего к априорной оценке решений. 
Отметим, что для общего уравнения второго порядка краевая задача 
с условиями (36) исследовалась другими методами в [28] и докторской 
диссертации Ю. А. Клокова (Рига, 1967 г.). 

Обозначим через W2 пространство функций х : [0, %]->~Ri, имеющих 
абсолютно непрерывную производную: | | A ; | | W 2 = \Х(0) 1 + 1^(0) 

Предположим, что неотрицательная функция q : [0, г]-*-/? 1 абсолют­

но непрерывна, не убывает и J < ° ° ; непрерывная функция 
f : Rt-^R1 неотрицательна при х^О и f(x)=0 при х < 0 ; а > 0 ; функция 
Ф : Ri-^Ri непрерывна; функционал ф : W2-+Rl непрерывен и ограничен: 
| я | ) ( х ) | < у VxGW*. 

Т е о р е м а 9. Пусть выполнены условия: для любого x&W2 и лю­
бых (0, 1 ] , 0 6 ( 0 , т) уравнение 

Б = М т - е ) [ Ф ( б ) + н > ( * ) ] ( 3 7 ) 
не имеет отрицательных решений I; для любого Т^О выполняется не­
равенство 

т 

J / ( s ) d s > т н ( Г ) - т , 2 ( а ) , (38) 

где : [0, о о ) - > [ 0 , оо) , 1 = 1 , 2, таковы, что все положительные реше­
ния i скалярного неравенства 

Л1 (I) ^ 4 " 4 ( Т ) { 1 ф ( | ) 1 + ? > ? + т * («) (39) 

ограничены одним числом g ^ m . Тогда задача (33), (34) имеет по край­
ней мере одно неотрицательное решение x£W2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Соотношения z(t) —xf(t) и x(t) =а-\-
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+ {Vz)(t), где (Vz)(t)= J z(s)ds, устанавливают взаимно-однозначное 
о 

соответствие между множествами решений задачи (33), (34) и задачи 

f(a+Vz) Г f I 
z = - ; z(%)=v[a+ ) z(s)ds \+Ъ(а+Уг). (40) 

4 о 
Поэтому достаточно установить разрешимость этой задачи. В силу тео­
ремы 1 достаточно показать, что для всех решений zK всех задач 

f(a+Vz) Г Г Г 1 1 
z=X _ L _ ; z(x)=x{q>[a+) z(s)ds \+y(a+Vz) \ 9 Щ0, 1]„ 

4 о 

( 4 0 0 
имеет место общая априорная оценка | | 2 г Л | | г > 1 ^ с < " о о . 

Для получения априорной оценки вернемся опять к уравнению вто­
рого порядка и, получив для его решений специальное априорное не­
равенство, установим общую априорную оценку для всех решений хк 

задачи 

q(t)x"(t)=lf(x(t))9 Щ09 т ] , (41) 

х(0)=а, х'(х)=Цф(г)]+Ъ(х)}у (42) 

где Хб[0, 1]. Покажем сначала, что любое решение уравнения (41), 
удовлетворяющее условиям (42), не может принимать отрицательных 
значений. Допустим, что для некоторого решения х и некоторой точки 
06(0, т) выполняются условия х ( 0 ) = О , л ; / ( 0 ) = а < О (считаем, что» 
0 — ближайшая к началу координат точка пересечения графика x(t\ 
с осью / ) . Рассмотрим задачу Коши 

q(t)y"=Xf(y)y * G [ 0 , T } , */(0)=О, * / ' ( 0 ) = а . 

Так как f(y)=0 при * /<0 , то решение этой задачи y(t) =a(t—0) (на 
[0, т] оно совпадает с выбранным нами решением х). Таким образом, 
x(x)=a(x—Q) =х'(х) (т—0) < 0 , или х(х) =К(х—0)'{<р[х(х)}у 

что противоречит условию (37). Итак, для любого решения задачи (41),. 
(42) имеем Щ09 х]. 

Для получения априорного неравенства умножим обе части уравне­
ния (41) на x'{t) и проинтегрируем по t в пределах от 0 до т. Для левой 
части получаем 

х х 

j q(t)x"(t)xf(t)dt=-j{ д(г)х"(т)-д(0)х"(0)-$ x'2(t)q'(t)dt). 
0 

Отсюда 
X 

J q{t)x"{i)x'{t)dt^\-q(x)x>*{x). (43> 
о L 

Так как J f(x(t))x'(t)dt= J f{s)ds, то для всех решений задачи (41),. 
0 о 

*(х) 

(42) выполняется априорное неравенство К J f(s)ds^ — q(x)x'2{x). 
а 

Это неравенство с учетом краевых условий (42) приводит к неравенству 
*(х) 

f(s)ds^ — q(x) ( |ф[#(т ) ] | + ? } 2 , которое выполняется для всех ре-
а 
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щтений задачи (41), (42), где Яб(0, 1]. Воспользовавшись условием (38), 
приходим к неравенству TII[A:(T)] ^ ^7(т) Цф[^(т)] | + Y } 2 + r j 2 ( a ) , ко­
торое в силу условия (39) означает, что при всех Хб(0, 1] имеет место 
общая оценка 0^хк(х)^т. При Я = 0 задача (41), (42) имеет вид 
х"=0у х(0)=а, У»(т )=0 , т. е. х°(х)—а. Таким образом, при всех 

.AG [0, 1] имеем 0 ^ х Л ( т ) ^ а + т . Далее, \xl(x) | ^ m i = sup {|(p(s) | : sG 
G[0, a+m]}+y, 0^xK(t) < а + ш 4 , *6[0, т ] , A,G[0, 1]. Отсюда сразу 
следует существование такого Л1>0, что неравенство 11**11 тг*^Л{ вы­
полняется для всех решений всех задач (41), (42). Это означает, что 
имеет место общая априорная оценка для всех решений всех задач 
(40я). Таким образом, задача (40) разрешима, а вместе с ней и исход­
ная задача (33), (34) имеет по крайней мере одно решение. Теорема 
доказана. 

Легко убедиться в выполнении условий (37) — (39) для задачи То­
маса—Ферми (35), (36). Действительно, уравнение (37) принимает 

вид l=h———— (l+d), и выполнение условия (37) очевидно. Далее, 
х 

Т 
f 2 2 

J $vzds= — Г 5 / 2 _ . _ а 5 / 2 . Наконец, неравенство (39) имеет вид 
0 0 

а 
5 2т ]/ х 5 
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УДК 517.9257 

А . 3 . МОХОНЬКО 

ОБ ОДНОМ К Л А С С Е Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х 
И Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

Используем стандартные обозначения теории мероморфных функций 
[1 ] . Говорим, что /бМоо, если f(z) — мероморфная в С функция. В { 2 ] 
иелучены оценки роста целых решений дифференциального уравнения 
(д-у.) 

f'(mz+b)=aK(z)[f{z)]*+...+a0(z); my b = const, (1) 
ui (z) —целые функции. Изучались также мероморфные решения урав­
нения 

Q(z, f(mz+b))=R(z, f(z)); m, 6 = const, (2) 

Q(z, w), R(z, w) —рациональные функции по а; и мероморфные по z 
в С; t= degwQ, s = degwR; %=s/t. Пусть T(r, а ) = Е Г ( г , a*) — сумма 
характеристик всех коэффициентов а г ( г ) уравнения (1) (или уравнения 
(2)) . В [2] (см. там же с. 1713, замечание) доказаны 

Т е о р е м а А. Пусть f — целое решение (1) такое, что Т(г, а) — 
— o(T(r, f)), г->оо. Пусть | m | = a > l . Если % = 1 , то f имеет нулевой 
порядок, если х > 1 , то In T(r, f)~ l n x l n r / l n a ~ \nlnM(r, f). 

Т е о р е м а Б. Пусть f^Moo — решение (2), Пусть \пг\ = а > 1 . Если 
и < 1 , то T(r, f) = 0(T(r, а)). Пусть % ^ 1 . Предположим, что Т(г, а) = 
= o(T(r, f)), г->оо. Если %=\, то f имеет нулевой порядок. Если х > 1 , 
то \nT(r, f)~ l n x l n r / l n a . Если в (2) | т | < 1 , то при помощи замени 
mz+b=w этот случай сводится к случаю \тп \ > 1 . 

В [3, с. 162, 171] (см. также [2]) обсуждаются условия, при кото­
рых уравнения вида (1), (2) имеют решения. Рассмотрим д.у. (а* (г) — 
целые функции) 

Г (ё(г)) =aK[f (Р (*) ) ] * + . . . (Р (*) ) + а о , (3) 
g(z) =cqzv+ . . . . + C i Z + c 0 , p{z) =bpzP+ . . . +b0; 

Ci, bj— const; \cq\=[x., | 6 P | = v ; n = q/p, a=\x/v. (4) 

Т е о р е м а 1. Пусть f — целое решение (3) такое, что T(r, а*) = 
= o(T(r, f)), 0 < i < » c . Если n=q/p>l, к^п, то \nT(r,f)~ 
~ l n l n M ( 7 , f)~ l n x l n l n r / l n n . Пусть n = l , a = j u i / v > l ; если x=lf 

то f имеет нулевой порядок, если >с>1, то \nT(r, f)~ In In Л! (г, f ) ~ 
~ l n % l n r / l n a . 

З а м е ч а н и е 1. Теорема А является следствием теоремы 1 при 
q=p=l. Если < / = / ? > 1, то в теоремах 1—3 требуется, чтобы p , /v> l> 
а если р = <7=1, требуется, чтобы \х>1. Эти ограничения соответствуют 
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