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1. Обозначения, определения и предложения. Пусть R𝑚, 𝑚 > 3, – 𝑚-мер-
ное евклидово пространство векторов 𝑥 := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) со скалярным произведением
(𝑥, 𝑦) :=

∑︀𝑚
𝑘=1 𝑥𝑘𝑦𝑘 и нормой

|𝑥| :=
(︂ 𝑚∑︁
𝑘=1

𝑥2
𝑘

)︂1/2

, 𝜎𝑚−1 := {𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥| = 1}.

Пусть 𝑑𝑥-мера Хаара на сфере 𝜎𝑚−1, инвариантная относительно группы враще-
ний 𝑆𝑂(𝑚) и нормированная единицей.

Пусть, далее, 𝐿𝑝(𝜎𝑚−1), 𝑝 ∈ (0,∞], – пространство комплексных функций 𝑓 ,
измеримых на 𝜎𝑚−1, с заданным на нем функционалом

‖𝑓‖𝑝 = ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜎𝑚−1) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂∫︁

𝜎𝑚−1
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝

<∞, 𝑝 ∈ (0,∞),

ess sup
𝑥∈𝜎𝑚−1

|𝑓(𝑥)| <∞, 𝑝 = ∞.

Функционал ‖ · ‖𝑝 при 𝑝 > 1 задает норму, а при 𝑝 ∈ (0, 1) – квазинорму в прост-
ранстве 𝐿𝑝(𝜎𝑚−1).

Пусть

𝑆(𝜆)[𝑓 ] :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥), 𝜆 =

𝑚− 2
2

(1.1)
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– ряд Фурье–Лапласа функции 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) := 𝐿1(𝜎𝑚−1), где

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓) = 𝑌

(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥) :=

𝑎𝑘∑︁
𝑗=1

̂︀𝑓𝑘,𝑗𝑌𝑘,𝑗(𝑥),
̂︀𝑓𝑘,𝑗 := (𝑓, 𝑌𝑘,𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . .

– коэффициенты Фурье–Лапласа функции 𝑓 , {𝑌𝑘,𝑗(𝑥)}, 𝑗 = 1, . . . 𝑎𝑘, – сферические
гармоники степени 𝑘, образующие ортонормированный базис в пространстве 𝐻𝑘

сферических гармоник степени 𝑘 размерности

𝑎𝑘 :=
(2𝑘 +𝑚− 2)(𝑘 +𝑚− 3)!

𝑘! (𝑚− 2)!
, (𝑓, 𝑔) :=

∫︁
𝜎𝑚−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Дифференциальные свойства функции, заданной на сфере 𝜎𝑚−1, определим следу-
ющим образом (см., например, [1]).

Пусть 𝜓 = {𝜓(𝑘)}, 𝑘 = 0, 1 . . . , – произвольная система комплексных чисел,
𝜓(0) := 1. Если для 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) ряд

𝐴0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝜓(𝑘)𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥), 𝐴0 := const,

является рядом Фурье–Лапласа некоторой функции 𝐹 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1), то по анало-
гии с периодическим случаем (см., например, [2; ч. 1, с. 149]) функцию 𝐹 назовем
𝜓-интегралом функции 𝑓 : 𝐹 = 𝐼𝜓𝑓 . Множество 𝜓-интегралов функций 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1)
обозначим через 𝐿𝜓(𝜎𝑚−1). Если N ⊂ 𝐿(𝜎𝑚−1), то 𝐿𝜓N(𝜎𝑚−1) будет обозначать
множество 𝜓-интегралов функции f ∈ N.

Пусть
𝜓(𝑘) ̸= 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , (1.2)

и ряд
∞∑︁
𝑘=1

1
𝜓(𝑘)

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)

является рядом Фурье–Лапласа некоторой функции 𝜙 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1). Функция 𝜙 назы-
вается 𝜓-производной функции 𝑓 : 𝜙(𝑥) = 𝐷𝜓(𝑓 ;𝑥) = 𝑓𝜓(𝑥). Таким образом,

𝑆(𝜆)[𝑓𝜓] =
∞∑︁
𝑘=1

1
𝜓(𝑘)

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓𝜓, 𝑥). (1.3)

Подмножество функций 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1), у которых существуют 𝜓-производные,
обозначим через 𝐿

𝜓
(𝜎𝑚−1). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝜎𝑚−1) и 𝑓𝜓 ∈ N, пишем 𝑓 ∈ 𝐿𝜓N.

Связь между 𝜓-интегралами и 𝜓-производными устанавливается в следующем
утверждении.

Предложение A [1]. Если функция 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1), ряд (1.1) – ее ряд Фурье–Ла-
пласа, и 𝜓(𝑘) ̸= 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , то 𝐼𝜓(𝑓, 𝑥) обладает 𝜓-производной и

1) 𝐷𝜓(𝐼𝜓(𝑓, 𝑥)) = 𝑓(𝑥)− 𝐶0 ,

𝐶0 = 𝑌
(𝜆)
0 (𝑓, 𝑥) = const .
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Если 𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝜎𝑚−1), ряд (1.1) – ее ряд Фурье–Лапласа, то функция 𝐷𝜓(𝑓, 𝑥)
обладает 𝜓-интегралом и при этом

2) 𝐼𝜓(𝐷𝜓(𝑓, 𝑥)) = 𝑓(𝑥) +𝐴0 , 𝐴0 = const;
3) 𝐿

𝜓
(𝜎𝑚−1) = 𝐿𝜓(𝜎𝑚−1).

Доказательство следует непосредственно из определений 𝜓-интеграла и 𝜓-
производной функции 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) (см., также, [1]).

В работе [1] приводятся условия существования 𝜓-производных 𝑓𝜓 функций 𝑓 ∈
𝐿(𝜎𝑚−1).

Введем следующие множества функций, заданных на сфере 𝜎𝑚−1 [3], [4]. При
каждом фиксированном 𝑝 ∈ (0,∞] и 𝑞 ∈ (0,∞) обозначим

𝑆(𝑝,𝑞) = 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) :=
{︂
𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) :

∞∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝 <∞

}︂
.

Элементы 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆(𝑝,𝑞) считаем тождественными, если ̂︀𝑓𝑘,𝑗 = ̂︀𝑔𝑘,𝑗 при всех 𝑗 =
1, . . . , 𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Будем говорить, что множество 𝑆(𝑝,𝑞) порождается пространством 𝐿(𝜎𝑚−1), сис-
темой функций

∞⋃︁
𝑘=0

{𝑌𝑘,1, 𝑌𝑘,2, . . . , 𝑌𝑘,𝑎𝑘} (1.4)

и числами 𝑝, 𝑞. Определим в пространстве 𝑆(𝑝,𝑞) функционал посредством равенства

‖𝑓‖𝑆(𝑝,𝑞) = ‖𝑓‖𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) :=
(︂ ∞∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝

)︂1/𝑞

. (1.5)

Множество 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) при 𝑝 ∈ [1,∞], 𝑞 ∈ [1,∞) образует линейное нормирован-
ное пространство, содержащее систему (1.4), с операциями сложения и умножения
на число, определенными на всем пространстве 𝐿(𝜎𝑚−1). При 𝑝 = 𝑞 = 2 в силу
равенства Парсеваля в 𝐿2(𝜎𝑚−1) (см., например, [5]) имеем

‖𝑓‖2 =
(︂ ∞∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖22

)︂1/2

= ‖𝑓‖𝑆(2,2) .

Пространство 𝑆(𝑝,2)(𝜎𝑚−1), 𝑝 ∈ [1,∞], является гильбертовым. При всех осталь-
ных 𝑞 ∈ (0,∞) пространства 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) наследуют важнейшие свойства гильбер-
товых пространств – равенство Парсеваля в виде соотношения (1.5) и минимальное
свойство частных сумм ряда Фурье–Лапласа (1.1), а именно, выполнено.

Предложение B [3]. Пусть

𝑃𝑛−1(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑘)
𝑗 𝑌𝑘,𝑗(𝑥)

– произвольный полином по сферическим гармоникам 𝑌𝑘(𝑥),

𝑆
(𝜆)
𝑛−1(𝑓, 𝑥) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)
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– частные суммы ряда (1.1). Среди всех сумм вида 𝑃𝑛−1(𝑥) при данном 𝑛 = 1, 2, . . .
наименее уклоняется от 𝑓 ∈ 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1), 𝑞 ∈ (0,∞), 𝑝 ∈ (0,∞] частная сумма
Фурье–Лапласа 𝑆(𝜆)

𝑛−1(𝑓):

𝐸𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) = inf
𝑃𝑛−1

‖𝑓 − 𝑃𝑛−1‖𝑆(𝑝,𝑞) = ‖𝑓 − 𝑆
(𝜆)
𝑛−1(𝑓)‖𝑆(𝑝,𝑞) ,

причем

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) = ‖𝑓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝 =

∞∑︁
𝑘=𝑛

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝.

Из предложения B следует, в частности, что система (1.4) полна в простран-
стве 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) и 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) сепарабельно.

Определим следующие классы функций [6]. Обозначим

𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) = 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝜎𝑚−1) : 𝑓𝜓 ∈ 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1)}.

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) и система 𝜓 ограничена, |𝜓(𝑘)| 6 𝐶, 𝑘 = 1, 2, . . . , то 𝑓 ∈ 𝑆(𝑝,𝑞).
Действительно, в силу определения (1.3)

‖𝑓‖𝑆(𝑝,𝑞) =
(︂ ∞∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝

)︂1/𝑞

=
(︂ ∞∑︁
𝑘=0

‖𝜓(𝑘)𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝

)︂1/𝑞

6 𝐶

(︂ ∞∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓𝜓)‖𝑞𝑝

)︂1/𝑞

= 𝐶‖𝑓𝜓‖𝑆(𝑝,𝑞) ,

т.е. 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) ⊂ 𝑆(𝑝,𝑞), 𝑝 ∈ (0,∞], 𝑞 ∈ (0,∞).
Пусть в некотором функциональном нормированном пространстве 𝑋 действует

семейство операторов 𝐴𝑢, удовлетворяющих условию

lim
𝑢→𝑢0

‖(𝐸 −𝐴𝑢)𝑓‖𝑋 = 0 (A)

для всех 𝑓 ∈ 𝑋, т.е. семейство операторов, поточечно сходящихся к тождественному
оператору 𝐸 при 𝑢→ 𝑢0. К такому виду операторов относятся, в частности, непре-
рывные методы суммирования рядов, в том числе интегралы Пуассона, различные
операторы сдвига, операторы дробного интегрирования и др. Как известно, нера-
венства типа Джексона устанавливаются в терминах приближающих агрегатов и,
как правило, разностных характеристик элементов соответствующих пространств,
построенных на основе операторов сдвига.

Данную тематику можно расширить в том смысле, что неравенства типа Джек-
сона могут быть сформулированы в терминах операторов (𝐸 − 𝐴𝑢) и их степеней,
удовлетворяющих условию (A).

На этом пути рассмотрим следующие определения. Пусть задана некоторая
система комплексных функций ℎ = {ℎ𝑘(𝑢)}, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1) таких, что

ℎ0(𝑢) := 1, |ℎ𝑘(𝑢)| < 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1),

lim
𝑢→𝜏1−

ℎ𝑘(𝑢) = 1 или lim
𝑢→𝜏0+

ℎ𝑘(𝑢) = 1, (1.6)
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и для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) ряд

∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘(𝑢)𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥) (1.7)

– это ряд Фурье–Лапласа соответствующей функции 𝑆𝑢𝑓 = 𝑆ℎ,𝑢𝑓(𝑥) ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1), т.е.

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑆𝑢𝑓, 𝑥) = ℎ𝑘(𝑢)𝑌

(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥), 𝑘 = 0, 1, . . . . (1.8)

Таким образом, система функций ℎ порождает оператор 𝐴𝑢 = 𝑆𝑢, действующий
из 𝐿(𝜎𝑚−1) в 𝐿(𝜎𝑚−1).

Пусть, далее, 𝐸 – тождественный оператор, 𝑟 – положительное действительное
число, 𝑔𝑟(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑟/2. Введем в рассмотрение известный разностный оператор
порядка 𝑟 > 0:

∆𝑟
𝑢 = ∆𝑟

ℎ,𝑢 := (𝐸 − 𝑆ℎ,𝑢)𝑟/2 =
∞∑︁
𝑘=0

1
𝑘!
𝑔(𝑘)
𝑟 (0)𝑆𝑘ℎ,𝑢,

𝑆0
ℎ,𝑢 := 𝑓, 𝑆𝑘ℎ,𝑢 = 𝑆ℎ,𝑢(𝑆𝑘−1

ℎ,𝑢 ), 𝑘 = 1, 2, . . . . (1.9)

В соответствии с (1.6)–(1.9), принимая во внимание равенство

𝑌
(𝜆)
𝑘 (∆𝑟

𝑢𝑓, 𝑥) = (1− ℎ𝑘(𝑢))𝑟/2𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥), (1.10)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝑆(𝑝,𝑞) и для всех 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1) получаем

‖∆𝑟
𝑢𝑓‖𝑆(𝑝,𝑞) =

(︂ ∞∑︁
𝑘=0

|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝

)︂1/𝑞

, (1.11)

∆𝑟
𝑢𝑓 ∈ 𝑆(𝑝,𝑞), lim

𝑢→𝜏1−(𝜏0+)
‖∆𝑟

𝑢𝑓‖𝑆(𝑝,𝑞) = 0.

В случае

ℎ𝑘(𝑢) =
𝑃

(𝜆)
𝑘 (cos𝑢)

𝑃
(𝜆)
𝑘 (1)

, 𝑢 ∈ (0, 𝜋),

где 𝑃 (𝜆)
𝑘 (𝑡) – многочлены Гегенбауэра, разностная характеристика (1.11) со сдвигом

𝑆𝑢𝑓(𝑥) =
1

|𝜎𝑚−2| sin2𝜆 𝑢

∫︁
(𝑥,𝑦)=cos𝑢

𝑓(𝑦) 𝑑𝑡(𝑦), 𝑢 ∈ (0, 𝜋),

где |𝜎𝑚−2| – “площадь поверхности” сферы 𝜎𝑚−2, и соответствующим ему моду-
лем непрерывности в пространствах 𝑆(𝑝,𝑞) рассматривались в работах автора [3], [4]
в связи с прямыми и обратными теоремами приближения в этих пространствах.

Каждое подпространство 𝐻𝑘 содержит единственную зональную сферическую
гармонику 𝑧𝑘(𝑥) вещественнозначную, зависящую только от 𝜃 = 𝑑(𝑥, 𝑥) – сфериче-
ского расстояния между точкой 𝑥 ∈ 𝜎𝑚−1 и точкой 𝑥0 = (0, . . . , 0, 1). Зональные
сферические гармоники выражаются через полиномы Гегенбауэра 𝑃 (𝜆)

𝑘 (𝑡):

𝑧𝑘(𝑥) = ̃︀𝑧𝑘(𝜃) =
𝑘 + 𝜆

𝜆
𝑃

(𝜆)
𝑘 (cos 𝜃).
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Для зональной функции 𝑔 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) и функции 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) свертка [𝑓 * 𝑔](𝑥),
как известно, определяется по формуле

[𝑓 * 𝑔](𝑥) =
∫︁
𝜎𝑚−1

𝑓(𝑦)𝑔((𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑦, [𝑓 * 𝑔] ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1),

где (𝑥, 𝑦) = cos 𝜃, если полюс 𝑥0 поместить в точку 𝑥, при этом

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥) = [𝑓 * 𝑧𝑘](𝑥). (1.12)

Относительно приведенных выше элементов гармонического анализа на сфере
𝜎𝑚−1 см. [7]–[9]. Имеет место следующее утверждение относительно условия (1.8).

Предложение 1. Если существует зональная функция 𝑔𝑢(𝑥) = ̃︀𝑔𝑢(𝜃) ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1)
такая, что

𝑆(𝜆)[𝑔𝑢] =
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘(𝑢)𝑧𝑘(𝑥), (1.13)

то для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) с рядом

𝑆(𝜆)[𝑓 ] =
∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)

ряд
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘(𝑢)𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)

является рядом Фурье–Лапласа некоторой функции 𝑆𝑢𝑓 тогда и только тогда,
когда почти всюду на 𝜎𝑚−1

𝑆𝑢𝑓(𝑥) = [𝑓 * 𝑔𝑢](𝑥) =
∫︁
𝜎𝑚−1

𝑓(𝑦)𝑔𝑢(cos 𝜃) 𝑑𝑦. (1.14)

Доказательство. Пусть 𝑆𝑢𝑓(𝑥) = [𝑓 * 𝑔𝑢]. Тогда 𝑆𝑢𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1). В силу пред-
ставления коэффициентов Фурье свертки через коэффициенты Фурье свертывае-
мых функций [8; с. 69, 70]; с учетом того, что матрицы коэффициентов зональной
функции 𝑔𝑢 являются диагональными, имеем

(̂𝑆𝑢𝑓)𝑘,𝑗 = ℎ𝑘(𝑢) ̂︀𝑓𝑘,𝑗
и, значит,

𝑆(𝜆)[𝑆𝑢𝑓 ] =
∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘(𝑢)𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥).

Обратно, пусть
𝑌

(𝜆)
𝑘 (𝑆𝑢𝑓, 𝑥) = ℎ𝑘(𝑢)𝑌

(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥).

Тогда

𝑆(𝜆)[𝑆𝑢𝑓 ] =
∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑆𝑢𝑓, 𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

ℎ𝑘(𝑢)𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)

=
∞∑︁
𝑘=0

𝑌
(𝜆)
𝑘 ([𝑓 * 𝑔𝑢], 𝑥]) = 𝑆𝜆[[𝑓 * 𝑔𝑢]].

Предложение 1 доказано.
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То же самое можно доказать, используя равенство (1.12) и ассоциативность сверт-
ки.

Пусть, к примеру, ℎ𝑘(𝑢) = 𝑢𝑘, 𝑢 ∈ (0, 1). В силу неравенства

|𝑃 (𝜆)
𝑛 (cos 𝜃)| 6 𝐶𝑛2𝜆−1

(см., например, [9; с. 106]) заключаем, что ряд

𝑃𝑢(𝜃) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘(𝑥)𝑢𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑘 + 𝜆

𝜆
𝑃

(𝜆)
𝑘 (cos 𝜃)𝑢𝑘

равномерно сходится относительно 𝜃 и, значит, является рядом Фурье ядра Пуассона
(см., например, [9; с. 107])

𝑃𝑢(𝜃) =
1− 𝑢2

(1− 2𝑢 cos 𝜃 + 𝑢2)𝜆+1
.

Следовательно, согласно предложению 1 ряд
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)

является рядом Фурье–Лапласа функции

𝑆𝑢𝑓(𝑥) =
∫︁
𝜎𝑚−1

𝑓(𝑦)𝑃𝑢(𝜃) 𝑑𝑢,

т.е. интеграла Пуассона функции 𝑓 .
Таким образом, последовательность ℎ𝑘(𝑢) = 𝑢𝑘, 𝑢 ∈ (0, 1), удовлетворяет услови-

ям (1.6), (1.8), а также условию

lim
𝑢→1−

ℎ𝑘(𝑢) = 1, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Известно [10], что в случае ℎ𝑘(𝑢) = (𝑘(𝑘 +𝑚 − 2))−𝑢/2, 𝑢 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , суще-
ствует зональная функция 𝑔𝑢(𝑥) = ̃︀𝑔𝑢(𝜃), 𝑔 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1), для которой выполняется
условие (1.13):

𝑆(𝜆)[𝑔𝑢] =
∞∑︁
𝑘=1

(𝑘(𝑘 +𝑚− 2))−𝑢/2𝑧𝑘(𝑥). (1.15)

Тогда, полагая ℎ0(𝑢) := 1 и обозначая

𝐿0(𝜎𝑚−1) :=
{︂
𝑓 ∈ 𝐿(𝜎𝑚−1) : 𝑌0(𝑓) =

∫︁
𝜎𝑚−1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0
}︂
,

из предложения 1 получаем, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿0(𝜎𝑚−1) ряд
∞∑︁
𝑘=1

(𝑘(𝑘 +𝑚− 2))−𝑢/2𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥)

является рядом Фурье–Лапласа функции 𝑆𝑢𝑓 , почти всюду на 𝜎𝑚−1 определяемой
равенством (1.14), в котором зональная функция 𝑔𝑢 определяется равенством (1.15).
При этом, данная система ℎ удовлетворяет условию (1.6) и lim𝑢→0+ ℎ𝑘(𝑢) = 1, 𝑘 =
1, 2, . . . . В этом случае, как известно, 𝑆𝑢 определяет оператор дробного интегриро-
вания на сфере 𝜎𝑚−1.
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2. Постановка задачи. Известно большое количество работ, посвященных не-
равенствам типа Джексона–Стечкина для функций, заданных на сфере 𝜎𝑚−1. К это-
му числу относятся работы Никольского и Лизоркина [11], Джафарова [12], Куш-
ниренко [13], Петровой [14], Рустамова [15], Бутцера [16]. Точные неравенства типа
Джексона–Стечкина для наилучших приближений и линейных методов приближе-
ния в пространствах непрерывных функций 𝐶(𝜎𝑚−1), 𝐿2(𝜎𝑚−1), 𝐿𝑝(𝜎𝑚−1), 𝑝 > 1
исследовались в работах Шалаева [17], Арестова и Попова [18], Бабенко [19], Гор-
бачёва [20], Попова [21], Бабенко, Доронина, Лигуна, Шумейко [22], автора [3], [4]
в пространствах 𝑆(𝑝,𝑞).

Первые точные неравенства типа Джексона в периодическом случае в простран-
стве 𝐿2(𝜎1) были получены Черных [23], [24], Бабенко [21], Тайковым [26], [27]. Точ-
ную константу в неравенстве Джексона для функций многих переменных, заданных
на торе 𝑇𝑚 в 𝐿2(𝑇𝑚) нашел Юдин [28]. Относительно других точных результатов
в этом направлении см. [29]–[33]. Аналогичные вопросы в пространствах периоди-
ческих функций, подобных 𝑆(𝑝,𝑞), исследовались в работах Степанца и Сердюка [1;
ч. 2].

В настоящей работе устанавливаются неравенства типа Джексона–Стечкина для
функций классов 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) в пространствах 𝑆(𝑝,𝑞)(𝜎𝑚−1) в терминах вели-
чин, определяемых равенством (1.11), при этом аппаратом приближения являются
линейные методы суммирования рядов Фурье–Лапласа вида

𝑈
(𝜆)
𝑛−1(𝑓,𝑀) = 𝑈

(𝜆)
𝑛−1(𝑓,𝑀, 𝑥) :=

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜇𝑘𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥),

где 𝑀 = {𝜇𝑘}, 𝑘 = 0, 1, . . . , – некоторая последовательность комплексных чисел,
𝜇0 := 1. В частности, когда 𝜇𝑘 = 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

𝑈
(𝜆)
𝑛−1(𝑓,𝑀, 𝑥) = 𝑆

(𝜆)
𝑛−1(𝑓, 𝑥).

Далее положим

𝛿𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) := ‖𝑓 − 𝑈𝑛−1(𝑓,𝑀)‖𝑆(𝑝,𝑞) .

Если 𝜇𝑘 = 1, 𝑘 = 0, 1, . . . , то

𝐸𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) = 𝛿𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) .

Нас будут интересовать оценки вида

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) 6 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
∫︁
𝑇𝜏

‖∆𝑟
𝑢𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢,

где

𝑇𝜏 :=

{︃
[𝜏, 𝜏1], если lim𝑢→𝜏1− ℎ𝑘(𝑢) = 1,
[𝜏0, 𝜏 ], если lim𝑢→𝜏0+ ℎ𝑘(𝑢) = 1,

𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1),

и

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) 6 ̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) , 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1), 𝑛 = 1, 2, . . . ,
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неулучшаемые в известном смысле, где 𝜃( · ) – некоторая ненулевая неотрицательная
суммируемая на 𝑇𝜏 функция.

В дальнейшем будем полагать

𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := max
16𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

, (2.1)

𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := sup
𝑘>𝑛−1

|𝜓(𝑘)|𝑞∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

, (2.2)

𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := max{𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞),𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)}, (2.3)

а также,

̃︀𝐾𝑛,1(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := max
16𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞

|1− ℎ𝑘(𝜏)|𝑟𝑞/2
, (2.4)

̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := sup
𝑘>𝑛−1

|𝜓(𝑘)|𝑞

|1− ℎ𝑘(𝜏)|𝑟𝑞/2
, 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1), (2.5)

̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = max{ ̃︀𝐾𝑛,1(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞), ̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)}. (2.6)

Далее также рассматриваются системы ℎ и 𝜓, удовлетворяющие дополнительным
условиям

𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|𝜓(𝑛)|𝑞∫︀

𝑇𝜏
|1− ℎ𝑛(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

(2.7)

или ̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|𝜓(𝑛)|𝑞

|1− ℎ𝑛(𝜏)|𝑟𝑞/2
, 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1). (2.8)

3. Основные результаты и следствия. Справедливо следующее утвержде-
ние.

Теорема 1. Пусть система 𝜓 = {𝜓(𝑘)}, 𝜓(0) = 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , комплексных
чисел удовлетворяет условию (1.2) и ограничена, система комплексных функций
ℎ = {ℎ𝑘(𝑢)}, 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1), удовлетворяет условиям (1.6) и (1.8). Тогда для каждой
функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) , 𝑞 ∈ [1,∞), 𝑝 ∈ (0,∞], каждой последовательности 𝑀 = {𝜇𝑘},
каждого 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1) и каждой ненулевой неотрицательной суммируемой функции
𝜃(𝑢), 𝑢 ∈ 𝑇𝜏 , при всех 𝑛 = 1, 2, . . . и при каждом 𝑟 > 0 выполняется неравенство

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) 6 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
∫︁
𝑇𝜏

‖∆𝑟
𝑢𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢. (3.1)

При этом, если системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условию (2.7), то

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀
𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢
= 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞), (3.2)

т.е. в этом случае неравенство (3.1) неулучшаемо.



НЕРАВЕНСТВА ТИПА ДЖЕКСОНА В ПРОСТРАНСТВЕ 733

Доказательство. В силу определения (1.3) и равенства (1.11) имеем

‖∆𝑟
𝑢𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) =

∞∑︁
𝑘=0

|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓𝜓)‖𝑞𝑝

=
∞∑︁
𝑘=0

|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2
1

|𝜓(𝑘)|𝑞
‖𝑌 (𝜆)

𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝. (3.3)

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) будем иметь

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) =
∞∑︁
𝑘=0

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓 − 𝑈

(𝜆)
𝑛−1(𝑓,𝑀))‖𝑞𝑝

=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

‖(1− 𝜇𝑘)𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝 +

∞∑︁
𝑘=𝑛

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝

=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

|1− 𝜇𝑘|𝑞‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝 +

∞∑︁
𝑘=𝑛

‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝

=
𝑛−1∑︁
𝑘=1

∫︀
𝑇𝜏
|1− 𝜇𝑘|𝑞|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞‖𝑌 (𝜆)

𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝𝜃(𝑢) 𝑑𝑢∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

+
∞∑︁
𝑘=𝑛

∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞‖𝑌 (𝜆)

𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝𝜃(𝑢) 𝑑𝑢∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

.

Учитывая обозначения (2.1)–(2.3) и равенство (3.3), получаем

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)

6 𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
(︂ 𝑛−1∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑇𝜏

|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

)︂

+𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
(︂ ∞∑︁
𝑘=𝑛

∫︁
𝑇𝜏

|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

)︂

6 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
(︂ ∞∑︁
𝑘=0

∫︁
𝑇𝜏

|1− ℎ𝑘(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘)|−𝑞‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

)︂
= 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)

∫︁
𝑇𝜏

‖∆𝑟
𝑢𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢.

Таким образом, неравенство (3.1) доказано.
Покажем неулучшаемость оценки (3.1), когда системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют усло-

вию (2.7).
Пусть сначала

𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = 𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)

и положим 𝑓*(𝑥) = 𝑌𝑛,1(𝑥). Тогда будем иметь

𝛿𝑞𝑛(𝑓
*,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) = ‖𝑓* − 𝑈𝑛−1(𝑓*,𝑀)‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞) = ‖𝑌𝑛,1‖𝑞𝑝,

‖∆𝑟
𝑢(𝑓

*)𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) = |1− ℎ𝑛(𝑢)|𝑟𝑞/2‖𝑌𝑛,1‖𝑞𝑝|𝜓(𝑛)|−𝑞.
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Следовательно, в силу (2.7)

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀
𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢
>

𝛿𝑞𝑛(𝑓
*,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀

𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢(𝑓*)𝜓‖
𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

=
‖𝑌𝑛,1‖𝑞𝑝∫︀

𝑇𝜏
|1− ℎ𝑛(𝑢)|𝑟𝑞/2‖𝑌𝑛,1‖𝑞𝑝|𝜓(𝑛)|−𝑞𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

=
|𝜓(𝑛)|𝑞∫︀

𝑇𝜏
|1− ℎ𝑛(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

= 𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞).

Если же

𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = 𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞),

𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|1− 𝜇𝑘0 |𝑞|𝜓(𝑘0)|𝑞∫︀

𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘0(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

,

где 1 6 𝑘0 6 𝑛− 1, полагая 𝑓*(𝑥) = 𝑌𝑘0,1(𝑥), получаем

‖∆𝑟
𝑢(𝑓

*)𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) = |1− ℎ𝑘0(𝑢)|𝑟𝑞/2|𝜓(𝑘0)|−𝑞‖𝑌𝑘0,1‖𝑞𝑝,

𝛿𝑞𝑛(𝑓
*,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) = |1− 𝜇𝑘0 |𝑞‖𝑌𝑘0,1‖𝑞𝑝.

Поэтому

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀
𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢
>

𝛿𝑞𝑛(𝑓
*,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀

𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢(𝑓*)𝜓‖
𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

=
|1− 𝜇𝑘0 |

𝑞|𝜓(𝑘0)|𝑞∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑘0(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

= 𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞).

Таким образом,

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀
𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢
> 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞).

Равенство (3.2) доказано.

Теорема 2. Пусть система 𝜓 = {𝜓(𝑘)}, 𝜓(0) = 1, 𝑘 = 1, 2, . . . комплексных
чисел удовлетворяет условию (1.2) и ограничена, система комплексных функций
ℎ = {ℎ𝑘(𝑢)}, 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1), удовлетворяет условиям (1.6) и (1.8). Тогда для каждой
функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) , 𝑞 ∈ [1,∞), 𝑝 ∈ (0,∞], каждой последовательности 𝑀 =
{𝜇𝑘}, каждого 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1) при всех 𝑛 = 1, 2, . . . и при каждом 𝑟 > 0 справедливо
неравенство

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) 6 ̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) . (3.4)

При этом, если системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условию (2.8), то для любого 𝜏 ∈
(𝜏0, 𝜏1) при всех 𝑛 = 1, 2, . . . и при каждом 𝑟 > 0

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)

‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)

= ̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞), (3.5)

т.е. в этом случае неравенство (3.4) неулучшаемо.
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Для доказательства соотношений (3.4) и (3.5) достаточно повторить с оче-
видными изменениями приведенные выше рассуждения с учетом условия (2.8) и
обозначений (2.4)–(2.6).

Для наилучших приближений получаем такие следствия.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 справедливо неравенство

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) 6 𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
∫︁
𝑇𝜏

‖∆𝑟
𝑢𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢.

При этом, если системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условию (2.7), то для всех 𝜏 ∈
(𝜏0, 𝜏1) и при всех 𝑛 = 1, 2, . . . .

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞)∫︀
𝑇𝜏
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢
=

|𝜓(𝑛)|𝑞∫︀
𝑇𝜏
|1− ℎ𝑛(𝑢)|𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

.

Следствие 2. В условиях теоремы 2 имеет место неравенство

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) 6 ̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) , 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1).

При этом, если системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условию (2.8), то для каждого
𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1) при всех 𝑛 = 1, 2, . . . .

sup
𝑓∈𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞)

𝑓 ̸=const

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞)

‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)

=
|𝜓(𝑛)|𝑞

|1− ℎ𝑛(𝜏)|𝑟𝑞/2
.

Следствие 3. Если системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условию (2.8), то в услови-
ях теоремы 2 справедливы неулучшаемые неравенства

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞)

6 max
{︂

max
𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞

|1− ℎ𝑘(𝜏)|𝑟𝑞/2
,

|𝜓(𝑛)|𝑞

|1− ℎ𝑛(𝜏)|𝑟𝑞/2

}︂
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞) , 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1),

в частности,

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) 6
|𝜓(𝑛)|𝑞

|1− ℎ𝑛(𝜏)|𝑟𝑞/2
‖∆𝑟

𝜏𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞) , 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1).

Сравнивая множители при ‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) , нетрудно убедиться, что если последова-

тельность 𝑀 = {𝜇𝑘} такова, что при некотором 𝜏 = 𝜏(𝑛) ∈ (𝜏0, 𝜏1) при всех 𝑘 6 𝑛−1

|1− 𝜇𝑘| 6
|1− ℎ𝑘(𝜏)|𝑟/2|𝜓(𝑛)|
|1− ℎ𝑛(𝜏)|𝑟/2|𝜓(𝑘)|

,

то упомянутые множители в рассматриваемых неравенствах совпадают.
Далее заметим, что системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условиям (2.7) и (2.8), если

последовательность чисел {|𝜓(𝑘)|}, 𝑘 = 1, 2, . . . , монотонно убывает, а система дей-
ствительных функций ℎ = {ℎ𝑘(𝑢)} такова, что при каждом фиксированном 𝑢 ∈
(𝜏0, 𝜏1) последовательность действительных чисел {ℎ𝑘(𝑢)}, помимо указанных выше
условий, так же монотонно убывает. Стало быть, имеют место следующие утвер-
ждения.
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Теорема 3. Пусть система {𝜓(𝑘)}, 𝜓(0) = 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , комплексных чисел
удовлетворяет условию (1.2) и последовательность {|𝜓(𝑘)|} монотонно убыва-
ет, система действительных функций {ℎ𝑘(𝑢)}, 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1), удовлетворяет усло-
виям (1.6), (1.7) и при каждом фиксированном 𝑢 ∈ (𝜏0, 𝜏1) последовательность
чисел {ℎ𝑘(𝑢)}, 𝑘 = 1, 2, . . . , монотонно убывает. Тогда для каждой функции 𝑓 ∈
𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) , каждой последовательности 𝑀 = {𝜇𝑘}, каждого 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1) и любой
ненулевой неотрицательной суммируемой на 𝑇𝜏 функции 𝜃( · ) при всех 𝑟 > 0 и
при каждом 𝑛 = 1, 2, . . . , имеет место неулучшаемое неравенство (3.1), где мно-
житель 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) определен равенством (2.3), в котором

𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = max
16𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞∫︀
𝑇𝜏

(1− ℎ𝑘(𝑢))𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢
, (3.6)

𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|𝜓(𝑛)|𝑞∫︀

𝑇𝜏
(1− ℎ𝑛(𝑢))𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

. (3.7)

Теорема 4. Пусть системы ℎ и 𝜓 удовлетворяют условиям теоремы 3. Тогда
для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) , каждой последовательности 𝑀 = {𝜇𝑘}, каждо-
го 𝜏 ∈ (𝜏0, 𝜏1) при всех 𝑟 > 0 и при каждом 𝑛 = 1, 2, . . . имеет место неулучшаемое
неравенство (3.4), где множитель ̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) определен равенством (2.6),
в котором ̃︀𝐾𝑛,1(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = max

16𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞

(1− ℎ𝑘(𝜏))𝑟𝑞/2
, (3.8)

̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|𝜓(𝑛)|𝑞

(1− ℎ𝑛(𝜏))𝑟𝑞/2
. (3.9)

Возьмем в качестве системы ℎ последовательность функций ℎ𝑘(𝑢) = 𝑢𝑘, 𝑘 =
0, 1, . . . , 𝑢 ∈ (0, 1). В этом случае, в соответствии с определениями (1.8)–(1.11),
имеем

𝑆𝑢𝑓(𝑥) =
∫︁
𝜎𝑚−1

𝑓(𝑦)𝑃𝑢(𝜃) 𝑑𝑦, 𝑆𝜆[𝑆𝑢𝑓 ] =
∞∑︁
𝑘=0

𝑢𝑘𝑌
(𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥),

𝑆𝜆[∆𝑟
𝑢𝑓 ] =

∞∑︁
𝑘=0

(1− 𝑢𝑘)𝑟𝑞/2𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓, 𝑥), ‖∆𝑟

𝑢𝑓‖
𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) =

∞∑︁
𝑘=0

(1− 𝑢𝑘)𝑟𝑞/2‖𝑌 (𝜆)
𝑘 (𝑓)‖𝑞𝑝,

Поэтому из теорем 3 и 4, учитывая равенства (3.6)–(3.9), получаем следующее утвер-
ждение.

Следствие 4. Пусть система 𝜓 = {𝜓(𝑘)}, 𝜓(0) = 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , комплекс-
ных чисел удовлетворяет условию (1.2) и последовательность {|𝜓(𝑘)|} монотонно
убывает. Тогда для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) , каждой последовательности
𝑀 = {𝜇𝑘}, каждого 𝜏 ∈ (0, 1) и каждой ненулевой неотрицательной суммируемой
на [𝜏, 1] функции 𝜃( · ) при всех 𝑟 > 0 и при каждом 𝑛 = 1, 2, . . . имеют место
неулучшаемые неравенства

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) 6 𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)
∫︁ 1

𝜏

‖∆𝑟
𝑢𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢, (3.10)

где

𝐾𝑛(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := max{𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞),𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)},
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𝐾𝑛,1(𝑀, 𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = max
16𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞∫︀ 1

𝜏
(1− 𝑢𝑘)𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

,

𝐾𝑛,2(𝜃, ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|𝜓(𝑛)|𝑞∫︀ 1

𝜏
(1− 𝑢𝑛)𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

;

в частности,

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) 6
|𝜓(𝑛)|𝑞

∫︀ 1

𝜏
‖∆𝑟

𝑢𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞)𝜃(𝑢) 𝑑𝑢∫︀ 1

𝜏
(1− 𝑢𝑛)𝑟𝑞/2𝜃(𝑢) 𝑑𝑢

, (3.11)

а также неулучшаемые неравенства

𝛿𝑞𝑛(𝑓,𝑀)𝑆(𝑝,𝑞) 6 ̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)‖∆𝑟
𝜏𝑓

𝜓‖𝑞
𝑆(𝑝,𝑞) , (3.12)

где

̃︀𝐾𝑛(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) := max{ ̃︀𝐾𝑛,1(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞), ̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞)},̃︀𝐾𝑛,1(𝑀,ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) = max
16𝑘6𝑛−1

|1− 𝜇𝑘|𝑞|𝜓(𝑘)|𝑞

(1− 𝜏𝑘)𝑟𝑞/2
,

̃︀𝐾𝑛,2(ℎ, 𝑟, 𝜓, 𝜏, 𝑞) =
|𝜓(𝑛)|𝑞

(1− 𝜏𝑛)𝑟𝑞/2
, 𝜏 ∈ (0, 1);

в частности,

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) 6
|𝜓(𝑛)|𝑞

(1− 𝜏𝑛)𝑟𝑞/2
‖∆𝑟

𝜏𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞) , (3.13)

если же 𝜏 = 𝜏(𝑛, 𝑠) = 𝑠−1/𝑛 , 𝑠 > 1, то

𝐸𝑞𝑛(𝑓)𝑆(𝑝,𝑞) 6

(︂
𝑠

𝑠− 1

)︂𝑟𝑞/2
|𝜓(𝑛)|𝑞‖∆𝑟

𝑠−1/𝑛𝑓
𝜓‖𝑞

𝑆(𝑝,𝑞) . (3.14)

Полагая

𝜓(𝑘) = 𝜓(𝑘,𝑚) = (𝑘(𝑘 +𝑚− 2))−𝛼/2, 𝛼 > 0,

𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞) := 𝐿𝛼𝑆(𝑝,𝑞), 𝑓𝜓 := 𝑓 (𝛼),

получаем оценки, аналогичные оценкам (3.10)–(3.14) для функций классов 𝐿𝛼𝑆(𝑝,𝑞),
которые в случае 𝑆(2,2)(𝜎𝑚−1) = 𝐿2(𝜎𝑚−1) и 𝑟 = 2𝑙, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑠 = 2, ранее были
получены в [22].

Пусть, далее,

𝜓(𝑘) = 𝜓𝛾,𝛼(𝑘) = exp(−𝛾𝑘𝛼), 𝛾 > 0, 𝛼 > 0.

Тогда для классов функций 𝐿𝜓𝛾,𝛼𝑆(𝑝,𝑞) := 𝐿𝜓𝑆(𝑝,𝑞), 𝑓𝜓 := 𝑓𝜓𝛾,𝛼 , состоящих из бес-
конечно дифференцируемых на сфере функций в смысле действия оператора Ла-
пласа–Бельтрами, из оценок (3.10)–(3.14) получаем соответствующие неулучшаемые
неравенства типа Джексона–Стечкина.
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