
П.П.Таммела 

К ТЕОРИИ ПРИВЕДЕНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 
ПО ВЕНКОВУ 

Эта работа посвящена теории приведения положительных квадра­
тичных форм по Б.А.Венкову [з] . С определениями и результатами 
теории приведения положительных квадратичных форм читатель может 
ознакомиться по работам [i-II, I3-I7] . Прежде, чем сформулиро­
вать основной результат статьи - теорему I, приведем некоторые 
обозначения и определения из работ [з, 9J . Пусть ' 

lex)=£ v^ x j , 9 <*b$miVt*j N = V W l'H.~.*) -
две положительно определенные квадратичные формы; положим 

М^/^ (I) 
Выражение (f > $) называется полуинвариантом Вороного [ 5J , а иног­
да скалярным или внутренним произведением j (X) и а (х). При 

получаем к , у \ 

Форма F(x)=^A-t:X-l/Xj='f(x) называется взаимной к форме 
•f , если коэффициенты Ati являются алгебраическими дополне­

ниями элементов (Х-и в определителе матрицы (я^Л формы •$• 
Через -J S обозначаем квадратичную форму, получающуюся из формы 
•$" целой унимодулярной подстановкой о . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть ^ - данная положительно определенная 
квадратичная форма, Р̂ - ей взаимная форма. Обозначим через 
V (<-?) множество всех положительных квадратичных форм "$ ., удов­
летворяющих неравенствам 

• ( f , * ) « ( f . n f s ) , . (3) 

когда S пробегает множество всех целых унимодулярных матриц. 
Форму >J> называем базисной формой области приведения Венкова 
V (<j) , а форма -J называется ^ - приведенной формой или фор­
мой приведенной по Венкову относительно базисной формы ^ .. 

В работе [з] Б.А.Венковым было доказано, что области приведе­
ния V ( -() являются простыми гоноэдрами в смысле определения 
С.С.Рышкова и Е.П.Барановского [9J : 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Квадратичная форма j ( x 1 ; . . . ? X ^ ранга Ъ 
называется простой, если она целым унимодулярным преобразованием 
приводится к виду | (X.,,. .., Ж г ) . Ограниченный конечногранный 
многогранник Q c К ( К ~ конус положительности) называется 
простым, если всем его вершинам соответствуют простые квадратич­
ные формы. Бесконечная пирамида с вершиной в вершине 0 конуса 
положительности К называется простым гоноэдром, если построена 
над простым многогранником Q с Ж . 

ТЕОРЕМА I. Пусть П - простой гоноэдр. Тогда существует та­
кой конечный набор целых унимодулярных матриц ЗЬ(П)=|_оЛ._, что 
для любой формы С р е П все неравенства (3), определяющие область 
приведения Венкова V {$) > являются следствиями конечного числа 
неравенств: 

а Т И ^ О bel;.. ̂  (4) 
здесь S;, пробегает элементы множествами) ( П ) . 

Доказательство теоремы I будет дано в § 3. Оно существенно 
отличается от доказательства теоремы о конечности числа независи­
мых неравенств, определяющих область приведения Венкова V(«f) (ем. 
|_3, 16, I5J ), где предполагается фиксированность положительно 
определенной формы vJ> . 

В § 4 мы конкретизируем основную теорему в случае когда H-S» 
а в качестве простого гоноэдра П взята однократная область Зел-
линга (теорема 3). В этом же параграфе мы (теорема 4) вычисляем 
грани области приведения V(^o) , r f l e ^ x f + X ^ X j + X ^ ^ X ^ X j + X ^ , 
на которую, обратил внимание С.С.Рышков [в ] . Теорема 4 сравни­
тельно просто выводится из теоремы 3. 

В § 5 мы предлагаем один результат (теорема 5) о деформации 
области приведения Венкова V(if) , когда ^ движется по специаль­
ному отрезку прямой в пространстве коэффициентов. 

Автор выражает благодарность А.В.Малышеву за постановку за­
дач и внимание к работе. 

*' Подчеркнем, что множество Зг> (П) не зависит от выбора 
базисной формы ^ . 
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§ 2. Доказательство вспомогательной теоремы 

Доказательство теоремы I базируется на следующем предложении, 
ТЕОРЕМА 2. Пусть П,, и Г \ - простые гоноэдры. Тогда еущеот-

вует такое конечное множество целых унимодулярных матриц^ (П..Ш 
t ч1еМ' что для лю^ых положительно определенных квадратич­

ных форм i еП|И ^ е П ^ все представления минимума 

(iMi-S) (5) 

на множестве целых унимодулярных матриц SeCl/lV,2) содержатся В 

Прежде всего заметим, что при доказательстве Теоремы 2 мы мо­
жем считать, не нарушая общности, что П^ и Г \ - области приве* 
дения Минковского (кратная или однократная). Ибо по лемме 2.6 ра­
боты £9J каждый простой гоноэдр покрывается конечным набором 
множеств, эквивалентных области приведения Минковского. Любая 
форма из области приведения Минковского имеет вид 

где J.., ••j'ffjj,- ребровые формы. Если 

то пь т, ' 

каждое из выражений ("fi^jS) является квадратичной формой элемен­
тов матрицы S • Справедлива следующая лемма, которая является 
простым обобщением леммы I работы Крисалли [_I5J . 

ЛЕММА I. Пусть « ^ и Ц>: - ребровые ф>рмы области приведения 
Минковского, соответственно ранга К и ранга -б . Тогда(^-ь,«^§) 
является положительно определенной квадратичной формой от элемен­
тов S , находящихся в пересечении строк с номерамиhrt+f.ll-i+J... 
.. .,1V и столбцов с номерами ft-k +1 > • • • , tV • 

ЛЕММА 2. Пусть 01/ - класс всех целых унимодулярных матриц, 
у которых элементы на некотором заданном наборе мест фиксированы. 
Тогда в классе ОЬ существует конечное число матриц S , пред­
ставляющих минимум (•$•>( , ^ £ ) для любых положительно определенных 
квадратичных форм -f. и -Ĵ  , приведенных по Минковскому. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО этой леммы проводится индукцией вниз по числу 
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фиксированных элементов матриц класса. Утверждение леммы очевид­
но, если все п элементов фиксированы, т.е. класс 0V состоит из 
одной матрицы S , которая является представлением минимума. 

Пусть наше утверждение доказано для всех классов целых уни­
модулярных матриц, у которых фиксированы не менее чем к элемен­
тов, r t ^ k £.1 . Рассмотрим класс ОЦ целых унимодулярных мат­
риц, у которых фиксированы некоторые К-1 элементов. 

Фиксируем некоторую матрицу $,, е ОЦ. Тогда для любого 5 е &1А 
представляющего минимум выражения ( i , , f . S ) ' 

Выражения^ JjS^n(Lp^ *-f;S.f) равны, если они зависят только 
от фиксированных элементов матриц класса ОЬ . Так как J^ и у^ -
положительно определенные квадратичные формы, то из неравенства 
(6) следует, что хотя бы для одного набора индексов (I, i) с 

) \ У 0 At- > 0 выполняется неравенство 

(^)Ч^$<)> (7) 
где обе стороны неравенства зависят и от нефиксированных элемен­
тов матриц класса 0[/| . В силу леммы I все нефиксированные эле­
менты матрицы S е © Ц , от которых зависит (J>- ф. S ) должны при­
надлежать конечному множеству значений. Так как число ребровых 
форм области приведения Минковского конечно, то все матрицы $ 
представления минимума (^jf^S) из класса Oti должны принад­
лежать хотя бы одному из конечного набора классов, у которых 
фиксированы не менее к элементов. Используя индукционное пред­
положение отсюда выводим лемму 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Так как Q.L(n,Z)- класс всех целых 
унимодулярных матриц, у которых элементы фиксированы на пустом 
наборе мест, то по лемме 2 в этом множестве существует лишь ко­
нечное число матриц S , представляющих минимум (f *, f й S ) • 
при любых положительно определенных квадратичных формах f +, -fг , 
приведенных по Минковскому. Теорема 2 доказана. 

§ 3. Доказательство основной Теоремы 

Пусть Щ/ - область приведения Минковского, П - простой го-
ноэдр и je (73^,П)~ такое множество целых унимодулярных матриц, 
что для любой Ъе& (Щ/ П) существует хотя бы одна положительно 
определенная квадратичная форма feim/и одна положительно опре-
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деленная квадратичная форма 73 € П , для которых S . представ­
ляет минимум (f ,Cj> S) на множестве всех целых унимодулярных мат­
риц. 8 силу теоремы 2 множество i° ('й'1/7П) конечно. Это означает, 
что все области приведения Венкова V(̂ -P) с \3 € П перекрывают­
ся конечным множеством областей Минковокого; т.е. существует ко -
нечное множество областей Минковского, которые пересекаются по 
невырожденным формам областями Венкова V(if) для всехчРеП . 

По определению областей приведения Венкова V(iP) мы получаем, 
что любая грань высшей размерности V(>f) определяется уравнением 
вида 

где S - целая унимодулярная матрица. Так как 
( f ,7S.)-(fST ,^) , 

то мы получаем, что S является преобразованием форм из грани 
(8) области YOf) в формы из некоторой грани V(iP) . 

Для доказательства основной теоремы достаточно показать, что 
число преобразований -.Ц> - приведенных положительно определен­
ных квадратичных форм в d> - приведенные формы (т.е. в область 
V (iP) ) конечно при всех »Р £ П , и все они содержатся в одном 
конечном множестве. 

Пусть •£ - любая положительно определенная форма из области 
приведения Минковского и $ - любое из преобразований f в iP— 
приведенную форму. Тогда по определению 3& ( W , П ) и области 
V(4>) (при ̂  е П ) получаем, что S €=: ̂ ё (ТйТ,П)- Поэтому все 
преобразования ^ - приведенных форм в if - приведенные формы, 
содержатся среди преобразований 

где Из конечности выводим конечность 
множества С9). Так как Ж (П)содержится в (9Х, то мы получаем и 
его конечность. Теорема I доказана. 

§ 4. Случай К1=3 основной теоремы для однократной области 
приведения Зедлинга 

Квадратичные формы в области приведения Зеллинга как главной 
совершенной области имеют представление 
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где А,,, %,.. -,А6^ 0 . Пусть S=^S4l'Sjb, S3) ~ целая унимодулярная 
матрица со столбцами S ^ S J ^ S J . Тогда 

t* s4Hfe) +M(S*)^ 
где форма О- имеет вид (10J. Каждой матрице S сопоставляем 
расширенную матрицу 

S=(s<isa)s3,srs,)srs3;si-s3). сю 
Заметим, что группа £. целых унимодулярных перестановок ква­

дратов Х1,Х^)Х3)^Х1-Х)Л*'(Х1-3^)(Х;£-С1^ преобразует любую приведен­
ную по Зеллингу форму в форму, приведенную по Зеллингу. Группе 
Q 0 соответствуют перестановки (возможно, с изменением знаков) 

столбцов в расширенной матрице (12). 
Однократной области приведения Зеллинга принадлежат фор­

мы вида (10), у которых 0 ^ \ ^ . К 5 $ . К 6 ) А А К 5 ) А Г ^ Х | Э-Ц-^^ft-
ТЕОРЕМА 3. Грани высшей размерности областей приведения Вен-

кова V(yj , когда Ц> лежит в однократной области Зеллинга, оп­
ределяются целыми унимодулярными матрицами S , у которых 

В основе доказательства этой теоремы лежат конструкции дока­
зательств теорем I и 2 (когда П ^ и Пц_ - однократные области 
приведения Зеллинга) и следующая лемма 3. 

ЛЕММА 3. Пусть •$• не лежит в грани однократной области при­
ведения Зеллинга размерности менее f\|-i=: Ш £ £ 1 М = 5 . Тогда в рас­
ширенной матрице § матрицы $ , представляющей минимум f-J-S> 5 ) 
имеется три линейно независимых векторов смежности форм, приве­
денных по Зеллингу. 

Теорему 3 и лемму 3 мы применяем для описания *(^ 0) Сем. 
L8J ), где vP = X-+Х2+Х3+0С1Х2+Х.Х + Х аХ 3- главная совершенная 
форма. 

ТЕОРЕМА 4. Область приведения V(if>0) задается следующими 42 
независимыми неравенствами: 

а11+ба1.-2а^5оа1+Яо1..--6а1к > 0; , , 

au-eair2!aLlc+4aJK»Oi а-^+^-Щ^^О:, 
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где i>,j, к пробегают все перестановки чисел I, 2, 3. 
Доказательство независимости этой системы неравенств следу­

ет из теоремы Ыинковекого-Фаркаша [l2, лемма 2-4j . Совокупность 
этих неравенств получается с помощью теоремы 3 из множества мат­
риц (как подмножества матриц леммы 3) представлений минимумов 
{fS,^») при условии, что -J- не лежит в гранях однократной облас­
ти приведения Зеллинга размерности менее N--1 = - ^ ~1 ш5. 

§ 5. Об одном семействе областей приведения Венкова 
Б этом параграфе для tv=3 мы определим грани высшей размер­

ности областей приведения V (*fx) » когда X пробегает все веще­
ственные значения от 0 до 4- , а 

ПриТ = 0 получаем симметризованную область приведения Маяковско­
го Ttft/ я гари % « А - область приведения Зеллинга \Р . 

Рассмотрим следующие четыре набора матриц 

\о f IP 
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здесь eL,fityfi пробегают независимо множество значений -И и**| . 
К каждому набору матриц I - 1У присоединим также матрицы, получа­
емые из матриц этого набора перестановкой строк, _ 

ТЕОРЕМА 5. Область приведения Венкова V(^^) , где ^ =*Х^ + 
+^+Xj+2t(OD<X1+o^3Cj+a&acc^, определяется независимыми неравен­
ствами 

(f ,? t)*(fWts) . 
где _ 

1) при 0 <*<•£ матрица S пробегает наборы матриц I и Д j 
2) при t » 4 ; матрица S пробегает наборы матриц I и Ц ; 
3) при %ж 0 матрица S пробегает набор матриц Щ, 
Если S, и %„ две матрицы из какого-нибудь набора 1 ~ ц( , 

отличающиеся лишь перестановкой строк, то они задают одно незави­
симое неравенство. 

Теорема ранее была доказана при t*=0 и "t = -£ • Приведем 
здесь лишь формулировку леммы, на которой основывается доказатель­
ство теоремы. 

ЛЕММА 4. Пусть форма f удовлетворяет условиям теоремы, при­
чем вое неравенства строгие. Тогда координаты векторов смежнос­
ти формы f не превосходят по абсолютной величине I, 
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