
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ОООР. 1931 •.-
BULLETIN* DE L'ACADÉMIE DES SCJ^SMCES DE L'UBSS 

Classe des sciences Отделение' математических 
mathémat iques et na ture l les и естественных наук 

S ü ß U l i CLASSE BE FORMULES B'INTERPOLATION 

Par SERGE BERNSTEIN 

1. Il est connu qu'aucune distribution des noeuds dans les polynômes 
d'interpolation de Lagrange ne peut garantir la convergence de ces poly-
nômes dans le cas d'une fonction continue absolument arbitraire. 

J'ai donné successivement * deux procédés différents pour remédier 
à cet incovenient en remplaçant les polynômes de Lagrange par des poly­
nômes de degré un peu supérieur correspondant aux. mêmes noeuds. Je vou- • 
drais développer ici quelques remarques concernant le second de ces pro­
cédés que j 'a i indiqué 1 incidemment 'dans les articles cités.: 

Le problème d'interpolation trigonométrique étant équivalent à celui 
de l'interpolation par polynômes, c'est le premier que nous considérerons, 
pour fixer les idées. • 

Soit une fonction continue .périodique de période/2тг donnée 
en 2m -4-1 points équidistants de cet intervalle 

• • • A ' 2/стг 
• ? 

к 2m4hl 

où & = 0, 1, . . 2m. Formons la somme trigonométrique Pw(6) d'ordre 

P (K)
 1 V 2 _ i _ _ І /7Ѳ.) (h > m) (1) 

* Sur une modification de la formu^JSaiterpolation de Lagrange. Comm. [Soc. Math. 
Kharkow, t. У (1931); Sur une formult#^§g^%^e M. de la Vallée Poussin, ibid. 
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qui satisfait manifestement à la condition que 

pn(h) = f(%l (fc=o,i,...,âm). 

De plus, en écrivant 

n 
A, 

ад=?Ч"2 grinte, (2) 

on trouve, en tenant compte de l'identité 

sm —g—Ѳ sm—£—•{ 
; 2 Й Ч - 1 ^ 

2 { [ 2 Ä 4 - 1 ] [ C O S 6 H H . . . H-cos(m — h) Ѳ] н - 2Й cos (m — &-4-1)6 

'-+- . . . - + - 2 c o s ( m ~ + - — 1) .6H-.COS(W-I-Ä )6} 

que 
2m 

fc=0 

2m 

fe=0 

2 w H h - I — i 

i <; m — h 

2m 

'» 2A-+-1 2w 

2 — i 

г 2 w cosi 
fco 
2wi 

* 2Ä-+-1 2m Г 2 W s i n ^ 

m — h < i ^ я-

i- (3) 

Observons que les cas extrêmes, où & = 0, Ä = m, correspondent, 
respectivement, à la formule classique de Lagrange, et à la formule .de 
M. Jackson,* Toutes les formules intermédiaires, où 0 < h < m, sont 

* Jackson. A formula of trigonometric interpolation. Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo 1914; S. Bernstein. Sur le convergence absolue des séries trîgonométriques. С. R. Paris, 
Juin, 1914, et en russe: Об абсолютной сходимости тригонометрических рядов. Comm. Soc. 
Math. Kharkov, t. XIV, 1914. 
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-caractérisées par le fait que les coefficients de Pn (Ѳ), pour i^m—h, sont 
identiques à ceux de la formule correspondante de Lagrange, les autres 
coefficients satisfaisant deux à deux aux identités 

(n 1 -j) ^ = ( Ä + 1 - i) Aj, (n 1 - i ) B4 = - (л 1 - г) J? . ( 4 ) 

lorsque i - i - j = 2 m н - 1. 
On peut remarquer aussi, que pour m — A < г ̂  m, on a 

Л і ~ 2A-+-1 Л л 2 А - Ы ^< ( 5 j 

si l'on désigne par ДД J5/ les coefficients correspondants de la formule 
classique de Lagrange; et ensuite les coefficients correspondant à m <Ci^n 
se déduisent des formules (4 ) . 

Il est essentiel de noter que, d'après ce qui précède, les sommes 
t r îgonométr iques in te rpola t r ices Pm+h(Ѳ) dans le cas où ДѲ) est une 
somme t r igonomét r ique d'ordre non supérieur à wi-—h sont iden­
t iques à ces dern ières : P m + h (Ѳ) = f(Ѳ). 

Montrons à présent que l'on a 

:S1 

Ш \ < М . (7) 

A cet effet, observons d'abord que 

( 2 * » ч - 1 ) ( 2 А - * - 1 ) - * р s i n 2 
- = 1, (8) 

o r la somme trigonométrique considérée étant au plus de l'ordre A et ne 

changeant pas de valeur, lorsqu'on remplace Ѳ par & + d o i t se ré­

duire à une constante G] cette constante G qui est la somme des termes 

-constants de chaque terme de (8) tous égaux à t >

 1

 г

 5 est donc égale à 

2 ш ч н 1 _ l 

75* 
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Par conséquent, en vertu de l'inégalité 

2m 

2 
sm — г — (Ѳ - Ѳй) sm — г — (Ѳ— Ѳ7г) 

2 ' " sin* ^ ( Ѳ - Ѳ,) s i n * ^ L i ( Ѳ _ 6 j f c ) 

sur 
I F 2 J ' sm2——^ 

' = (2m -i- 1) і/Зш н - 1)(2Ä 1), 

on a 

Le signe d'égalité ne pourra ici être réalisé que pour h —m. 
Mais pour le cas, où 

2/я-ь-1 

(6) 

est un nombre entier, nous donnerons une limite supérieure de | Pm+h (0) 
qui pourra effectivement être atteinte. 

Si 

\f(h)\<h (7bis) 

2m - f -1 
on a, en supposant que Ж=-^д—[- e s ^ u n nombre entier, 

1^д(0)і<^ = і ^ s i n ^ s i n g . 2ІѴ— I 
• sm ———'тс 2Ж 

(9) 

En effet, posons k — \N-i-p, où À et p < i V sont deux nombres 
entiers positifs, et -soit zh = Ѳ — ÔA; nous aurons donc 
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2 Й - Н І 

2m-+- 1 
. 2тчг-1 s m — - — & 1 

p=0 

sm- JV-î. 

p=0 
in / 9 . P ^ l ^ j r -ÄJ q î y i 2 p , (10) 

2JV 

le maximum absolu de cette somme étant manifestement atteint pour 

? = ( 2 » + l ) « o = 

Il est fort remarquable que la somme trigonométrique Р т + Л (6) qui 
réalise l'extremum est de l'ordre de m—Ъ seulement, de sorte que notre 
proposition peut être complétée de la façon suivante : 

Si une somme t r igonométr ique 8 m _ h (Ѳ) d'ordre m — h ne 
dépasse pas 1 en valeur absolue en 2 m - t - 1 équidistants 

2ÌCK 

2 m + l 

on a pour toute valeur de Ѳ 

(9bis) 
p=0 s m 2N 

pourvu que 
2m 4-1 

: 2A-+-1 

soit un nombre ent ier , la valeur L pouvant effectivement ê t re 

a t t e in te , si 

sm û I V 1 

— s m — ( Ѳ —Ѳр) — 2 -
р=.0 

Ì1 suffit d'observer que 

Sm-h ( У == ( - ïf* = ( - l ) p (où * = ХУ ч - p) 

et que le second membre se réduit à L pour 

. _ 2 У — 1 

(11) 
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° и ( Ѳ ) - ^ - , ( Ѳ ) І < \ / ^ ^ - л [ / ' ( Ѳ ) ] -

p w < ^ - A [ f ( o ) ] [ \ / Ì ^ ^ i _ (12) 

ce qui prouve notre affirmation. 
Bien entendu, en utilisant (9) au lieu de (6) on pourrait améliorer 

l'évaluation de l'erreur pn de la formule (1) , car il est aisé de voir que 

X > ~ — ^ — l o g ^ из) 
% J sm # тс 4 7 

7C 

2JV 

lorsque JV~->oo. On en conclut, en particulier, que même, pour І У - ^ о о , la 
formule (1) converge, lorsque satisfait à la condition de Dim-Lipschitz. 

L'inégalité (6) permet d'établir la convergence de la formule* 
d ' interpolation (1), quelle que soit la fonction continue, ДѲ), pourvu 

2w -i 11 

que - 7 7 — 7 ne croisse pas inf iniment . 

Soit, en effet, 

?п==ш^х\Рпф)-т\; 
où Pn (Ѳ) est donné par ia formule (1), soit d'autre part 

Qm_h(b) le polynôme trigonométrique d'approximation de f (Ѳ) 
d'ordre m—A, et Em_h (f(6)) la meilleure approximation correspondante. 

D'après ce qui précède, si on remplace dans le formule (1) f(6^); 

par Ст_кфк), on retrouve au premier membre Qm_h(Û); par conséquent, 

^ ( 9 ) = om_A(ô)-

о sia2 

d'où, d'après (6), 

IP-

Donc, 
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Ѳ̂  = 4r № = О, 1, ; . . , 2ro — 1 ) 

ou 

et 
П =:tn-+- h 1 

2« J'ajouterai encore une proposition qui se ratache au même ordre 
d'idées: 

Si une somme tr igonométr ique S n (Ѳ) d'ordre n a t t e in t son 

maximum absolu M dans l ' interval le (0, a), où a < ~ , on a l'iné­

galité : 

J f < W (0) H - V («) — 2gw (0) 5 n (a) cos ш 

le signe d'égali té ayan t lieu pour 

g (Q\ — sn (*) -sm.n6 -i-, (0) sin n (oc — Ѳ) 

Montrons d'abord que le valeur de Ж est bornée supérieurement. A. cet 
effet, formons le somme d'ordre n Qn(ß) qui s'écarte le moins de zéro parai 
celles qui satisfont aux deux conditions 

G„(o) = o, Qn(K)^h 

où 

On aura manifestement 

Ѵ Л Ѵ / / > І П « Ѳ 0 

et l'écart minimum est 

Jfobserverai que tou tes les conclusions se conservent, si la for­
mule (1) est remplacée par 

2m~l 

p.m=ш 2 -""»-$°*<»-|*>лы, (ibis) 
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d'où 

Ж-+-1 > 
*^ . ПО. 

j f < _ L. 
^ - .пса 

1 -ir Sin — -• 

La valeur de M étant bornée, il existe par conséquent une somme Sn($) 
pour laquelle M atteint son maximum. 

Je dis que le nombre % des points Ѳ1? Ѳ2, . . d ' é c a r t maximum 
(de signe successivement opposé) de cette somme 8 n (Ѳ) extérieurs à (0, a) 
est au moins 2 n — 1. 

En effet, soit Ѳ0 < a un point intérieur de l'intervalle (0, a), où 

car, s'il existait me somme (?п (Ѳ), telle que \ yn (Ѳ)| < £ , la somme d'ordre и 

та 

qui s'annulle aux points 0 et Ô0 < aurait encore 2 n — 1 racines supé­

rieures à ^ entre les 2 n points 1 тс, oùPw(6) aurait des signes opposés. 

Ainsi, la distance du maximum absolu d'une somme Qn{b) 

d'ordre n à une racine de Qn(Ѳ) = 0 n'est pas infér ieure à 

Il en résulte que les maxima absolus de 

K№-sn(o)\ et 
sont, respectivement, atteints à l'extérieur des intervalles 

K) 
donc, en vertu de (15), en supposant 

• іадкі, іадкі, 
on aura 

M— 1 , 
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et soit 8n(ÔJ > 0, pour fixer les idées. Examinons d'abord l'hypothèse de к 

pair (inférieur à 2 n — 1) ; alors la somme trigonométrique 

9 (Ѳ) = sm - sm — s m —— s m — ^ « * - sm - p ^ 
2 2 2 

d'ordre < où ' 

ß 0 < a e t • f t , < ß l < ö . < - < ß ^ < e * '. 

aura des signes opposés à ceux de 5Я(Ѳ) aux points (г > 0), et on pourra 
disposer de ß 0 pour avoir Sn (Ѳ0) о (Ѳ0) > 0. Donc, 1> 0 étant suffisamment 
petit, la somme 

ад-нх?(о) 

aurait son maximum absolu à l'intérieur de (0, a) supérieur à M. 
De même, si Je < 2 n — 1 était impair, il suffirait de former la somme 

sj6)-.-Xcp(e)sin 2 " 

où ßj. > d'ordre non supérieur à n car —^— ^ щ 

pour s'assurer de l'impossibilité de cette autre hypothèse. 
Par conséquent, la maximum absolu de |# w(ô)| est atteint au moins 

en 2 n points; donc, d'après la remarque faite plus haut/ la distance entre 

deux de ses racines successives est égale à et par conséquent, on a né­

cessairement 

Я я ( Ѳ ) « Л Г 0 с о в п ( Ѳ ^ й (16) 

où les constantes M0 et с se déterminent au moyen des valeurs données 8 n ( 0 ) 
et S n ( * ) . 

Ainsi, on a 

Ж 0 с о в ^ = 
d'où 

Ь 9 ) - £ . & ~ * ~ Ы ' ) - £ * > ' М т Ъ * - (17) 
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Donc, 

, r ^{())^S„*(K) — 28n(0)&n(cz)cosnœ ('^Л r i Q 4 
Ж о — ' s inke t ! \а<*п) <18) 

et on a effectivement 

с. q. f. d. 
En particulier, si 

on a 

Ж < Ж 0 . (Ubis) 

я я ( о ) = а д = і , 

COS -TT X 

l'égalité ayant lieu pour 
cos n (Q—^ 

па. 
cos 

ОС 

Dans ce cas, le maximum absolu est effectivement atteint pour Ѳ = — 

entre 0 et a. 
Mais le raisonnement précédent ne prouve aucunement qu'il doit exis­

ter une somme trigonométrique 8N (Ѳ) prenant des valeurs données quel­
conques Sn (0) et Sn (a) et ayant son maximum absolu Ж dans l'inter­
valle (0, a). Nous avons montré seulement que si une telle somme d'ordre n 
existe, la somme qui conduit à la plus grande valeur Ma de ce maximum 
absolu Ж est donnée par la fonàule (17). 

Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que le maximum 
absolu puisse être atteint dans l'intervalle (0, oc) est que le maximum de (17) 
se trouve dans cet intervalle. 

Donc, pour que le maximum absolu de Sn (Ѳ) puisse ê t re 
a t te in t dans l ' in terval le"(0 , a) il faut et il suffit: que l 'on a i t en 
même temps les deux inégali tés 

Ш > т т - t i > c o s " « ' ( 2 0 ) 

SÌ . • ' ' ': . - • ' 
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que l 'une, au moins, des inégal i tés (20) soit remplie, si 

Par exemple, si on a Sn(a) = 1, Sn (0) = — p, où 0 < p < 1, le 
maximum absolu de Sn(ß) ne pourrait être dans l'intervalle ( 0 , a) que 

pour a > arccos (—p). 

Corollaire. Si on a 

J S „ ( 0 ) | < 1 , K ( a ) | < l , (21) 

où a < ~ ? le maximum absolu M de |#w(Ô)j é t an t a t te in t dans (0, a)> 

on a 

Ж < — — (19) 

c o s a ­

cela est évident pour œ ^ ~ > car le maximum de (18), sous les con-
ATI 

ditions (21), est réalisé pour Sn (0) = Sn (a) = 1 ; mais, grâce aux inéga­

lités (20), pour a < la conclusion subsiste également. 
On peut tirer de (19) la conséquence suivante: 
Si | / ^ (Ѳ А ) |< 1 en 2ln points^ 

Ä АП 

équidis tants , où A > 1, on a pour tou te valeur de В 

К ( Ѳ ) | < - ^ - (22) 
C 0 S 2 X * 

D'ailleurs, le signe d'égalité sera effectivement réalisé pour X en t ie r 
par la somme 


