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ИТЕРАЦИОННАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ 
НА ФИКТИВНОМ ПРОДОЛЖЕНИИ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЁРТОГО ПОРЯДКА 
 
А.Л. Ушаков1 
 

Рассматривается эллиптическое дифференциальное уравнение четвёр-
того порядка при смешанных краевых условиях. Его численное решение с 
помощью итерационной факторизации на фиктивном продолжении сводит-
ся к решению систем линейных алгебраических уравнений с треугольными 
матрицами, в которых количество ненулевых элементов в каждой строке не 
более трёх. 

Ключевые слова: итерационная факторизация, фиктивное продолжение. 
 
Введение 

Рассматривается эллиптическое дифференциальное уравнение четвёртого порядка в прямо-
угольнике со сторонами, параллельными осям координат, на двух смежных сторонах прямо-
угольника заданы условия шарнирного опирания, а на остальной части границы условия симмет-
рии. Для дискретного аналога этого уравнения в виде систем линейных алгебраических уравне-
ний приводится факторизованный предобуславливатель квадратно попеременно треугольного 
вида. Исходная задача может быть получена в методах типа фиктивных компонент при решении 
эллиптических дифференциальных уравнений четвёртого порядка в плоских областях достаточно 
произвольного вида при однородных главных или естественных краевых условиях. 
 
Малые деформации тонких пластин на упругом основании 

Из линейной теории изгибания тонких пластин на упругом основании, основываясь на [1, 2] 
энергия деформированной пластины может быть записана в виде 

2 2 21 1( ) (( ) 2(1 )( ))
2 2xy xx yyE u D u u u u d Ku d Pudσ

Ω Ω Ω

= Δ + − − Ω + Ω − Ω  
       , 

где P


 – давление, K  – коэффициент жёсткости упругого основания ( 0K ≡  в случае отсутствия 
упругого основания), 3 2(12(1 ))D Eh σ= −  – цилиндрическая жёсткость пластины, h  – толщина 
пластины, E  – модуль Юнга (модуль растяжения), σ  – коэффициент Пуассона (отношение по-
перечного сжатия к продольному растяжению), Ω  – плоская область, u  – искомое смещение. 
Если приравнять к нулю вариацию энергии 

( ) ( (1 )(2 )) 0xy xy xx yy yy xxE u D u v u v u v u v d Kuvd Pvdδ σ
Ω Ω Ω

= Δ Δ + − − − Ω + Ω − Ω =  
           , 

где v uδ=  , то при a K D= , f P D=
 

 получается, что 
( (1 )( 2 ) )xx xx xy xy yy yyu v u v u v u v auv d fvdσ σ

Ω Ω

Δ Δ + − + + + Ω = Ω 
          . 

После интегрирования по частям устанавливается 
2

1 2( )
s s

vu au vd l u ds l uvds fvd
nΩ Ω

∂Δ + Ω + − = Ω
∂   
       , 

где  
2 2

1 1 2 2 1(1 ) xy xx yyl u u n n u n u n uσ= Δ + − − −     , 

2 2
2 1 2 1 2(1 ) ( ( ) ( ) )yy xx xy

ul u n n u u n n u
n s

σ∂Δ ∂= + − − + −
∂ ∂

    , 

s = ∂Ω , 1 cos( , )n n x= − , 2 cos( , )n n y= − . 
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Таким образом, возможно рассмотрение краевых условий жёсткой заделки, шарнирного опи-
рания, симметрии и свободного опирания в отдельном или смешанном виде. 
 
Непрерывная рассматриваемая задача в вариационной и классической постановках 

Рассматривается задача 

1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( ) ,u V u v g v v V∈ Λ = ∀ ∈
⌣ ⌣⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 1 1,g V′∈
⌣⌣

           (1) 
где соболевское пространство функций 

21

2 1
1 1 1 2 1( ) ( ) : 0, 0

v
V V v W v

n ΓΓ
∂ = Ω = ∈ Ω = = ∂ 

⌣⌣ ⌣ ⌣ ⌣
 

на области 1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  с границами { } { }1 1 2 1 2 2[0; ] [0; ] ,b b b bΓ = × × Γ = Γ∪ 1,Γ Γ = ∂Ω , 

билинейная форма 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( (1 )( 2 ) )xx xx xy xy yy yyu v u v u v u v u v au v dσ σ
Ω

Λ = ∆ ∆ + − + + + Ω∫
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

, 

при этом 1a a=  на области 1Ω , 2a a=  на Ω 1Ω , области 1Ω , 2Ω : 1 2Ω = Ω Ω∪ , 1 2Ω Ω = ∅∩ , 

1 2∂Ω ∂Ω ≠ ∅∩ , заданы константы (0;1)σ ∈ , ( )1` 2, 0;b b ∈ +∞ , [ )1` 2, 0;a a ∈ +∞ , 1 2a a≤ . 

Можно отметить, что 

( )1 2, 0; :c c∃ ∈ +∞  2 2
2 2

2 2
1 1 1 1 2 1( ) ( )

( , )
W W

c v v v c vΩ Ω≤ Λ ≤⌣ ⌣ ⌣ ⌣
 1 1v V∀ ∈

⌣⌣
, 

а, следовательно, решение задачи (1) существует и единственно. Если 1u
⌣

 – искомая, а 1f
⌣

 – задан-
ная достаточно гладкая функция и 

( )1 1 1 1( , )g v f v=
⌣⌣ ⌣ ⌣

, где ( )1 1 1 1,f v f v d
Ω

= Ω∫
⌣ ⌣⌣ ⌣

, 

то из задачи (1) получается неоднородное бигармоническое уравнение со свободным членом при 
смешанных и однородных краевых условиях 

2
1 1 1u au f∆ + =

⌣⌣ ⌣
, 

1 11 1 0u uΓ Γ= ∆ =⌣ ⌣
, 

2 2

1 1 0
u u

n nΓ Γ
∂ ∂∆= =
∂ ∂

⌣ ⌣

.                          (2) 

 
Дискретная аппроксимация рассматриваемой задачи 

Производится дискретизация задачи (1) по методу конечных элементов на параболических 
восполнениях: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( )u V V u v g v v V V∈ ⊂ Λ = ∀ ∈ ⊂
⌣ ⌣⌣ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ .                       (3) 

Рассматривается система линейных алгебраических уравнений, соответствующая задаче (3): 

1
Nu ∈ℝ : 1 1u gΛ = , 1

Ng ∈ℝ ,                       (4) 

где 1
Nv ∈ℝ : 1 1,1 1,( ,..., )Nv v v ′= , N m n= ⋅ , m , n ∈ℕ , а 1, ( 1) 1, ,n i j i jv v− + = , 1,...,i m= , 1,...,j n= , и 1, ,i jv  

являются значениями функции дискретного аргумента соответствующего узлам сетки 

( )1 2( , ) ( 0,5) , ( 0,5)i jx y i h j h= − − , ,i j ∈ℤ , шаги сетки 1 1 /( 0,5),h b m= +  2 2 /( 0,5)h b n= + , состоя-

щей из указанных выше узлов, а матрицы Λ  размерности N N× , определяются следующим об-
разом: 

1 1 1 1 1 1 1 1, ( , ) ,u v u v u v V VΛ = Λ ∀ ∈ ⊂
⌣

ɶɶ ɶ ɶ ɶ , 

здесь .,.  – скалярное произведение векторов следующего вида: 

1 1 1 1 1 2 1, 1, 1 2
1

, ( , )
N

k k
k

u v u v h h u v h h
=

= =∑  1 1, Nu v∀ ∈ℝ , 

а подпространство 1 1V V⊂
⌣

ɶ  определяется так, что  

,
1 1 1 1, , 1, ,

1 1

: ( , ), ,
m n

i j
i j i j

i j

V v v v x y v
= =

  = = Φ ∈ 
  

∑∑ɶ ɶ ɶ ℝ , 

где базисные функции 
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,
1, 2,( , ) ( ) ( )i j

i jx y x yΦ = Ψ Ψ , 1, 1 1 1( ) (1 ) ( 3) ( 2) ( ) ( )i x i x h i x h i i m x h iΨ = Ε Ψ − + + Ψ − + −Ε Ψ − , 

2, 2 2 2( ) (1 ) ( 3) ( 2) ( ) ( )j y j y h j y h i j n y h jΨ = Ε Ψ − + + Ψ − + −Ε Ψ − , 1,...,i m= , 1,...,j n= , 

[ ]
[ ]
[ ]

2

2

2

0,5 , 0;1 ,

( ) 3 1,5, 1;2 ,

0,5 3 4,5, 2;3 ,

z z

z z z z

z z z

 ∈
Ψ = − + − ∈
 − + ∈

 

[ ]( ) 0, 0;3z zΨ = ∉ , (.)E  – функция целая часть числа, компоненты вектора 1g  определяются сле-

дующим образом: 
1 1 ,

1, ( 1) 1, , 1 2 1( ( , ))i j
n i j i jg g h h g x y− −

− + = = Φ , 1,...,i m= , 1,...,j n= , т.е. 1 1 1 1, ( )g v g v= ⌢ ɶ , 1 1v V∀ ∈ ɶɶ . 

Отметим, что решение задачи (4), как и (3) существует, единственно и известны оценки типа 

1. 
2 2

1 1 1( ) ( )k s

s k

W W
u u c h u

−
Ω Ω− ≤⌣ ⌣

ɶ , 

2. 2
2

1 1 ( )0
lim 0

Wh
u u Ω→

− =⌣
ɶ , 1 2( , )h h h= , { }1 2max ,h h h= . 

 
Фиктивное продолжение дискретной решаемой задачи и её решения 

Выбирается фиктивное продолжение дискретной решаемой задачи из (4) 
2Nu ∈ℝ : D̂u g= , 2Ng ∈ℝ , 2 0g = ,           (5) 

где векторы 
2Nv ∈ℝ : 

1 2
( , )v v v′ ′ ′= , 

блочная, нижнетреугольная матрица D  размерности 2 2N N×  такова, что 

11D̂ = Λ , 12
ˆ 0D = , 21

ˆ
AD θ= , 22D̂ Mθ= , 

матрицы 

A A Aθ θ θ= + , 2 2M Aθ θ= − , x y y xθ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ , x x y yA ′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇ , 

а матрицы ,x y∇ ∇  размерности N N×  определяются следующим образом ( 1,2)α = : 

1
, 1, , , 1 , , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j
i j

u v u u h v h hα α α α α
−

+
= =

∇ = − −∑∑  , 1, , 1, 0,m j m ju vα α+ += =  1,..., ,j n=  

1
, , 1 , , 2 , , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j
i j

u v u u h v h hα α α α α
−

+
= =

∇ = − −∑∑  , , 1 , , 1 0,i n i nu vα α+ += =  1,..., .i m=  

Введём подпространства векторов: 

{ }1 2

2
1 1 2( , ) : 0 ,N

AV v v v v M vθθ′ ′ ′= = ∈ + =ℝ  { }1 2 1

2
2 ( , ) : 0 .NV v v v v′ ′ ′= = ∈ =ℝ  

Утверждение 1. Решение задачи из (5) 1 2 1( , )u u u V′ ′ ′= ∈  существует, единственно и 1u  – реше-
ние задачи из (4). 
 
Итерационная факторизация на фиктивном продолжении дискретной решаемой задачи 

Определим блочную матрицу Ĉ  размерности 2 2N N×  такую, что 

11 22
ˆ ˆC C Mθ= = , 12

ˆ
AC θ= − , 21

ˆ
AC θ= . 

Для решения задач из (5) предлагается итерационный процесс: 
2k Nu ∈ℝ : 1 1ˆ ˆ( ) ( )k k k

kC u u Du gτ− −− = − − , 0kτ > , k ∈ℕ 0
1u V∀ ∈ .                        (6) 

Заметим, что в итерационном процессе из (6) возникают задачи с факторизованным оператором 
следующего вида: 

NU ∈ℂ : 2( )LL U G∗ = , NG∈ℂ , 
при этом возможно расщепление на более простые задачи 

NH ∈ℂ , LH G= , NG∈ℂ , 
NW ∈ℂ , L W H∗ = , NH ∈ℂ , 
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NQ∈ℂ , LQ W= , NW ∈ℂ , 
NU ∈ℂ , L U Q∗ = , NQ∈ℂ , 

где матрицы L  и L∗ удовлетворяют следующим соотношениям 2( 1)e = −ɺ : 

x yL e′ ′= ∇ − ∇ɺ , x yL L e∗ ′= = ∇ + ∇ɺ , ( )( )x y x yLL e e A eθ∗ ′ ′= ∇ − ∇ ∇ + ∇ = +ɺ ɺ ɺ , 
2 2( ) ( ) ALL A e M eθθ θ∗ = + = +ɺ ɺ , 

тогда 

1 2 1 2( )( )AM e u eu g egθ θ+ + = +ɺ ɺ ɺ , 

что равносильно системе: 

1 2

1 2

1

2

,

,

A

A

M u u g

u M u g

θ

θ

θ
θ

− =
 + =

 1 2

1 2

,u eu U

g eg G

+ =

+ =

ɺ

ɺ
 

и действительно на каждом шаге итерационных процессов из (6) возникают задачи типа 

Ĉu g= , 1 2( , )u u u′ ′ ′= , 1 2( , )g g g′ ′ ′= . 

Утверждение 2. Если в итерационном процессе из (6) k∃ ∈ℕ : 1ku u− = , то и ku u= . 

Пусть k ku u ψ= + , {0}k∀ ∈ℕ∪ . 
Утверждение 3. Для итерационного процесса из (6) выполняется 

( )1 1
1 2 1 2(1 )k k k k

A k AM Mθ θθ ψ ψ τ θ ψ ψ− −+ = − + , k∀ ∈ℕ , 1
k Vψ ∈  {0}k∀ ∈ℕ∪ . 

Замечание 1. Имеют место неравенства 

1 2, (0; )c c∃ ∈ +∞ : 1 2c M c Mθ θ≤ Λ ≤  [3, 4]. 
Утверждение 4. Имеет место равенство 

1 1 2 2
ˆ , , ,C M Mθ θψ ψ ψ ψ ψ ψ= − 1Vψ∀ ∈ , 

где также 
2

1 2 1 2
1

, ( , )
N

k k
k

u v u v h h u v h h
=

= =∑ 2, Nu v∀ ∈ℝ . 

Доказательство. Учитывая, что 

1 2 0A Mθθ ψ ψ+ = , A Aθ θ′ = − , 
получается 

1 1 2 1 1 1
ˆ , , , ,AC M Mθ θψ ψ ψ ψ θ ψ ψ ψ ψ= − = +  

2 1 1 1 2 2A M Mθ θψ θ ψ ψ ψ ψ ψ+ = − . 

Предположение 1. (О фиктивном продолжении действительной части на мнимую часть) 
Имеет место неравенство 

2 (0;1)α∃ ∈ : 2 2 2 1 1, ,M Mθ θψ ψ α ψ ψ≤  1Vψ∀ ∈ . 

Можно отметить ( 1
2(1 )γ α −= −  или 1

2 1α γ −= − ), что 

(1; )γ∃ ∈ +∞ : ( )1 1 1 1 2 2
ˆ, , , ,M C M Mθ θ θψ ψ γ ψ ψ γ ψ ψ ψ ψ≤ = −  1Vψ∀ ∈ , 

т.к. матрица 0Mθ >  потому, что 1 0ψ∀ ≠  
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, ( ) , , , , , 0M A A A Aθψ ψ θ ψ ψ ψ ψ θ ψ ψ ψ ψ θψ θψ= − = − = + >  

и матрица ˆ 0C > , в нашем случае при 1Vψ ∈ , т.к. выводится, что 
2 2

1 1 2 1 1 1 2 1
ˆ( , ) ( , ) ( , ) (( ) , ) (( ) , )AC M A A Aθψ ψ ψ ψ θ ψ ψ θ ψ ψ θ θ ψ ψ= − = − − + =  

2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) 0A A A A Aψ θψ θψ ψ ψ θψ ψ θψ ψ θψ= + − + = − + + > , 0ψ∀ ≠ , 

последнее потому, что 1 2( )( )( ) 0x y x ye e eψ ψ′ ′∇ − ∇ ∇ + ∇ + ≠ɺ ɺ ɺ 0ψ∀ ≠ . 

Также можно отметить, что для 1Vψ ∈ , т.е. для функций из соответствующего подпространства 
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2 (0; )λ−∃ ∈ +∞ : 1 2
2 2 1 1 1 10 , , ,A A A AM M Aθ θψ ψ θ ψ θ ψ θ ψ θ ψ− −≤ = ≤ =  

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1( ) ,( ) 2 , 2 ,A A A A A A A Aθ θ ψ θ θ ψ θψ θψ θ ψ θ ψ− − − −= + + ≤ + ≤  

2 2
1 1 1 1 1 1 1 12 , 2 , 2 , 2 , 0A Aθψ θψ λ θ ψ θ ψ θψ θψ λ θϕ θϕ− −≤ + ≤ + → , при 1 2, 0h h → , 

где 1 1Aϕ ψ= , т.е. 2 12, 0Mθψ ψ → , 2 0ψ → , при 1 2, 0h h → , т.к. 

( ) ( )1 1 11 1110, 0x y y x x y y xθψ ψ θϕ ϕ′ ′ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ → = ∇ ∇ − ∇ ∇ → , при 1 2, 0h h → , 

по формуле Тейлора, если 1 1,ϕ ψ  – дискретные аналоги достаточно гладких функций. 
Утверждение 5. Имеют место неравенства 

1 2
ˆ ˆˆ, , ,c C D c Сψ ψ ψ ψ γ ψ ψ≤ ≤ , 1Vψ∀ ∈ . 

Доказательство. Заметим, что 

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1
ˆ ˆ, ( , , ) , , ,c C c M M c M Dθ θ θψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ≤ ≤ Λ = . 

С другой стороны, 

2 2 1 1 2 2 2 2 1 1
ˆ ˆ, ( , , ) (1 ) , , ,c C c M M c M Dθ θ θγ ψ ψ γ ψ ψ ψ ψ γ α ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ≥ − ≥ Λ = . 

Утверждение 6. Если в итерационном процессе из (6) 

1 22 ( )k c cτ τ γ= = +  и 2 1 2 1( ) ( )q c c c cγ γ= − + , 
то 

2 1 1ˆ ˆ, ,k k k kC q Сψ ψ ψ ψ− −≤ , k ∈ℕ . 

Доказательство. Из итерационного процесса получается, что 
1 1ˆ ˆ( )k k kC Dψ ψ τ ψ− −− = − , 1k kTψ ψ −= , 1ˆ ˆT E C Dτ −= − , 0T T′= > , 

тогда 

1

1 1 1 1
ˆ ,

ˆ ˆ ˆ, , sup ,
ˆ ,

k k k k k k

V

CT T
C CT T C

Cψ

ψ ψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
− − − −

∈
= ≤ =  

1 1

2 2

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ, ( ) ,

ˆ ˆsup , sup ,
ˆ ˆ, ,

k k k k

V V

CT C DT
C C

C Cψ ψ

ψ ψ τ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
− − − −

∈ ∈

   −
   = = =
   
   

 

{ }
1

2

1 1 2 2 1 1 2 1 1
1 2

ˆ ,
ˆ ˆ ˆsup 1 , max (1 ) , (1 ) , , .

ˆ ,

k k k k k k

V

D
C c c C q C

Cψ

ψ ψ
τ ψ ψ τ τγ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
− − − − − −

∈

 
 = − = − − =
 
 

 

Введём норму 

11 1,v v vΛ = Λ . 

Теорема 1. В итерационном процессе из (6), при 1 22 ( )k c cτ τ γ= = + , k ∈ℕ , будет 
0

1 1 1 1
ku u u uε

Λ Λ
− ≤ − , 

где 

2 10 kc c qε γ≤ ≤ . 

Доказательство. Из утверждения 5 получается 
2 2 0 0

2 2
ˆ ˆ, , ,k k k k k kc C c q Cψ ψ ψ γ ψ ψ γ ψ ψ

Λ
= Λ ≤ ≤ ≤  

22 0 0 2 0
2 1 2 1( ) , ( )k kc c q c c qγ ψ ψ γ ψ

Λ
≤ Λ = . 

Вывод. Учитывая вид матриц ,L L∗ , можно отметить, что для решения задачи из (4) с N  не-
известными, на основании приведенной теоремы 1, предложенными итерационным процессом из 
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(6) с относительной погрешностью ε , требуется не более чем 1( ln )O N ε −  арифметических опе-

раций. Для выбора итерационных параметров kτ  не требуется точного знания констант γ , 1c  и 

2c , т.к. для ускорения сходимости итерационного процесса из (6) можно использовать известные 
вариационные методы и рекомендовать, например, метод скорейшего спуска. 
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ITERATIVE FACTORIZATION ON FICTITIOUS CONTINUATION 
FOR THE NUMERICAL SOLUTION OF ELLIPTIC EQUATION 
OF THE FOURTH ORDER 
 
A.L. Ushakov 1 
 

The elliptic differential equation of the fourth order is considered under the mixed boundary condi-
tions. The numerical solution is reduced to the solution of the system of linear algebraic equations with 
triangular matrices, in which quantity of nonzero elements in every line is less than three, by means of 
iterative factorization on fictitious continuation. 
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