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1. Для ориентированного графа (Я, у) , где Н — множество вершин, а 
у — отображение И в себя (*), известны алгоритмы построения транзитив­
ного замыкания Г с оценкой числа действий для графа общего вида 0(п3) 
( 2 ~ 4 ) , где п = \И\. В ( 4) задача построения транзитивного замыкания гра­
фа общего вида сводится к последовательности трех задач: построения 
графа Герца ( 5) данного графа, транзитивного замыкания графа Герца 
(ациклического) и построения транзитивного замыкания данного графа 
по транзитивному замыканию его графа Герца, причем показано, что пер­
вая и третья из них могут быть решены за 0(п2) действий. 

В данной заметке строится алгоритм транзитивного замыкания а ц и к -
л и ч е с к о г о графа за О ( п 3 / In п) действий. 

2. Для ациклического графа (Я, у) рассмотрим разбиение И на ранги 
Ки 

К0= {h<= И: y-'h = ф}\ К, = {h GE H\S^: y-'h cz 

где Si = U K5. 
В (4) приводится алгоритм такого разбиения за 0(п2) действий. 
Обозначим yt и Г г отображения &_i в К{ порожденные у и Г соответ­

ственно, a d = IJ Tj — отображение &_ 4 в Su Тогда, очевидно: 

Ti = у&^Иуи ( 1 ) 
Тем самым построение транзитивного замыкания сведено к треуголь­

ному процессу получения произведений отображений. 
3. Л е м м а (М. Кронрод). Пусть А , В, С — множества, \А \ = р, 

1̂ 1 = 9» \С\ = г, и а, р —- многозначные отображения а: А-^В, Р: 
В-+С. 

Тогда отображение ра: А^С можно построить за 0((р + q)qr / In q) 
действий. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разобьем 5 на [q/Inq] + 1 непересекающихся 
подмножеств Ви так чтобы |2?г| ^ I n g . Обозначим ас A - > B h р<: В{^С, 
порожденные а и р соответственно. Тогда, очевидно: 

Ра = U Р*а:. (2) 
г 

Рассмотрим множество Mt = {mi8} всех подмножеств Вг и изоморфное 
ему множество Ь{= { l i s } , где li8 = U РД Занумеровав элементы Be bi0, 

ЬЦ, И Т. Д . , упорядочим элементы Mi и L; следующим образом: 
s = 2 2ik <-> mis = U bih. Очевидно, что li0 = ф, Z«J = РД;, а любое дру-

k k 

roe lu может быть получено объединением двух других с меньшими номе­
рами. Например: li8 = lik [) lit s_ f e; s ф 2 j, где к = max{2 j: 2j < s } . Посколь­
ку \Li\ ^ q , a | / , e | ^ r , то L{ можно построить за O ( q r ) , а все Д — за 

0(q2r/lnq) действий. 
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Далее, из полноты Мг следует, что для а^А <ХгЯ е Л/* и, следователь­
но, Р ^ а е Д . Таким образом, после того как все Д построены, на получе­
ние ра по (2) требуется 0(pqr / l n g ) действий. 

4. Т е о р е м а . Для ациклического ориентированного графа (Я, у) с 
| Я | = п транзитивное замыкание Г можно построить за 0(п3 /\пп) дей­

ствий. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим алгоритм леммы к построению 

YiGi-i в (1). Так как у г действует из 5 г _1 с < п в Кг с = fti, 
a Gi-i действует из 5г_2 с | & _ 2 | < « в построение yiG^ может быть 
выполнено за 0(n2njbin) действий. Суммируя по рангам, получим иско­
мую оценку. 
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