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Число дополнительных особых точек
в задаче Римана–Гильберта на римановой поверхности

Д. В. Артамонов

Приводится оценка сверху на число дополнительных особых точек, достаточ-
ных для построения системы линейных уравнений с заданными регулярными
особыми точками и монодромией на римановой поверхности.
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Пусть 𝑀 – компактная риманова поверхность рода 𝑔 > 0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑖 ̸= 𝑎𝑗 – точ-
ки на этой поверхности. Для произвольной начальной точки 𝑥0 фундаментальная
группа 𝜋1(𝑀 ∖{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛};𝑥0) поверхности 𝑀 с удаленными точками 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 опи-
сывается так. Это есть группа с образующими 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛, 𝑓1, ℎ1, . . . , 𝑓𝑔, ℎ𝑔 и одним
соотношением: 𝛾1 . . . 𝛾𝑛ℎ1𝑓1ℎ

−1
1 𝑓−1

1 . . . ℎ𝑔𝑓𝑔ℎ
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𝑔 = 1. При этом образующие 𝑓1, ℎ1,

. . . , 𝑓𝑔, ℎ𝑔 представляются теми же петлями, которые дают образующие в 𝜋1(𝑀 ;𝑥0),
а образующие 𝛾𝑖 представляются петлями, выходящими из 𝑥0 и обходящими вокруг
выколотых точек 𝑎𝑖 (так что эти петли стягиваемы в 𝑀).

Пусть задано представление 𝜒 : 𝜋1(𝑀∖{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛};𝑥0) → 𝐺𝐿𝑝(C), т.е. задан набор
матриц 𝐺1, . . . , 𝐺𝑛, 𝐹1, 𝐻1, . . . , 𝐹𝑔, 𝐻𝑔, удовлетворящих соотношению

𝐺1 · · ·𝐺𝑛𝐻1𝐹1𝐻
−1
1 𝐹−1

1 · · ·𝐻𝑔𝐹𝑔𝐻
−1
𝑔 𝐹−1

𝑔 = 𝐸.

Существует ли система из 𝑝 линейных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка на 𝑀 с фуксовыми особыми точками в 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 такая, что 𝜒 – ее представление
монодромии?

Система задается дифференциальной мероморфной 1-формой с полюсами перво-
го порядка в точках 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛. Подсчитывая размерности пространства таких форм
и пространства представлений фундаментальной группы, можно увидеть, что при
𝑔 > 0 размерность пространства представлений больше размерности пространства
форм. Так что при 𝑔 > 0 ответ в типичном случае отрицательный.

Оказывается, однако, что любое представление реализуется в классе регулярных
систем с дополнительными особыми точками 𝑏1, . . . , 𝑏𝑁 с тривиальной монодромией,
соответствующей обходу вокруг них. Это означает следующее. Для любого пред-
ставления 𝜒 : 𝜋1(𝑀∖{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛};𝑥0) → 𝐺𝐿𝑝(C), заданного матрицами𝐺1, . . . , 𝐺𝑛, 𝐹1,
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𝐻1, . . . , 𝐹2𝑔, 𝐻2𝑔, имеется система 𝑝 дифференциальных уравнений с регулярными
особыми точками 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑁 , при этом обходам вокруг дополнительных то-
чек 𝑏1, . . . , 𝑏𝑁 соответствует тривиальная монодромия. Это значит вот что. Монодро-
мия данной системы – это представление группы 𝜋1(𝑀 ∖ {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑁};𝑥0),
образующие ее – 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛, 𝛿1, . . . , 𝛿𝑁 , 𝑓1, ℎ1, . . . , 𝑓2𝑔, . . . , ℎ2𝑔, где 𝛿1, . . . , 𝛿𝑁 задают-
ся петлями, обходящими вокруг точек 𝑏1, . . . , 𝑏𝑁 , а остальные элементы опреде-
ляются так же, как и раньше. Тогда монодромия системы задается матрицами
𝐺1, . . . , 𝐺𝑛, 𝐸, . . . , 𝐸, 𝐹1, 𝐻1, . . . , 𝐹2𝑔, 𝐻2𝑔, где 𝐸 – единичная матрица.

Напомним, что регулярность особой точки системы означает, что все решения
системы в окрестности этой особой точки имеют не более, чем степенной рост при
приближении к особой точке по произвольному сектору конечного раствора (т.е.
запрещено при приближении к особой точке оборачиваться вокруг нее) – см. [1].
При этом фуксовы особенности регулярны, но обратное неверно – коэффициенты
системы могут иметь в регулярной точке полюса более высокого порядка.

Oценки числа дополнительных особых точек приводились различными авторами.
В работе [2] приводилась оценка числа дополнительных точек для задачи постро-
ения фуксова дифференциального уравнения по монодромии. При этом делались
весьма существенные предположения о монодромии и сама оценка зависит не только
от 𝑝 и 𝑔, но и числа особых точек 𝑛. В работах [4], [3] рассматривались различные
случаи задачи построения регулярной системы при предположении, что 𝑝 = 2 и
при дополнительных предположениях о представлении фундаментальной группы.
В данной же работе на представление монодромии не накладывается никаких усло-
вий.

При этом в работе [3] в рассматриваемой там ситуации оцениваются порядки
полюсов коэффициентов получаемой системы в дополнительных регулярных осо-
бых точках (в заданных же особых точках 𝑎𝑖 получаемая система имеет фуксовы
особенности), в настоящей работе этого не делается.

Заметим, что при 𝑔 = 0, как известно, достаточно одной дополнительной особой
точки, поэтому далее, на протяжении всей работы мы предполагаем, что 𝑔 > 0.
Работа посвящена доказательству следующего утверждения.

Теорема 1. Любое представление фундаментальной группы 𝜋1(𝑀∖{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛};
𝑥0) можно реализовать как представление монодромии регулярной системы с не
более чем 2𝑝𝑔− 𝑔+1 дополнительными особыми точками с тривиальной монодро-
мией, соответствующей обходу вокруг них.

Доказательство. Итак, имеется представление 𝜒 : 𝜋1(𝑀 ∖ {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛};𝑥0) →
GL𝑝(C). По этому представлению строится расслоение 𝐸 со связностью∇ такое, что
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 – фуксовы особые точки связности и монодромия этой связности есть 𝜒
(см. [1; лекция 8]; хотя здесь все построения делаются для случая 𝑔 = 0, для случая
𝑔 > 0 все построения такие же).

Как известно, на римановой сфере любое расслоение распадается в прямую сум-
му линейных расслоений. Для римановой поверхности произвольного рода такое
утверждение не верно. Однако, тем не менее, имеет место мероморфная тривиаль-
ность любого расслоения. Это значит, следующее.

Теорема 2 (см. [5]). Cуществуют мероморфные сечения расслоения 𝜓1, . . . , 𝜓𝑝

такие, что они образуют базис в слоях над всеми точками, кроме конечного числа.
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Среди этих точек имеются полюса сечений 𝜓1, . . . , 𝜓𝑝 и точки 𝑧1, . . . , 𝑧𝑡 ∈ 𝑀 ,
над которыми все сечения конечны, но линейно зависимы.

При этом мероморфное сечение 𝑠 расслоения с мероморфной тривиализацией
𝜓1, . . . , 𝜓𝑝 задается набором мероморфных функций (𝛼1, . . . , 𝛼𝑝) с помощью форму-
лы 𝑠 = 𝛼1𝜓1 + · · ·+ 𝛼𝑝𝜓𝑝.

Поясним связь мероморфной тривиализации для расслоений с оценкой числа
дополнительных особых точек.

По монодромии 𝜒 было построено (𝐸,∇)-расслоение с логарифмической связно-
стью, так что монодромия связности есть 𝜒. Найдем какую-либо мероморфную
тривиализацию для данного расслоения 𝐸.

Имеет место следующий общеизвестный факт.

Предложение 1. Пусть по множеству особых точек 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 и монодромии 𝜒
построено расслоение с логарифмической связностью (𝐸,∇). Пусть для 𝐸 найдена
мероморфная тривиализация 𝜓1, . . . , 𝜓𝑝 . Тогда существует регулярная система
с монодромией 𝜒 и множеством дополнительных особых точек, содержащемся
в множестве 𝑆 , которое есть объединение множества полюсов тривиализующих
сечений 𝜓1, . . . , 𝜓𝑝 и множества, где эти сечения конечны, но линейно зависимы.
При этом если 𝑎𝑖 /∈ 𝑆 , то 𝑎𝑖 – фуксова особенность и для системы.

Сформулируем теперь нашу основную задачу так. Задано 𝑝-мерное расслоение 𝐸.
Найти число𝑁(𝑝, 𝑔) такое, что имеется мероморфная тривиализация 𝜓1, . . . , 𝜓𝑝, при-
чем число 𝑡, где тривиализующие сечения становятся линейно зависимыми, не пре-
восходит 𝑁(𝑝, 𝑔). При этом окажется, что полюса всех сечений лежат в выбранной
нами произвольно точке 𝑃 .

В качестве отступления отметим, что оценка сверху на число 𝑡 может легко быть
сделана для случая, когда расслоение 𝐸 оказывается стабильным. В этом случае,
с использованием параметров Тюрина (определение дано в [6], см. также ориги-
нальную работу [7]), можно получить, что достаточно взять 𝑡 = 𝑝𝑔 дополнительных
особых точек. Однако, конечно, не каждую монодромию можно реализовать как
монодромию связности в стабильном (и даже полустабильном расслоении – см. [3]).

Прежде всего докажем такое утверждение.

Предложение 2. На римановой поверхности 𝑀 рода 𝑔 для каждой точки
𝑃 ∈𝑀 каждое линейное расслоение 𝐿 имеет мероморфное сечение 𝑠 с таким свой-
ством. На 𝑀 ∖𝑃 оно имеет не более чем 𝑔 нулей и не имеет полюсов. Кроме того,
(𝑠) + (− deg𝐿+ 𝑔)𝑃 > 0, где (𝑠) – дивизор нулей и полюсов сечения 𝑠.

Последнее утверждение можно формулировать так: в точке 𝑃 сечение 𝑠 имеет
полюс порядка не более (−deg𝐿+ 𝑔).

Доказательство. Если мы тензорно умножим расслоение 𝐿 на расслое-
ние 𝜉(𝑃 )𝑘, так полученное расслоение 𝐿′ = 𝐿 ⊗ 𝜉(𝑃 )𝑘 будет иметь степень deg𝐿′ =
deg𝐿+ 𝑘. Положим 𝑘 = − deg𝐿+ 𝑔. Согласно теореме Римана–Роха имеется нера-
венство

dim𝐻0(𝑋,O(𝐿′)) > (1− 𝑔) + deg𝐿′ = 1 > 0.

Так что расслоение 𝐿′ имеет голоморфное сечение 𝑠′.
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В силу голоморфности сечение 𝑠′ не имеет полюсов, но имеет deg𝐿′ = 𝑔 нулей
с учетом кратности; следовательно, оно имеет не более 𝑔 нулей без учета кратности.
По этому сечению расслоения 𝐿′ = 𝐿 ⊗ 𝜉(𝑃 )𝑘 строится сечение 𝑠 расслоения 𝐿.
Делается это таким образом. Каждое сечение расслоения 𝐿′ = 𝐿 ⊗ 𝜉(𝑃 )𝑘 имеет
вид 𝑠′ = 𝑠𝑠0, где 𝑠 – сечение 𝐿, а 𝑠0 – сечение 𝜉(𝑃 )𝑘. Отсюда следует, что 𝑠′/𝑠0
будет сечением 𝐿. Возьмем в качестве 𝑠0 каноническое сечение 𝜉(𝑃 )𝑘, имеющее
нуль порядка 𝑘 (или полюс, если 𝑘 < 0) в точке 𝑃 .

Сечение 𝑠′ имело не более 𝑔 нулей. Из явных формул видно, что на𝑀∖𝑃 сечение 𝑠
имеет также не более 𝑔 нулей.

Дивизор (𝑠) нулей и полюсов сечения 𝑠 равен (𝑠′)− (−deg𝐿+ 𝑔)𝑃 . Отсюда и из
того, что (𝑠′) > 0, следует и второе утверждение.

Фиксируем некоторую точку 𝑃 ∈ 𝑀 . Будем считать, что число нулей каждо-
го сечения 𝜓𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝, не превосходит 𝑔 и все они, если и имеют полюс, то
только лишь в точке 𝑃 . Будем минимизировать число точек, где сечения становят-
ся линейно зависимыми. Именно, мы будем строить новые мероморфные сечения
𝜓′′1 , . . . , 𝜓

′′
𝑝 , также осуществляющие мероморфную тривиализацию; число точек, где

все эти сечения принимают конечные значения, но линейно зависимы, не превосхо-
дит некоторого числа 𝑁(𝑝, 𝑔), зависящего только от чисел 𝑝 и 𝑔. Кроме того, новые
сечения 𝜓′′𝑙 снова будут иметь, возможно, полюс только лишь в точке 𝑃 .

Сделаем это индукцией по 𝑝. Положим 𝜓′′1 = 𝜓1, так что 𝑁(1, 𝑔) = 𝑔. Пусть нами
уже сделана оценка для 𝑁(𝑝− 1, 𝑔); сделаем оценку для 𝑁(𝑝, 𝑔).

Рассмотрим подрасслоение 𝐸′ ⊂ 𝐸, натянутое на сечения 𝜓1, . . . , 𝜓𝑝−1. Восполь-
зовавшиcь индуктивным предположением, можно выбрать мероморфные сечения
𝜓′′1 , . . . , 𝜓

′′
𝑝−1 расслоения 𝐸′, осуществляющие мероморфную тривиализацию, так что

число точек 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚, в которых эти новые сечения становятся линейно зависимы-
ми, не превосходит 𝑁(𝑝−1, 𝑔). Кроме того, все эти сечения имеют, возможно, только
один полюс, расположенный в точке 𝑃 .

Добавим к сечениям 𝜓′′1 , . . . , 𝜓
′′
𝑝−1 сечение 𝜓𝑝 – получим мероморфную тривиали-

зацию 𝐸. Посмотрим, в каких точках сечения становятся линейно зависимыми. Это
точки 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚, где зависимыми сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, а также точки 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡,
где 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1 независимы, но 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓𝑝 зависимы.

Возьмем точку 𝑧𝑖, 𝑖 > 𝑚. Так как сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓
′′
𝑝−1 линейно независимы,

то в качестве базисных голоморфных сечений в окрестности такой точки можно
взять сечения вида 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝑣

𝑖, где 𝑣𝑖 – некотрое определенное в окрестности 𝑧𝑖

голоморнофое сечение. Тогда в этой окрестности верно равенство

𝜓𝑝 = 𝛼𝑖
1𝜓
′′
1 + · · ·+ 𝛼𝑖

𝑝−1𝜓
′′
𝑝−1 + 𝛼𝑖

𝑝𝑣
𝑖

для некоторых голоморфных в этой окрестности функций 𝛼𝑖
1, . . . , 𝛼

𝑖
𝑝.

Так как сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓
′′
𝑝−1, 𝜓𝑝 линейно зависимы в точке 𝑧𝑖, в этой точке 𝛼𝑖

𝑝

имеет нуль кратности 𝑑𝑖 > 0, т.е. 𝛼𝑖
𝑝 = 𝑧𝑑𝑖𝛼′

𝑖
𝑝, где 𝑧 – координата в окрестности

точки 𝑧𝑖 такая, что 𝑧(𝑧𝑖) = 0. Здесь 𝛼′𝑖𝑝(𝑧𝑖) ̸= 0.
Теперь докажем следующее утверждение.

Лемма 1. Имеются мероморфные функции ̃︀𝛼1, . . . , ̃︀𝛼𝑝−1 , каждая из которых
имеет единственный полюс в фиксированной точке 𝑃 и такая, что для каждого
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𝑖 = 𝑚+ 1, . . . , 𝑡, за исключением не более, чем 𝑔 индексов, в точке 𝑧𝑖 функция̃︀𝛼𝑗 − 𝛼𝑖
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝− 1, имеет нуль порядка не меньше 𝑑𝑖 + 1.

Иными словами, в каждой точке 𝑧𝑖 отрезки ряда Тейлора длины 𝑑𝑖 +1 у глобаль-
ной мероморфной функции ̃︀𝛼𝑗 и локально заданной функции 𝛼𝑖

𝑗 должны совпадать.

Определение 1. Те из точек 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡, в которых функция ̃︀𝛼𝑗 − 𝛼𝑖
𝑗 будет

иметь нуль нужного порядка, будут называться неисключительными.

Таким образом, имеется не более 𝑔 исключительных точек.

Доказательство. Пусть 𝑓 – функция, имеющая полюс в точке 𝑃 и нули пер-
вого порядка в точке 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡, за исключением не более 𝑔 точек. Строится она
так: берем мероморфное сечение 𝑠 расслоения 𝜉(𝑧𝑚+1)−1 ⊗ · · · ⊗ 𝜉−1(𝑧𝑡), имеющее
единственный полюс в точке 𝑃 и еще не более, чем 𝑔 нулей. Кроме 𝑠 у этого рас-
слоения существует каноническое сечение 𝑠0 с полюсами первого порядка в точках
𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡 и не имеющее нулей. Тогда 𝑓 = 𝑠/𝑠0 будет мероморфной функцией.

Если 𝑧𝑖 не является нулем сечения 𝑠, то в точке 𝑧𝑖 функция 𝑓 имеет нуль первого
порядка. Если же в точке 𝑧𝑖 сечение 𝑠 имело нуль, то 𝑓 имеет в этой точке нуль
более высокого порядка. Такая точка и будет исключительной; число таких точек
не превосходит числа нулей сечения 𝑠, которое не превосходит числа 𝑔. Полюсом
же функции 𝑓 является лишь точка 𝑃 .

Теперь построим мероморфные функции 𝑓𝑚+1, . . . , 𝑓𝑡, имеющие полюс в точке 𝑃 ,
и такие, что 𝑓𝑖 принимает ненулевое значение в 𝑧𝑖 и нулевые значения в остальных
точках 𝑧𝑚+1, . . . , ̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑡.

Для построения этой функции возьмем расслоение

𝜉(𝑧𝑡+1)−1 ⊗ · · · ⊗ ̂𝜉−1(𝑧𝑖)⊗ · · · ⊗ 𝜉−1(𝑧𝑡).

У него имеется сечение 𝑠 с полюсом в выбранной точке 𝑃 . Также у данного рас-
слоения имеется каноническое сечение 𝑠0 с полюсами первого порядка в точках
𝑧𝑚+1, . . . , ̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑡 и не имеющее нулей. Определим мероморфную функцию ̃︀𝑓𝑖 =
𝑠/𝑠0. Эта функция имеет единственный полюс в точке 𝑃 и нули в точках 𝑧𝑡+1, . . . ,̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑚. Если окажется, что ̃︀𝑓𝑖(𝑧𝑖) ̸= 0, то просто положим ̃︀𝑓𝑖 = 𝑓𝑖.

Если же ̃︀𝑓𝑖(𝑧𝑖) = 0, то поступаем так. Пусть порядок нуля функции ̃︀𝑓𝑖 в 𝑧𝑖

равен 𝑘. Имеется мероморфная функция ℎ, имеющая единственный полюс в 𝑧𝑖 и
порядок его равен 𝑟. Тогда положим 𝑓𝑖 = ( ̃︀𝑓𝑖)𝑟ℎ𝑘. Эта функция принимает ненуле-
вое значение в 𝑧𝑖, имеет единственный полюс в 𝑃 , где был полюс у ̃︀𝑓𝑖, принимает
нулевые значения в точках 𝑧𝑚+1, . . . , ̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑡, где были нули у ̃︀𝑓𝑖.

Пусть 𝑑 = max{𝑑𝑖 + 1}; обозначим как 𝑔𝑖 функцию 𝑓𝑑
𝑖 . Эта функция принимает

ненулевое значение в точке 𝑧𝑖 и имеет нули в точках 𝑧𝑚+1, . . . , ̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑡 порядков,
по меньшей мере 𝑑. Полюса у всех этих функций находятся в точке 𝑃 .

Перейдем теперь непосредственно к построению функций ̃︀𝛼𝑗 . Для неисключи-
тельных точек 𝑧𝑖 у нас имеется функция 𝑔𝑖, принимающая ненулевое значение
в точке 𝑧𝑖, и функция 𝑓𝑔𝑖, имеющая нуль первого порядка в 𝑧𝑖. В оставшихся
точках 𝑧𝑚+1, . . . , ̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑡 (даже исключительных) она имеет нули порядка не мень-
ше 𝑑. Cуществует полином без свободного члена 𝑝𝑖

𝑗 такой, что 𝑝𝑖
𝑗(𝑓𝑔𝑖, 𝑔𝑖) и 𝛼𝑖

𝑗 имеют
совпадающие отрезки ряда Тейлоpа длины 𝑑𝑖 + 1 в точке 𝑧𝑖. Так как в оставших-
ся точках 𝑧𝑚+1, . . . , ̂︀𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑡 функции 𝑔𝑖, 𝑓𝑔𝑖 имеют нуль порядка как минимум



8 Д.В. АРТАМОНОВ

𝑑 = max{𝑑𝑖 + 1}, у функции 𝑝𝑖
𝑗(𝑓𝑔𝑖, 𝑔𝑖) начальный отрезок ряда Тейлора длины 𝑑

в этих точках нулевой. Так что ̃︀𝛼𝑗 =
∑︀

𝑖 𝑝
𝑖
𝑗(𝑓𝑔𝑖, 𝑔𝑖), где суммирование ведется по

неисключительным точкам, есть нужная функция.

Вернемся к оценке числа 𝑁(𝑝, 𝑔). Прежде всего, вместо сечения 𝜓𝑝 возьмем сече-
ние

𝜓′𝑝 = 𝜓𝑝 − ̃︀𝛼1𝜓
′′
1 − · · · − ̃︀𝛼𝑝−1𝜓

′′
𝑝−1.

При этом у всех функций ̃︀𝛼𝑖 и сечений 𝜓′′1 , . . . , 𝜓
′′
𝑝−1, 𝜓𝑝 есть единственный общий

полюс в точке 𝑃 . Поэтому сечение 𝜓′𝑝 имеет, возможно, полюс лишь в этой же
точке 𝑃 .

Так как это преобразование обратимо везде, за исключением полюса 𝑃 , то во
всех точках, где сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓𝑝 были независимы, сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓

′
𝑝

также будут линейно независимы. Следовательно, они зависимы только в точках
𝑧1, . . . , 𝑧𝑡.

По индуктивному предположению мы уже минимизировали число точек, где
зависимы 𝜓′′1 , . . . , 𝜓

′′
𝑝−1, и оценили его сверху некоторым числом𝑁(𝑝−1, 𝑔). В окрест-

ности точки 𝑧𝑖 ∈ {𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡} имелись равенства

𝜓𝑝 = 𝛼𝑖
1𝜓
′′
1 + · · ·+ 𝛼𝑖

𝑝−1𝜓
′′
𝑝−1 + 𝛼𝑖

𝑝𝑣
𝑖.

Они дают нам равенства

𝜓′𝑝 = (𝛼𝑖
1 − ̃︀𝛼1)𝜓′′1 + · · ·+ (𝛼𝑖

𝑝−1 − ̃︀𝛼𝑝−1)𝜓′′𝑝−1 + 𝛼𝑖
𝑝𝑣

𝑖,

или
𝜓′𝑝 = 𝛽𝑖

1𝜓
′′
1 + · · ·+ 𝛽𝑖

𝑝−1𝜓
′′
𝑝−1 + 𝛽𝑖

𝑝𝑣
𝑖,

где 𝛽𝑖
𝑗 = 𝛼𝑖

𝑗 − ̃︀𝛼𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝− 1, 𝛽𝑖
𝑝 = 𝛼𝑖

𝑝.
Благодаря лемме 1 верно следующее: в неисключительной точке 𝑧𝑖 функция 𝛽𝑖

𝑝

имеет нуль порядка 𝑑𝑖, а остальные функции 𝛽𝑖
𝑗 при 𝑗 < 𝑝 имеют нули в точке 𝑧𝑖

более высокого порядка.

Предложение 3. Имеется мероморфная функция ℎ такая, что она имеет по-
люса лишь в неисключительных точках 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡 порядка 𝑑𝑚+1, . . . , 𝑑𝑡 , за исклю-
чением 𝑞′ точек и, возможно, еще в фиксированной точке 𝑃 , а также имеющая
𝑞′′ нулей на поверхности 𝑀 с удаленными неисключительными точками 𝑧𝑖 , так
что 𝑞′ + 𝑞′′ 6 𝑔 .

Доказательство. Возьмем линейное расслоение 𝐹 = 𝜉(𝑧𝑚+1)𝑑𝑚+1⊗· · ·⊗𝜉(𝑧𝑡)𝑑𝑡 .
У него имеется мероморфное сечение 𝑠 с единственным полюсом в точке 𝑃 и не более
𝑔 нулями. Кроме того, у него имеется каноническое сечение 𝑠0 с нулями в неисклю-
чительных точках 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡 порядка 𝑑𝑚+1, . . . , 𝑑𝑡. Положим ℎ = 𝑠/𝑠0; это будет
мероморфная функция. Точка 𝑃 является ее полюсом. Если неисключительная
точка 𝑧𝑖 не является нулем 𝑠, то полученная функция имеет в точке 𝑧𝑖 полюс поряд-
ка в точности 𝑑𝑖. Если же неисключительная точка 𝑧𝑖 является нулем 𝑠, то ℎ имеет
полюс меньшего порядка (или даже нуль). Число таких точек обозначим как 𝑞′.

Пусть 𝑞′′ – количество нулей 𝑠 на поверхности 𝑀 с удаленными неисключитель-
ными точками 𝑧𝑖. Так как 𝑞′+𝑞′′ есть количество нулей 𝑠, которое не превосходит 𝑔,
то 𝑞′ + 𝑞′′ 6 𝑔.
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Положим 𝜓′′𝑝 = ℎ𝜓′𝑝. Тогда в окрестностях точек 𝑧𝑖, 𝑖 = 𝑚 + 1, . . . , 𝑡, верны
равенства

𝜓′′𝑝 = (ℎ𝛽𝑖
1)𝜓

′′
1 + · · ·+ (ℎ𝛽𝑖

𝑝−1)𝜓
′′
𝑝−1 + (ℎ𝛽𝑖

𝑝)𝑣
𝑖.

Все функции (ℎ𝛽𝑖
𝑗) голоморфны в окрестности неисключительных точек 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡.

Поэтому сечение 𝜓′′𝑝 голоморфно в этих точках и может иметь полюс лишь в точке 𝑃 .
Вывод таков: если неисключительная точка 𝑧𝑖 такова, что ℎ имеет в этой точке
полюс порядка в точности 𝑑𝑖, то функция (ℎ𝛽𝑖

𝑝) принимает ненулевое значение в 𝑧𝑖.
Это значит, что в окрестности такой 𝑧𝑖 мы можем выразить 𝑣𝑖 через 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓

′′
𝑝 .

Так как в слоях над точками из окрестности 𝑧𝑖 сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝑣
𝑖 образовывали

базис, то 𝜓′′1 , . . . , 𝜓
′′
𝑝−1, 𝜓

′′
𝑝 в слоях над точками из некоторой окрестности такой 𝑧𝑖

также образую базис. Итак, в неисключительных точках 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡, где к тому же
построенная функция ℎ имеет полюса нужных порядков, сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓

′′
𝑝−1, 𝜓

′′
𝑝

стали независимыми.
Посмотрим, где сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓

′′
𝑝 линейно зависимы. Они, конечно, зави-

симы в точках 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚, где зависимы сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1. Количество этих точек
не превосходит 𝑁(𝑝− 1, 𝑔). Они могут быть зависимыми в исключительных точках
из 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡; количество их не превосходит 𝑔. Они могут быть зависимыми в тех
неисключительных 𝑞′ точках из 𝑧𝑚+1, . . . , 𝑧𝑡, где построенная функция ℎ не имеет
полюсов нужных порядков. Это все точки из 𝑧1, . . . , 𝑧𝑡, где сечения 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓

′′
𝑝

зависимы.
Посмотрим, что происходит на 𝑀 ∖ {𝑧1, . . . , 𝑧𝑡}. Имеется точка 𝑃 – полюс функ-

ции ℎ, и имеется не более 𝑞′′ нулей функции ℎ. В точках, не являющихся нулями
ℎ сечения, 𝜓′′1 , . . . , 𝜓′′𝑝−1, 𝜓

′′
𝑝 так и остались независимыми. Поэтому они могут стать

зависимыми только на множестве нулей функции ℎ, а их количество не превосхо-
дит 𝑞′′.

Также ясно, что при всех построениях новых полюсов в точке 𝑃 не добавляется.
Так что

𝑁(𝑝, 𝑔) 6 𝑁(𝑝− 1, 𝑔) + 𝑔 + 𝑞′ + 𝑞′′ 6 𝑁(𝑝− 1, 𝑔) + 2𝑔.

С учетом того, что 𝑁(1, 𝑔) = 𝑔, получаем: 𝑁(𝑝, 𝑔) 6 2𝑝𝑔 − 𝑔. Прибавим к этому
числу еще точку 𝑃 . Так что общее количество дополнительных особых точек не
превосходит 2𝑝𝑔 − 𝑔 + 1.

Таким образом, у нас имеется мероморфная тривиализация, так что множество 𝑆,
состоящее из полюсов тривиализующих сечений и точек, где они конечны, но линей-
но зависимы, содержит не более 2𝑝𝑔 − 𝑔 + 1 точек. Согласно предложению 1 стро-
ится система, при этом эти точки и будут дополнительными особенностями. При
этом, если 𝑎𝑖 /∈ 𝑆, то 𝑎𝑖 будет даже фуксовой особенностью.

Основная теорема доказана.

Заметим, что при 𝑝 = 2 сделанная в этой работе оценка превращается в 3𝑔 + 1,
оценка же, полученная в теореме 1 в [3], есть 3𝑔 − 1. Однако в отличие от [3] мы не
требовали при этом неприводимости представления. В отличие от работы [3], как
уже говорилось, мы не делаем оценки полюсов системы в дополнительных особен-
ных точках.

В заключение хочу выразить благодарность Р. Р. Гонцову и И.В. Вьюгину за
постановку задачи и плодотворные обсуждения.
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