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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ðåøåòêà ïîäôîðìàöèé ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé
ôîðìàöèè óíàðîâ ïî âêëþ÷åíèþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ôîðìà-
öèÿ óíàðîâ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííîé.

In this paper we characterize the lattice of subformations of an arbitrary
�nite formation of monounary algebras. It is proved that every �nite formation
of monounary algebras is a hereditary formation.

1 Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïîíÿòèå ôîðìàöèè ïîÿâèëîñü â 1963 ã. â ðàáîòå Â. Ãàøþöà è â ïîñëåäóþ-
ùèå ãîäû ïîëó÷èëî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òåîðèè ãðóïï ([1]). Â êîíöå 70-õ
ãîäîâ àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ôîðìàöèé ïåðåøëè íà äðóãèå êëàññè-
÷åñêèå àëãåáðû (êîëüöà, àëãåáðû Ëè), à ïîçæå è íà óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû (ñì.
[2]).

Ìíîãîîáðàçèÿ è êâàçèìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èññëåäîâàííûìè è
íåêîòîðûì îáðàçîì áëèçêèìè ïîíÿòèþ ôîðìàöèè. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî
íåíàñëåäñòâåííûå êëàññû, à òàê æå êëàññû ñ óñëîâèÿìè êîíå÷íîñòè íå ÿâëÿþòñÿ
íè ìíîãîîáðàçèÿìè, íè êâàçèìíîãîîáðàçèÿìè.

Äàëåå ðå÷ü ïîéäåò î êîíå÷íûõ ôîðìàöèÿõ óíàðîâ (èëè ôîðìàöèÿõ êîíå÷íûõ
óíàðîâ). Áóäåò äàíî àáñòðàêòíîå îïèñàíèå ðåøåòêè ïîäôîðìàöèé ïðîèçâîëüíîé
êîíå÷íîé ôîðìàöèè óíàðîâ.
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Ôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, çàìêíóòûé îòíîñè-
òåëüíî âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæèòå-
ëåé) ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì X îáîçíà÷èì ÷åðåç sX ìíîæåñòâî âñåõ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ ñèñòåì
ýòîãî êëàññà (â êëàññå âñåõ ñèñòåì äàííîé ñèãíàòóðû), à ÷åðåç formX � ôîðìà-
öèþ ïîðîæäåííóþ X. Äàëåå ÷åðåç HX, R0X è SX îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
êëàññû âñåõ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ, êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è âñåõ
ïîäñèñòåì X-ñèñòåì. Êëàññ X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè SX = X. Ïî
ëåììå 3.2 èç [2] èçâåñòíî, ÷òî formX = HR0(X).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ôîðìàöèé F1,F2, èç F1 ⊆ F2 ñëåäóåò sF1 ⊆ sF2.
Åñëè F1,F2 � êîíå÷íûå ôîðìàöèè àëãåáð, ò.å. ñîäåðæàò òîëüêî êîíå÷íûå

àëãåáðû, òî äëÿ íèõ âåðíà è îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ, ò.å.

F1 ⊆ F2 ⇔ sF1 ⊆ sF2 (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü sF1 ⊆ sF2 è A ∈ F1. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè A ∈ sF1.
Åñëè A /∈ sF1, òî ïî òåîðåìå Áèðêãîôà î ïîäïðÿìîì ðàçëîæåíèè A ðàçëîæèìà
â êîíå÷íîå ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ àëãåáð, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò sF1 (ñì. [4], ñëåä. 8.7). Òàêèì îáðàçîì A ∈ R0(sF1) ⊆ R0(sF2) ⊆ F2.

Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ òàêæå, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé
ôîðìàöèè F àëãåáð èìååò ìåñòî

form(sF) = F (2)

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ óíàðíûå àëãåáðû ñ îäíîé îïåðàöèåé f (óíàðû). Ìíî-
æåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ N0, N = N0 \ {0}. ×åðåç
Cn

m = ⟨a | fn(a) = fn+m(a)⟩ îáîçíà÷àåòñÿ óíàð ñ îáðàçóþùèì a è îïðåäåëÿþ-
ùèì ñîîòíîøåíèåì fn(a) = fn+m(a), ãäå n,m ∈ N0, m > 0. Â ýòîì îáîçíà÷åíèè
óíàð C0

m íàçûâàþò öèêëîì äëèíû m. ×åðåç C∞
m îáîçíà÷àåòñÿ îáúåäèíåíèå âîç-

ðàñòàþùåé öåïè C1
m ⊂ C2

m ⊂ . . . óíàðîâ Ct
m äëÿ âñåõ t ∈ N. Ýëåìåíò a óíàðà íà-

çûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè fn+m(a) = fn(a) äëÿ íåêîòîðûõ n,m ∈ N0,m > 0.
Ãëóáèíîé t(a) ïåðèîäè÷åñêîãî ýëåìåíòà a íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç ïîêàçàòå-
ëåé n ∈ N0, äëÿ êîòîðîãî ýëåìåíò fn(a) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó
öèêëó. Ïåðèîäîì p(a) ïåðèîäè÷åñêîãî ýëåìåíòà a íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïî-
êàçàòåëü m ∈ N, äëÿ êîòîðîãî f t(a)+m(a) = f t(a)(a). ×åðåç F1 îáîçíà÷àåòñÿ ñâî-
áîäíûé îäíîïîðîæäåííûé óíàð. Åñëè A,B � óíàðû, ïðè÷åì A ∩ B = ∅, òîãäà
óíàð A ∪B îáîçíà÷àåòñÿ A+B è íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé óíàðîâ A è B.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî èñïîëüçóåìûõ äàëåå ðåçóëüòàòîâ.
Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïðèâåäåíû â [3].

Ëåììà 1 ([3]). Ýëåìåíò a óíàðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ fn(a) = fn+m(a) (n,m ∈ N0, m > 0), êîãäà t(a) 6 n è p(a) | m.

Ëåììà 2 ([3]). Ïóñòü Ai, i ∈ I � ïðîèçâîëüíûå óíàðû. Ýëåìåíò a ∈∏
i∈I Ai ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðÿäêè |(ai)|
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ìîíîãåííûõ ïîäóíàðîâ (ai) 6 Ai, ïîðîæäåííûõ ïðîåêöèÿìè ai ýëåìåíòà a îãðà-
íè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, ïðè ýòîì

t(a) = max{t(ai) | i ∈ I}, p(a) = ÍÎÊ{p(ai) | i ∈ I}.

Â [5] îïèñàíû âñå ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå óíàðû:

Òåîðåìà 1 ([5]). Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìû-
ìè óíàðàìè â êëàññå âñåõ óíàðîâ ÿâëÿþòñÿ Ch

1 (h > 1), C∞
1 , C0

pk
(p � ïðîñòîå,

k ∈ N0) è C
0
pk

+ C0
1 .

2 Êîíå÷íûå ôîðìàöèè óíàðîâ

Çàìåòèì, ÷òî â óòâåðæäåíèÿõ (1) è (2) óñëîâèå êîíå÷íîñòè àëãåáð ñóùåñòâåí-
íî. Äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íûõ óíàðîâ ýòè çàìå÷àíèÿ íå âñåãäà âåðíû. Íàïðèìåð,
åñëè ôîðìàöèÿ F ñîäåðæèò óíàð F1, òî äëÿ íåå (2) óæå íå âåðíî. Åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî F1 ∈ form(sF) = HR0(sF), òî äîëæíû íàéòèñü óíàðû Ai ∈ sF,
ãäå i = 1, . . . , n, è òàêîå ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå B óíàðîâ Ai, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ýïèìîðôèçì φ : B → F1. Ïî òåîðåìå 1 âñå ýëåìåíòû óíàðîâ Ai ÿâëÿþòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèìè, ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû B òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå ïî ëåììå 2. Òà-
êèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî F1 òàêæå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèå ýëåìåíòû, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó F1 /∈ form(sF).

Ïóñòü F � êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ àëãåáð. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
LF (F) âñåõ ïîäôîðìàöèé ôîðìàöèè F îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó ïî âêëþ÷åíèþ.
Îïðåäåëèì íà áóëåàíå ìíîæåñòâà sF âñåõ êîíå÷íûõ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ
àëãåáð èç F îïåðàòîð c ïî ïðàâèëó:

c(X) = s(formX),

äëÿ ëþáîãî X ⊆ sF.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ⊆ sF äëÿ äàííîé ôîðìàöèè

F âåðíî X ⊆ c(X). Åñëè X1 ⊆ X äëÿ íåêîòîðîãî X1, òî c(X1) ⊆ c(X). Äàëåå
c(c(X)) = s(form(s(formX))) = s(formX) = c(X) ñîãëàñíî (2). Òàêèì îáðàçîì c
� îïåðàòîð çàìûêàíèÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåòêè LF (F) ïîäôîðìàöèé äàííîé êîíå÷íîé ôîðìàöèè óíà-
ðîâ F, äîñòàòî÷íî îïèñàòü ðåøåòêó Lc çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà sF
êîíå÷íûõ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ óíàðîâ èç F. Äåéñòâèòåëüíî, âåðíà

Ëåììà 3. Ïóñòü F � êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ àëãåáð. Òîãäà LF (F) ∼= Lc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå φ : LF (F) → Lc ïî ïðàâèëó: äëÿ
ïðîèçâîëüíîé M ∈ LF (F) ïóñòü φ(M) = sM. Îïðåäåëåíèå φ êîððåêòíî, òàê
êàê c(sM) = s(form sM) = sM äëÿ ëþáîãî M ∈ LF (F). Ïóñòü X ∈ Lc, òîãäà
ôîðìàöèÿ formX ∈ LF (F) ñîãëàñíî (1) è

φ(formX) = s(formX) = c(X) = X.
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Äàëåå φ áóäåò èçîìîðôèçìîì ðåøåòîê ïî (1). �

Äîêàæåì ëåììó, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ âïîñëåäñòâèè.

Ëåììà 4. Åñëè óíàð âèäà A+B ïðèíàäëåæèò êëàññó óíàðîâ X, òî óíàðû
A è B ïðèíàäëåæàò ôîðìàöèè formX.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ óíàðîâ A,B,C, ãäå A∩B = ∅
íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò C×(A+B) = C×A+C×B, (A+B)×C =
A× C +B × C.

Ïóñòü A+B ∈ X. Îáîçíà÷èì A1 = A2 = A+B, òîãäà A1×A2 = (A+B)×(A+
B) = A×A+B×A+A×B+B×B. Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç D = A×B+B×A è
ïîêàæåì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì óíàðîâ A1, A2. Î÷åâèäíî,
÷òî D ⊆ A1 × A2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ A1 è òîãäà, åñëè x ∈ A,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ B ýëåìåíò d = (x, y) ∈ A × B ⊆ D, à åñëè x ∈ B,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ A ýëåìåíò d = (x, y) ∈ B × A ⊆ D. Ò.å. ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò d ∈ D, ÷òî dπ1 = x, ãäå π1 � ïðîåêòèðîâàíèå A1 × A2 íà A1.
Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x ïîëó÷àåì Dπ1 = A1. Àíàëîãè÷íî è Dπ2 = A2

ñ ïðîåêòèðîâàíèåì π2 ïðîèçâåäåíèÿ A1 ×A2 íà A2. Òàêèì îáðàçîì D ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì óíàðîâ A1, A2 ∈ X è ïîýòîìó D ∈ formX.

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå φ : D → A, èç D íà A, ïî ïðàâèëó:

(x, y)φ =

{
x, åñëè (x, y) ∈ A×B
y, åñëè (x, y) ∈ B × A

, òîãäà äëÿ óíàðíîé îïåðàöèè f èç ñèãíàòó-

ðû êëàññà X è ïðîèçâîëüíîé ïàðû (x, y) ∈ A × B èìååì f((x, y)φ) = f(x) =
(f(x), f(y))φ ò.ê. (f(x), f(y)) ∈ A× B. Àíàëîãè÷íî (x, y) ∈ B × A. Òàêèì îáðà-
çîì φ � ýïèìîðôèçì D íà A è ïîýòîìó A ∈ formX. Àíàëîãè÷íî è B ∈ formX.
�

Â ñëåäóþùåé ëåììå äàåòñÿ îïèñàíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ îïåðàòîðà c.

Ëåììà 5. Ïóñòü F � êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå ðàâåíñòâà

1. c({C0
pk
}) = c({C0

pk
+ C0

1}) = {C0
ps + C0

1 , C
0
ps | 0 6 s 6 k}, åñëè p � ïðîñòîå,

k ∈ N è {C0
pk
} ⊆ sF;

2. c({Ch
1 }) = {Ct

1 | 0 6 t 6 h}, åñëè h ∈ N0 è {Ch
1 } ⊆ sF;

3. c(X) =
∪
{c({A}) | A ∈ X}, åñëè X ⊆ sF.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü X = {C0
pk

+ C0
1}. Óíàðû C0

ps + C0
1 äëÿ âñåõ

0 6 s 6 k ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôíûìè îáðàçàìè C0
pk

+ C0
1 è ïîýòîìó ïðèíàäëå-

æàò c(X). Óíàðû C0
ps äëÿ âñåõ 0 6 s 6 k òàêæå ïðèíàäëåæàò c(X) ïî ëåììå 4.

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ â c(X) íåò. Äåéñòâèòåëüíî, â c(X) ïîïàäàþò òîëüêî ãîìî-
ìîðôíûå îáðàçû êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé àëãåáð èç X. Çàìåòèì, ÷òî
íà óíàðàõ èç X âåðíà ôîðìóëà (∀x) f pk(x) = x, èñòèííîñòü êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ
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ïðè ïåðåõîäå ê ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì, ïîäàëãåáðàì è ãîìîìîðôíûì îáðàçàì.
Ñëåäîâàòåëüíî ýòà ôîðìóëà âåðíà è íà óíàðàõ èç c(X). Äîïóñòèì C0

m ∈ c(X)
äëÿ íåêîòîðîãî m - pk. Ïåðèîä p(a) ïîðîæäàþùåãî C0

m ýëåìåíòà a ðàâåí m,
íî òîãäà ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì m | pk. Ïðîòèâîðå÷èå. Îòêóäà C0

m + C0
1 ∈ c(X)

äëÿ m - pk íåâîçìîæíî ââèäó ëåììû 4. Íà Ct
1 äëÿ ëþáîãî t ∈ N ôîðìóëà

(∀x) f pk(x) = x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëîæíîé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, íèêàêèå äðóãèå
ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå óíàðû íå ïðèíàäëåæàò c(X) è îêîí÷àòåëüíî èìååì
c({C0

pk
+ C0

1}) = {C0
ps + C0

1 , C
0
ps | 0 6 s 6 k}.

Äàëåå, äëÿ ðàâåíñòâà c({C0
pk
}) = c({C0

pk
+ C0

1}) äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü,
÷òî C0

pk
+C0

1 ∈ c({C0
pk
}). Ðàññìîòðèì C0

pk
×C0

pk
∈ form{C0

pk
}. Ïî ëåììå 2 ïîëó÷à-

åì, ÷òî óíàð C0
pk
× C0

pk
èçîìîðôåí ïðÿìîé ñóììå pk öèêëîâ C0

pk
. Êîíãðóýíöèÿ,

îáúåäèíÿþùàÿ â îäèí êëàññ ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíûõ pk−1 öèêëîâ, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû îñòàâëÿþùàÿ â îäíîýëåìåíòíûõ êëàññàõ, óêàçûâàåò ãîìîìîðôèçì,
îòîáðàæàþùèé C0

pk
× C0

pk
íà C0

pk
+ C0

1 . Òàêèì îáðàçîì C0
pk

+ C0
1 ∈ c({C0

pk
}).

2) Ïóñòü òåïåðü X = {Ch
1 }. Óíàðû Ct

1 äëÿ âñåõ 0 6 t 6 h ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðô-
íûìè îáðàçàìè Ch

1 è ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò c(X). Äðóãèõ â c(X) íåò. Äåéñòâè-
òåëüíî, íà óíàðàõ èç X âåðíà ôîðìóëà (∀x) fh+1(x) = fh(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ëîæíîé êàê íà Ch+d

1 äëÿ ëþáîãî d ∈ N, òàê è íà C0
pk
äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî p è

k ∈ N. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì òàêèì îáðàçîì c({Ch
1 }) = {Ct

1 | 0 6 t 6 h}.
3) Ïóñòü A ∈ c(X). Òîãäà íàéäóòñÿ óíàðû Ai ∈ X, ãäå i = 1, . . . , n, è òàêîå

ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå B óíàðîâ Ai, ÷òî ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì φ : B → A.
Íà âñåõ óíàðàõ Ai èñòèííà ôîðìóëà (∀x) fh+m(x) = fh(x), ãäå m åñòü íàè-
ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïåðèîäîâ âñåõ ýëåìåíòîâ èç êàæäîãî óíàðà Ai, h �
ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ýòà ôîðìóëà ñîõðàíÿåòñÿ íà ïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèÿõ, íà ïîäàëãåáðàõ è íà ãîìîìîðôíûõ îáðàçàõ. Ïîýòîìó îíà âåð-
íà íà A. Òîãäà ïî ëåììå 1, ãëóáèíà ýëåìåíòîâ A íå ïðåâûøàåò h, à ïåðèîäû
ýëåìåíòîâ A äåëÿò m. Òàêèì îáðàçîì A ∈ c({Ai}) äëÿ íåêîòîðîãî i. Îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. �

Ñëåäñòâèå 1. Ðåøåòêà ïîäôîðìàöèé êîíå÷íîé ôîðìàöèè óíàðîâ ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ðåøåòêîé.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííîé
ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5 çàìå÷àåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ôîðìàöèè óíà-
ðîâ ìíîæåñòâî ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ óíàðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé ôîð-
ìàöèè, âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì óíàðîì ñîäåðæèò è âñå åãî ïîäàëãåáðû. Ó÷è-
òûâàÿ (2) è òî, ÷òî íàñëåäñòâåííàÿ ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì àëãåáð X
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì HR0S(X) ([2], ëåììà 3.5), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå. �

Íà ìíîæåñòâå íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ôîðìàöèé óíàðîâ îïðåäåëèì ñëåäóþùèå
ñîîòâåòñòâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ìíîæåñòâî ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ óíàðîâ
(çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîäïðÿìî íåðàçìëîæèìûõ óíàðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå
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ôîðìàöèè):
äëÿ êîíå÷íîé ôîðìàöèè F

f0(F) =

{
max{h ∈ N0 | Ch

1 ∈ F}, åñëè ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò

∞, åñëè Ch
1 ∈ F äëÿ âñåõ h ∈ N0

fi(F) =


max{k + 1 ∈ N0 | C0

pki
+ C0

1 ∈ F}, åñëè ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò

0, åñëè C0
1 + C0

1 /∈ F

∞, åñëè C0
pki

+ C0
1 ∈ F äëÿ âñåõ k ∈ N0

äëÿ âñåõ pi, ãäå pi � i-òîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåííûå âûøå fi äëÿ âñåõ i ∈ N0 ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè âî ìíîæå-

ñòâî N0, äîïîëíåííîå íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ∞, è îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (k0, k1, k2, . . .), ãäå ki = fi(F) (i ∈ N0), òàêóþ, ÷òî

åñëè ki = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ N, òî ki = 0 äëÿ âñåõ i ∈ N (3)

Åñëè L � ïðîèçâîëüíàÿ ðåøåòêà, òî ÷åðåç L∗ (ñîîòâ. L∗) áóäåì îáîçíà÷àòü
ðåøåòêó L, äîïîëíåííóþ âíåøíèì îáðàçîì íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) ýëåìåí-
òîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ôîðìàöèè F óíàðîâ áóäåì îïðåäåëÿòü ñëåäó-
þùèå ðåøåòêè:

1. Åñëè f0(F) ∈ N0, òîãäà îïðåäåëèì S0 = ⟨{n ∈ N0 | 0 6 n 6 f0(F)},6⟩, ãäå
6 � åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê; åñëè f0(F) =∞, òîãäà S0

∼= (N0)
∗.

2. Åñëè fi(F) ∈ N0 (i ∈ N), òîãäà îïðåäåëèì Si = ⟨{n ∈ N | 1 6 n 6 fi(F)},6⟩,
ãäå 6 � åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê; åñëè fi(F) =∞, òîãäà Si

∼= (N)∗

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ. Òîãäà

LF (F) ∼=

(
S0 ×

(∏
i∈N

Si

)
∗

)
∗

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ó äâóõ êîíå÷íûõ ôîðìàöèé óíàðîâ
ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé fi äëÿ âñåõ i ∈ N0, òî ó íèõ ñîâïàäàþò è ìíî-
æåñòâà ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ àëãåáð, à çíà÷èò ïî (2) ðàâíû è ñàìè ôîðìà-
öèè. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ëåììå 5 è (1), êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ F2 ñîäåðæèò
ôîðìàöèþ F1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fi(F1) 6 fi(F2) äëÿ âñåõ i ∈ N0, ò.å.
êîãäà (f0(F1), f1(F1), . . .) 6 (f0(F2), f1(F2), . . .), ãäå 6 � åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê
íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè (N ∗

0 )N0 (íàèáîëüøèé ýëåìåíò â N ∗
0 îáîçíà÷àåòñÿ ∞).

Ïðîèçâîëüíîé ïîäôîðìàöèè M ôîðìàöèè F ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (k0, k1, k2, . . .) ∈ (N ∗

0 )N0 , ãäå ki = fi(M) (i ∈ N0), ñî ñâîéñòâîì (3). Åñëè
çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (k0, k1, k2, . . .) ∈ (N ∗

0 )N0 ñî ñâîéñòâîì (3) è ki 6 fi(F)
äëÿ âñåõ i ∈ N0, òî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ck0
1 ∈ X, åñëè k0 <∞;
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2. Ct
1 ∈ X äëÿ âñåõ t ∈ N0, åñëè k0 =∞;

3. C0

p
ki−1
i

+ C0
1 ∈ X, åñëè 0 < ki <∞;

4. C0
pti
+ C0

1 ∈ X äëÿ âñåõ t ∈ N0, åñëè ki =∞;

5. äðóãèõ â X íåò.

ÒîãäàM = formX � êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ. Åñëè êàêîé-òî èç ïîêàçàòå-
ëåé ki (i ∈ N0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ∞, òî ïî îïðåäåëåíèþ X íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ∞ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ fi (i ∈ N0). Ïóñòü
ki ∈ N0 (i ∈ N0), òîãäà ïî ëåììå 5 ïîëó÷àåì fi(M) = ki.

Äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (k0, k1, k2, . . .) íàøëàñü ôîðìàöèÿ M òàêàÿ,
÷òî fi(M) = ki äëÿ âñåõ i ∈ N0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé íåïóñòîé ïîäôîðìàöèèM äàííîé êîíå÷íîé ôîð-
ìàöèè F óíàðîâ, îòîáðàæåíèå M 7→ (f0(M), f1(M), . . .) óñòàíàâëèâàåò èçîìîð-
ôèçì φ ðåøåòêè íåïóñòûõ ïîäôîðìàöèé íà ãëàâíûé èäåàë ðåøåòêè ýëåìåíòîâ
(N ∗

0 )N0 ñî ñâîéñòâîì (3), îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà 6, ïîðîæäåííûé
ýëåìåíòîì (f0(F), f1(F), . . .).

Íà îáðàçå φ, ò.å. íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (k0, k1, k2, . . .) ∈ (N ∗
0 )N0

ñî ñâîéñòâîì (3) òàêèõ, ÷òî (k0, k1, k2, . . .) 6 (f0(F), f1(F), . . .), îïðåäåëèì îòîá-

ðàæåíèå ψ : Imφ→ S0 ×
(∏

i∈N
Si

)
∗
ïî ïðàâèëó:

(k0, k1, k2, . . .)ψ =

{
(k0, (0, 0, . . .)), åñëè ki = 0 (i ∈ N),
(k0, (k1, k2, . . .)), åñëè ki > 0 äëÿ âñåõ i ∈ N

ãäå äîáàâëåííûì íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â

(∏
i∈N

Si

)
∗
ÿâëÿåòñÿ (0, 0, . . .). Íåïî-

ñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðåøåòîê.
Ðàñøèðèì êîìïîçèöèþ èçîìîðôèçìîâ φ◦ψ, óñòàíîâèâ ïóñòîé ïîäôîðìàöèè

â ñîîòâåòñòâèå ïðèñîåäèíåííûé ê S0×
(∏

i∈N
Si

)
∗
âíåøíèì îáðàçîì íàèìåíüøèé

ýëåìåíò ∅. Ïîëó÷àåì èñêîìûé èçîìîðôèçì. �

Êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ñèñòåì íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé
ôîðìàöèåé, òàêæå êàê è ñàìî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé. Îáðàòíîå
íå âåðíî. Ïóñòü íàì äàíà êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ F, òîãäà íå îáÿçàòåëü-
íî íàéäåòñÿ òàêîå ìíîãîîáðàçèå, ÷òî F ñîñòîèò èç âñåõ åãî êîíå÷íûõ óíàðîâ è
òîëüêî èç íèõ. Íàïðèìåð, ïóñòü X = {C0

pk
| k ∈ N0}, ãäå p � ôèêñèðîâàííîå

ïðîñòîå ÷èñëî, è F = formX. Ñðåäè îïðåäåëÿþùåé ñîâîêóïíîñòè òîæäåñòâ èñ-
êîìîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî òîæäåñòâà âèäà (∀x) fn(x) = fn+m(x),
(∀xy) fn(x) = fn+m(y), n,m ∈ N0. Âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå s ∈ N, ÷òî ps > m.
Íè îäíî èç ýòèõ òîæäåñòâ íå èñòèííî íà C0

ps ∈ F åñëè m > 0. Ïîýòîìó ñðåäè
îïðåäåëÿþùåé ñîâîêóïíîñòè òîæäåñòâ èñêîìîãî ìíîãîîáðàçèÿ îñòàþòñÿ ëèøü
(∀x) fn(x) = fn(x), êîòîðûå èñòèííû è íà óíàðàõ íå ïðèíàäëåæàùèõ F.
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Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ôîðìàöèÿ óíàðîâ F çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ãîìî-
ìîðôíûõ îáðàçîâ, êîíå÷íûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è ïîäàëãåáð. Òàêèì îáðàçîì
êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìíîãîîáðàçèåì (ñì. [6], ñð. òåîð. 4.4 èç [2]). Åñëè F1

� ïîäôîðìàöèÿ â F, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæäåñòâ
e1, e2, . . ., òàêàÿ ÷òî F1 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êëàññ âñåõ òàêèõ óíàðîâ A èç F,
äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ N, ÷òî â A èñòèííû âñå òîæäåñòâà èç

∪
i>t{ei}.

ÑÏÈÑÎÊ ÖÈÒÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

[1] Øåìåòêîâ Ë. À. Ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï. Ì.: Íàóêà, 1978.

[2] Øåìåòêîâ Ë. À., Ñêèáà À. Í. Ôîðìàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà,
1989.

[3] Êàðòàøîâ Â. Ê. Êâàçèìíîãîîáðàçèÿ óíàðîâ // Ìàòåì. çàìåòêè. 1980. Ò. 27,
� 1. Ñ. 7�20.

[4] Burris S., Sankappanavar H. P. A Course in Universal Algebra. Graduate Texts
in Mathematics no. 78. Springer-Verlag, 1981.

[5] Wenzel G. H. Subdirect irreducibility and equational compactness in unary
algebras ⟨A; f⟩. // Archiv der Mathematik. 1970. Vol. 21. Pp. 256�264.

[6] Ash C. J. Pseudovarieties, generalized varieties and similarly described classes.
// J. Algebra. 1985. Vol. 92. Pp. 104�115.

Âîëãîãðàäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ñîöèàëüíî-ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
Ïîñòóïèëî 17.10.2011


