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З А М Е Ч А Н И Е . Нетрудно показать, что каноническое отображение мно­
жества классов неприводимых представлений алгебры Шр^^{Т;Е) на 
Рпт(ШТ^^^(Г; Е)) — биекция. Следовательно, из теоремы 4 вытекает обоб­
щение доказанной в [5] для р = 2 теоремы о вычислении спектра (7*-алгебры 

4. В заключение сформулируем теорему о классификации рассматриваемых 
алгебр. Наряду с описанным выше сложным контуром Г с множеством узловых 
точек S и весом ш рассмотрим другой, аналогично определяемый, сложный 
контур Г' с множеством узловых точек S' и весом ш'. 

Т Е О Р Е М А 5. Для того чтобы банаховы алгебры ШТ^^ (̂Г ; Е) и ШТ̂  uj'(^' '•> ^') 
были изоморфны^ необходимо и достаточно^ чтобы пары (Г; S) и (Г'; Е') 
были гомеоморфны и чтобы п равнялось п'. 

Достаточность является простым следствием теоремы о замене переменной 
в сингулярном интеграле и содержится в [4, с. 30]. Необходимость доказыва­
ется при помощи теоремы 4. 
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Пусть А ж В — косые диаграммы одного и того же порядка п , а Т^ и Тв 
— соответствующие представления симметрической группы Sn (над фиксиро­
ванным полем характеристики нуль). Существует несколько комбинаторных 
интерпретаций числа сплетения ^(А^В) = dimHom^^(Т^, Т в ) . Это интер­
претации типа правила Литтлвуда-Ричардсона, основанные на комбинаторике 
диаграмм А ж В (см., например, [1, 2, 3]) и интерпретации типа Гельфанда-
Зелевинского, где ^(А, В) представляется как число целых точек некоторого 
выпуклого многогранника в пространстве схем Гельфанда-Цетлина (ГЦ-схем) 
(см. [5]). Однако в этих интерпретациях весьма неочевидна симметрия между 
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А ж В ^ хотя ясно, что 1У(А^ В) = 1У(В ̂  А). 
В этой работе мы даем новую комбинаторную интерпретацию числа ^(А, В) 

как множества целочисленных решений системы линейных неравенств, причем 
эти неравенства симметричны относительно А ж В ж равенство 1У{А^ В) = 
1у{В^А) становится самоочевидным. 

Далее оказывается, что отклонения от выполнения этих неравенств можно 
охарактеризовать числами, которые являются обобщениями индекса и заряда 
таблицы. 

1. Напомним, что заполнением косой диаграммы А называется функция 
t , определенная на квадратах этой диаграммы, со значениями в множестве 
натуральных чисел. Будем говорить, что заполнение t имеет форму А. Вес 
заполнения t — это набор /х = (/xi, . . . , fip), где /х̂  — число квадратов х G А, 
таких, что t (х) = i. Если В — другая косая диаграмма, то заполнение t на­
зовем ^-заполнением диаграммы А, если /х̂  = li{B) ^ где li{B) равно числу 
квадратов в г-й строке диаграммы В. Заполнение t называется таблицей, если 
числа t (х) в диаграмме А не убывают вдоль строк слева направо и строго воз­
растают вдоль столбцов сверху вниз (см. [1]). Заполнение t формы А назовем 
^-таблицей, если t является таблицей и ^-заполнением одновременно. Если t 
является ^-заполнением диаграммы А, то свяжем с t слово uj(t) = aia2 ... (in ^ 
которое образуется при чтении чисел t{x) в А справа налево и сверху вниз. 
Слово 00(t) назовем ^-решетчатым, если оно состоит из «хороших» элемен­
тов ai. При этом «хорошие» элементы определяются так: 

(i) все единицы являются хорошими; 
(ii) элемент к хороший, если число хороших элементов, строго предшеству-

юп];их к и равных к, меньше, чем число предшествуюп];их хороших эле­
ментов, равных к — 1 -\- dk' Здесь d^, г ^ 2, — число квадратов г-й 
строки диаграммы В ^ расположенных левее первого квадрата (г — 1)-й 
строки диаграммы В. 

В работе [3] доказаны следуюп];ие варианты правила Литтлвуда-Ричардсона. 
П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Число iy{A^B) равно количеству В-таблиц t формы А, 

удовлетворяющих условию 
(*) существует биекцил Lp: В ^ А, такая, что t{(p{x)) = р{х) для всех 

X Е В {р{х) — номер строки, в которой леэюит квадрат х) и для 
любых xi,X2 G в , леэюащих в одном столбце, p{xi) > р{х2) =^ 
p{ip{xi)) > p{ip{x2)). 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Число iy{A^B) равно количеству В-таблиц t формы А, 
таких, что слово ио{1) является В -решетчатым. 

Формулировка предложения 2 ближе к классической формулировке правила 
Литтлвуда-Ричардсона. 

2. Предложение 1 связано со следуюп];ей явной реализацией пространства 
П о т 5 Л Т л , Т л ) (см. [3,4]). 

Пусть RA , С А — подгруппы в группе перестановок квадратов диаграммы 
А, оставляюп];их инвариантными соответственно строки и столбцы А. 

Назовем две биекции (р^ф: А —> В эквивалентными (ср ~ ф)^ если суп];е-
ствуют такие элементы а А ^ RA •, о^в ^ RB •, ^то <р = авфо1.~]^ . Пусть Р (А, В) 
— пространство, натянутое на множество К [А., В) классов эквивалентности 
биекций жз А ^ В. Будем обозначать через [(р] класс эквивалентности, соот-



Кратности б'тг-модулей и индекс и заряд таблиц 73 

ветствующий биекции (р. Определим Н(А^ В) как подпространство в Р (А, В), 
натянутое на элементы вида 

РлеСА^РвеСв 

где (р: А ^ Р — биекция, а /?А — четность перестановки /ЗА • Как показано 
в [3], пространство Н{А^В) изоморфно Нот^^ (Т^ , Т в ) . 

Опишем классы эквивалентности из К{А^В). Пусть ф^^р: А ^ В — би­
екции. Обозначим через ^{i^j) количество квадратов j-ж строки диаграммы 
А, которые переходят в г-ю строку диаграммы В. Ясно, что ф ^ ср тогда и 
только тогда, когда (р(г, j) = '0(i, j) для всех i, j . С другой стороны, если дан 
набор целых чисел а = {ctij} ^ такой, что aij ^ О, ^jdij = h{B) ^ ^i^ij = 
lj{A), то он определяет класс биекций Ка{А^ В) = [ср], где (р(г, j) = a^j . 

Если ср: В ^ А — биекция, то с ней связано ^-заполнение t^p диаграммы А, 
а именно, если х G А, то в квадрат х ^ А вписывается число р(ср~^(х)). Ясно, 
что все ^-заполнения диаграммы А получаются таким способом. Скажем, 
что класс [ip] является таблицей, если он содержит такую биекцию ф: В ^ А^ 
что заполнение 1ф является таблицей. В предложении 1 класс [ср] является 
таблицей. Условие (*) предложения 1 эквивалентно тому, что класс [^~^] G 
К{А^ В) тоже является таблицей. Это вытекает из следующего элементарного 
утверждения. 

Л Е М М А . Пусть t — заполнение косой диаграммы А, такое, что числа 
t{x), X ^ А, строго возрастают по столбцам сверху вниз. Тогда после упо­
рядочения по возрастанию чисел этого заполнения во всех строках строгое 
возрастание по столбцам сохранится. 

Пусть диаграмма А представлена как разность двух диаграмм Юнга: А = 
А \ А, где А = (Ai, . . . , Ар), Ai ^ . . . ^ Ар, А = (Ai, . . . , Ар), Ai ^ . . . ^ Ар. 
Пусть Lp: В ^ А — биекция. Легко показать, что класс [(р\ является таблицей, 
если выполняется система неравенств 

Ai + ^ ( p ( i , i ) ^ Аг+1 + ^ (p(i + l , i ) . 

Из приведенных выше рассмотрений вытекает 
Т Е О Р Е М А 1. Пусть А = А\А^ В = ц.\~р — две косые диаграммы порядка 

п, представленные как разности диаграмм Юнга. Тогда dim Пот^^ (Т^, Тв) 
равно числу целочисленных решений a^j следующей системы: 

dij^O, ^aij = li{A), ^aij = lj{B), (1) 
j i 

Ai + ^ < ^ z i ^ Ai+i + 2_^ ^i+i,i5 (2) 

i^k i^k+l 

{li{A) — длина i-й строки диаграммы A). 

Пусть В теореме 1 A = A — диаграмма Юнга. Положим А̂  = Yl,j<k^i 
ik)^ Если числа a^j удовлетворяют неравенствам (1) и (2), то набор {А̂  } образует 
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ГЦ-схему типа А. Выражал в (3) aij через А̂  получаем правило Гельфапда-
Зелевипского [5]. Таким образом, теорема 1 является обобщением этого пра­
вила. 

3 . Пусть b = (6i, . . . ,6^) — последовательность целых чисел длины п. 
Определим индекс и заряд формулами 

ind(&)= Y1 •?•' ^(^)= Е (^-•?') 
bj^bj + i bj^bj + i 

соответственно. Пусть t — заполнение косой диаграммы А ж ti — последова­
тельность чисел, получающаяся при чтении г-го столбца диаграммы А сверху 
вниз. Положим ind(t) = ^ ^ ind(ti) и c(t) = ^ ^ c{ti). Пусть а = {a^j} — набор 
целых чисел, удовлетворяющих условию (1) теоремы 1. Тогда а определяет 
классы эквивалентности Ка{А^ В), Ка{В^ А) биекций А ^ В ж В ^ А соот­
ветственно. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . inda(A, В) = min^^ uid{t^p), Са{А^В) = min^^ ^(t^p), где мини­
мум берется по всем биекциям из класса Ка{А^ В). 

Если набор а удовлетворяет (2) (соответственно (3)), то шАа{В^ А) = О и 
Са(^, А) = О (соответственно inda(A, Б ) = О и Са(А, Б ) = 0). 

Таким образом, индекс и заряд можно интерпретировать как степень от­
клонения от неравенств (2) и (3). 

Т Е О Р Е М А 2. Пусть В — диаграмма Юнга и Ка{В^А) — класс, содерэюа-
щий таблицу. Тогда Са(А, В) совпадает с зарядом этой таблицы, определен­
ным 6 [1]. 
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В заметке [1] был выделен класс J\f пространств Кёте-Фреше, в которых 
произвольный линейный оператор допускает представление в виде 

T = J^K, (1) 

где матрица оператора J в основном базисе может иметь отличные от нуля 


