
П . П . Т а м м е л а 

ОШАСТЬ ЭРМИТА-МЙНКОВСКОГО ПРИВЕДЕНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ 
КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ ОТ ШЕСТИ ПЕРЕМЕННЫХ 

« I . . • • . 

Пусть 

1,И 
- положительно определенная квадратичная форма с вещественными 
коэффициентами а^, а ^ = а Д (L, } = 4,. . ., а). Говорят, что 
форма $ приведена по Минковскому, если для любого набора.целых 
чисел В,,.. ., tw из условия о.н.д. (£.., . . ., е„.И следует, что 

Н^ О3' au- d) 
Общая теория приведения положительных квадратичных форм по 

Минковскому развита в его известном мемуаре [3] (см. также пре -
красное изложение [4] ). 

В |\| = JllIL±-J -мерном пространстве коэффициентов 
{ам,..., апп, а4я, .-..,'• о>п-<, п \ область приведения Минковс-
кого есть выпуклый гоноэдр с конечным числом граней. Минковский 
[2] сформулировал ряд утверждений, позволяющих вычислять гоноэдр 
приведения для rv « 6. Однако доказательство этих утверждений бы­
ло опубликовано Минковским лишь для a «* Ч ([I],[3]). В случае 
П"=5 эти утверждения были недавно доказаны С.С.Рышковым [5] .Цель 

настоящей заметки - доказательство утверждений Минковского для 
а = 6 . Точнее говоря, мы доказываем следующее предложение (сфор­

мулированное без доказательства Минковским [2]). 
Теорема. П у с т ь 

- п о л о ж и т е л ь н о о п р е д е л е н н а я квадра­
т и ч н а я форма с в е щ е с т в е н н ы и и коэф­
ф и ц и е н т а ми (Хц (I, }- 1,.. ., п,)'. П у с т ь п«6. для 
т о г о , ч т о б ы $ была п р и в е д е н а по Мин­
к о в с к о м у , н е о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , 
чтобы она у д о в л е т в о р я л а у с л о в и я м 
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и у с л о в и я м 

He„...,.^)»v» (3) 

г д е к= 1,...'., rt , а з н а ч е н и я ^ б е р у т с я из 
с л е д у ю щ е й т а б л и ц ы 
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З д е с ь (к, к', к" ..., к("""°) п р о б е г а ю т в с е 
п е р е с т а н о в к и и н д е к с о в (1, 2, rvl.Ipi 
э т о м из т а б л и ц ы (4) б е р у т с я л и ш ь 
с т р о к и , не п р е в о с х о д я щ и е по д л и н е 
а , п р и ч е м п у с т ы е м е с т а з а п о л н я ю т ­

с я в у л я и к . 

§ 2. 

Прежде чем доказывать теорему, сформулируем и докажем ряд 
лемм. 

Введем следующие обозначения: I) ©t- вектор, у которого 
L-тая координата равна I, а все остальные равны О (I- 4,..,n,); 

2) если t, j,•• • » К суть индексы (возможно, совпадающие) из на­
бора И, &, >. .,rv) , то 

е, i „ - е. + е. +... + ек. 
В этих обозначениях неравенства(3) отвечающие строкам таблицы(4) 
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(кроме последней), запишутся следующим образом. 

И®] м t)-*(e.)»0- ( t = Л %,.. . , п.-Я, (5) 

S(ei.,i iw,j..i.l-'»lV-° (t-^-s,. • • . " • - • » ) , (6) 

!(ei..j i . -<w, . „ j „^ - i l e ' . " c l l - s " . - "-il (7> 

Неравенства (5),(6),(7) эквивалентны соответственно неравенствам: 

&f(e. ; е . , )+J(e. , , )»0 (t-4, 2,..., rv->J), (8) 
h in it,, • • • 7 it d o <f*. • • • ) < ) * 

to in iV'l it-4, it, it «<)•••»<)*-(» it, it i i > , 

здесь J(x; u)- билинейная форма 

К»; V)- X ay x> fy 
отвечающая квадратичной форме j.; }0, }<, - • • •> } t - различные индек­
сы, выбранные среди (4, % , . • • ,п-). 

Далее, ради краткости, в формулировках лемм 1-3 через 
2 = (0,,. • • 1 Еа) мы обозначаем точку с целыми координатами 
J0 . . . , ln , удовлетворяющими неравенствам 

о - * < * * > * . . . * eft. ( п > 
Лемма I . П у с т ь - к - л ю б о й и н д е к с с у с-

л о в и е м 0 * K s a - - l , П у с т ь д л я J- в ы п о л н е н ы 
н е р а в е н с т в а * ^ (5) д л я t= 4, 2/, . . . , к + А . П у с т ь 
в ы п о л н я е т с я н е р а в е н с т в о 

*) А следовательно, и равносильные им неравенства (8). 
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п-к-1 

гк.^У к. (К) "п.-к 
1=1 

Н а к о н е ц , п у с т ь е с л и к=* 3 , т о в ы п о л ­
н я е т с я н е р а в е н с т в о 

Т о г д а 

Доказательство. Имеем 

К^-У^-еЛ.к^.,+,>...,^=гу(е;еп.К)Г1.)<Н)>^?Г1)-$(еа_К)а.к+<>,.1>Л). 

Разлагая билинейную форму £(£; еЛ_к п_К+/1 _ ) по первому аргу­
менту в соответствии с представлением 

0=2 . ^ e
{

+ ^-K e . -K^-K + v . . , ' v + | 5 ^- r^ - t - . ) e a _ t a , 

получаем 

S(e)-5(*-eft_ K f . . . , r t ) -Z 'M^ e » e a-K . )+^ еа-к п)\ + 

+ ( ? a-K + r^ -K^He a _ K ;e a „ K + 4 ? . . . , J+5 (e a _ K ^ , . . . ^ )+ 

+ (^-к+й ~ ln-K + SX \Wt'> en.-K + z,..., J + *(е*-к+*> • • •» Я>Ь 

• ; ! . т> 
Х^3десь и далее, если v < a , то сумму 2 . считаем равной 

О . Считаем также, что 1т= 1Л1 

пгйх ${ек)=0, если пг^/г. 
пг*1г*П/ 
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K-3 n-K + 4 

^=0 J=n-K 

K-3 n-£H n. 
+ Z (^-t - U-f). Z Z {гке;; e j + j(e=)|-+ 

i=0 t=n-K+Z h - a - i ' ' ' 

П-К-1 

i...-4^...^ft.ffilw^t 

K-3 n.-i~< 
+ Z ( d - * n , - t - * ) Z (l+V)j пгах ^ - К е л у + 

Поэтому имеет место неравенство (14), ибо, в силу (5) каадое из 
слагаемых в фигурных скобках неотрицательно, а потому в силу(П), 
(12) и (13) в правой части последнего равенства каадое из слага­
емых неотрицательно. 

Лемма I доказана. 
Замечание. П р и к= 3 и гг= 6 н е р а в е н с т в о (13) 

п р и н и м а е т в и д 

'.ЧЧЧЧЧ- (13 > 
Лемма §. П у с т ь к=3 и л и к = 4 . П у с т ь д л я 5 

в ы п о л н е н ы н е р а в е н с т в а (5), (6) и (7) д л я 
t « И, 2/, . . . , к + А . П у с т ь в ы п о л в я ю т -

с я н е р а в е н с т в а 
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(=1 i"=4 
Н а к о н е ц , п у с т ь е с л и к = 4 , т о в ы п о л н я ­
е т с я н е р а в е н с т в о 

L , +1 +1 >2_Ь. + 1 л (16) 

Т о г д а 

Доказательство. Пусть 

А = тЦе а. к; K-i^X B-rrttajl^-A; Ц - * Л _ ^ , 

Имеем 

Разлагая билинейную форму 5-Сб; ©„ „ ) в соответствии с 
представлением 

K-2 
"•"(чг-к+Г E,«.-ic~C)en-ic+4, a-4, № + 2 . (£n.-L~ ̂ №-i.-i)e№-l,...,№ + 

получаем 

^)-^(^'ец.-к,...,1г-4,п,, п . ) в 
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п-к-4 
- Z hfimi ^ ^ ^ ^ « ^ „ „ . M , а , Л + 

+B{f(ea.K,;..,fl.,,a)-Hea.,)^ 

+CU(ea-KH...,-^.«)-*(e--')^ 

+ Z ( ^ - ^ - i - i ) Z {me^ej+iiej* 

K-X fi-K+4 . 
+ Z (^-i-^-i-ч) Z i * W ett.lf4..^tJ+f(ert_t>...,ll.,>ri)} + 

l= t l - 3 

Uft-K 

а 1 а * • Un-к 
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+ (еач-*»-Г в - с £. Й<ей еп_4)+непч)\ + 

п-к-4 

Z +|гдч- z е,+ел.11-А-в+в-(к-зхеа.гел.гв-с)Унеп-,). 

Поэтому имеет место неравенство (17), ибо, во-первых, в силу (5), 
(6), и (7) каждое из слагаемых в фигурных скобках неотрицательно; 
во-вторых, для к = 3 1 к й в силу (5) и леммы I выражения в квад­
ратных скобках неотрицательны; так что в силу ( I I ) , (15) и (16) в 
правой части последнего равенства каждое из слагаемых неотрица -
тельно. 

Лемма 2 доказана. 
Лемма 3 . П у с т ь п, = 6 . П у с т ь д л я 5 в ы п о л ­

н я ю т с я н е р а в е н с т в а (5), (6) и (7) д л я t M , 
. . . , 5 . П у с т ь в ы п о л н я ю т с я у с л о в и я 

пг-1 

i**,-eb«es, zlM*Zh (ггь-^5,6). (18) 

Н а к о н е ц , п у с т ь в ы п о л н я ю т с я у с л о в и я 
и л и i ) е,»ге,-гг„- (19) 
и л и 2 ) lt~ts> 1Ь. (20) 

Т о г д а 

Доказательство. Пусть 

A-muiu^i^i^ еч-е5). 
Имеем 

Разлагая билинейную форму $(£; е4 л 8 v e 6 ) в соответствии с 
представлением 

9=К -? \а + Ае 
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+(e^ev-e5-A)e^>3>S5)6+(eH-erA)ew+(ee-e,)e6, 
получаем 

+ ̂ 4-«r-A)|He<f,t,fSef(l|e)-5(e,)y + 

+«^44-A)|i(e<|i,t,1,f,fife)-S(e^* 

4-J.-A){»ffeI|;e.M)+J(eM)y + 

+(Кч-еэ-Афяе,;е5>в)П(е5)в)[+ 

+|X(frU^-(^-y+A-(ew-«3-A)}Ke,V 

Поэтому имеет место неравенство (21), ибо, во-первых, в силу (5), 
(6) и (7) каждое из слагаемых в фигурных скобках неотрицательно; 
во-вторых, в силу (5) и леммы.I выражение в квадратных скобках не­
отрицательно; так что в силу (II), (18), (19) и (20) в правой ча­
сти последнего равенства каждое из слагаемых неотрицательно. 

Лемма 3 доказана. 
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§3 
Перейдем к доказательству теоремы. Далее везде считаем, что 

rv^6 . Если форма приведена по Минковскому, то для нее среди дру­
гих выполняются и неравенства (2) и (3). 

Докажем и обратное утверждение: если 5 удовлетворяет нера­
венствам (2) и (3), то она приведена по Минковскому. Пусть I = 
( 1А ,..., &„,)вектор с целыми координатами и пусть о.н.д. ( ̂  , 
.... 1п) = I для некоторого j (4 s= j. as п,) .Мы должны доказать, 
что 

1°. Не нарушая общности, можно считать, что все 1Ь >0 для 
t= i,..., а- ; ибо иначе форму $• можно заменить на форму ^ = 
= {(± ».,,. . . , *:&„,)> где знаки выбраны так, чтобы 

MIM,...,IU-*(e«i...,U. 
2°. Пусть все координаты вектора I , кроме одной равны нулю 

и о.н.д, (£.-,. . . , Cj=-f. Тогда £ = е. для некоторого 1г>} и 

в силу (2). Итак, в этом случае неравенство (22) доказано. Поэто­
му в дальнейшем считаем, что имеется, по крайней мере, две ненуле­
вых координаты. 

3°. Предварительно докажем следующие вспомогательные утверж­
дения. 

Лемма 4. П у с т ь $ у д о в л е т в о р я е т у с ­
л о в и я м (3). П у с т ь ц е л ы ! в е к т о р l=(l1f...,tn) 
о т л и ч е н о т в е к т о р о в т а б л и ц ы (4), 1Ь>0 

(1« -/,..., П/) , п р и ч е м и м е ю т с я р о в н о s н е ­
н у л е в ы х к о о р д ' Е н а т ( Ц Й 5 Й П , * 6 ) . Т о г ­
д а с у щ е с т в у е т ц е л ы й в е к т о р £'=(^',..., £'„,) 
с у с л о в и я м и 

1) O^E'.^E. ( l = V . . , n . ) ; 
2) £ 1 > 0 , е с л и 0.^0 ( U - / , . . . , л); 

3) ei+..-.. + e;<e,+ . . . + ^ ; 

4) «ev«0. 
^Доказательство. Не нарушая общности, мы предполагаем, что 

для £= (^ , . . . , 0^) выполняются условия ( I I ) . Ибо иначе мы мо­
жем форму 5 заменить на форму $'=$.(хк , . . . , хк^) так, чтобы 
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tK £ . . . ̂  ЬКп . Доказав же лемму 4 для формы $.' , мы ее до­
кажем тем самым и для формы $ . 

В следующей таблице дается построение вектора I' по вектору 
0 (для разных s и при различных условиях, налагаемых на коор­
динаты вектора I ). В примечании указано основание (ссылка на 
различные случаи леммы 1-3), в силу которого для вновь построен­
ного вектора V. выполнены условия I) - 4) 

S 

2 

3 

4 

5 

условие 
на 

1 * е 

^a~) ~ ^п, 

к-^К-

^n,-z = ^rv 

П-4 

4 > z &t 
i.=n.-a 

«> Z h 
гг-г 

^ ^ Z &• 
m-4 

& k * Z t(m=rt-l,rv) 
1=п-э 

n-4 

a **> Z • *t 
a-f 

z ^ s Z et • • 

tv-г 

*U>.Z et 

построение 
вектора 

Ul-Qr, 

I'-l-Cr, 

v-l-*» 

^~ °~еп-1,П, 

° ~ ^~ еп-г,п-4,п 

V-l-e» 

примечание 

Л. А. при к=0 

g = 1п-лел-4,п 

А. 1 при к=0 

£ = /> Р 
" ипа

п-г,1П-4,1ь 

Л. 1 при к = 0 

Л. 4. прик = 1 

Л. ^. при к = 2. 

Д. -1. при к = 0 

Л.7/, при к=1 

А-1 при к=г 
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S=n, = 6 

larl-U 

5 £r< * 

m-f 

&L*Z*i (пг«Ч,5,в), 

' " п.-з,п,-г,1г-(, ir 

r-e-e, 

*'-e-eM 

«'•«-ч, 

e ' = e - e 3 , 4 , ! f , S 

Л . 1 при к=3 

A . l при к = 0 

ЛЛ. при к = 4 

Л / 1 при к = я / 

Л Я при к*»3 
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m—1 

m-4 

e ' " e " e i » 4 , 5,6,6 

* " e - e * , B , « . , f f , e , « . 

g'_ £ _ g 

Л.&. при к=3 

Л.&. при K = V 

Л. 2, при к = ^ 

Л. 3. (19) 

Л. 3. (20) 
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т-4 
Zlm*Zh (пг-4,5,6), 

t='t 

К ~к= 
кЛ * 

h-

1, 

К 
к 

>1 

-л 
и 1=^е1,г,г, ч,5,1 

Простыми рассуждениями убеждаемся, что условия, налагаемые 
на координаты 1Ь векторов I , исчерпывают все возможные векторы, 
не входящие в таблицу (4). Заметим здесь лишь, что если 1п.г М , 
то из условий 

а-т—1 
ltn.m* Z е. [т.-О, 1,1) 

Ь— А 

можно вывести, что Ь - табличный вектор. Условия применимости 
лемм также проверяются достаточно просто. 

Лемма 4 доказана. 
Для того, чтобы сформулировать следующее предложение, усло­

вимся называть переходы от Ь к V , указанные в таблице, содержа­
щейся в доказательстве леммы 4, редукциями леммы 4. 

Дополнение к лемме 4. В е к т о р 11А)-&, 
* <,Ь, 9 , Ч, 5 , 5 , 6 , 6 

р е д у к ц и я м и л е м м ы 4 м о ж е т ' б ы т ь п о ­
л у ч е н л и ш ь из о д н о г о из с л е д у ю щ и х 
в е к т о р о в m,,0-ew>4+ae,t,; гм^-е^+ге^ + зе,,,,-, 

т se<+*e».s,4+3Ve.V' ^'е**г\ь*^ч^у, 

т 
(Г) 1е i, г, а, 4-t 5, 6, 6 ' т 

t6, = Ze 1,г,ъ,ч,5,5,е,в' 

Доказательство. Достаточно рассмотреть редукции таблицы, от­
вечающие s=n,= 6 . Эти редукции осуществляются вычитанием из 
исходного вектора I векторов е.; е(>}; e t > } ) k ; e.>} K №-? 
еМ,к,,»,пИ eiW,.K,m,p,P". ew,K,nl,P,p,*,*. Учгаывая, что 

£и)= е < г в 1 / 5 . . в и непосредственно проверяя выполне­
ния для I' условии осуществлении редукши, мы приходим к указан­
ному набору пг'1'. • 

Демма 5. Д л я л ю б о й ф о р м ы §• от ш е с т и 
п е р е м е н н ы х . у д о в л е т в о р я ю щ е й у с л о в и ­
ям (3), 
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c(rrv(6))3» rrvax a., (1=4, . . . , б). 

Доказательство. Имееи 

1=4 

i 
+ Z | W . , e f f ) 6 ) + H e y ) e ) h 

+iHea)S,W)5i5;6)6hf(ea)5jl/)5)6)}+ 

1=3 
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5(na fW)=z{5(e,a)S)%5iSi6 i6)-He4)^ ^ 

+ Zi^(e,;e t)+f(e,)}4-

+ J^e•(,г)з,ч,5•,в^','-i'^e^)г,э,ч,^,s,в,6')• 

B силу неравенств (5) , (6) и (?) выражения в фигурных скобках не­
отрицательны; сумма других слагаемых не меньше, чем m a x J-(е.) 

Лемма 5 доказана. ь~ '""' 

4 ° . Пусть J '- форма, удовлетворяющая условиям (2) и (3) те ­
оремы. В силу леммы 4 для любого целого неотрицательного вектора 
1-[1ь..., 1п) с s ( 2 -^S^ п^ 6 ) ненулевыми координатами су­
ществует такой же табличный вектор V=(l\,.. . , Vn) (с условием 
£• > 0 , если В. =- 0 ) , что 

и^не'). 
При этом, если ^ = 4 , то и £• = 4. Таким образом, если последняя 
ненулевая координата I равна единице, то и последняя ненулевая 
координата V равна единице. В силу (3) 

где е^-е.'-ч и eL= е; = о для i>j . 
Поэтому в дальнейшем считаем, что последняя ненулевая коор­

дината Ь больше единицы. 
5°. При s=2,3,4 для любого целого вектора I с s положи­

тельными координатами в силу леммы 4 Ц - \, если 0. =0; 21 = 0 , 
если 0t = O (i = 4, . . ., п ) . В силу условий (3) 

г 
J(0» $(&')* пго, х $(е.) 

и неравенство (22) справедливо. 
6°. При s=5 в силу леммы 4 5(0)^Ш') , где у таблич­

ного вектора V хоть один из последних двух положительных коорди­
нат единица, то в силу (3) имеем 

$Ш*5(е>Н,ек)=акк, 

где к - предпоследний индекс положительных координат I . Учиты-
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вая п.5°, отсюда выводим неравенство (22). 
7°. Пусть s=n-=6; £ = (£,, . . . , lj и для } = 4 о.н.д. 

( ^ , . . . , lt)=4 . По лемме 4 существует табличный вектор 
0 = (^', . . , , О » У которого среди последних трех координат 

хоть одна единица. Тогда в силу (3) имеем 

Случай Ь^\ рассматривался в пункте 4° . Следовательно, для дока­
зательства (22) нам достаточно исследовать случай о.н.д. {tf,l )М 
Докажем, что в этом случае 

$[l)*ass. (23) 

8°. Пусть s = rv = 6 и о.н.д. ( t f , l 6 ) = \ . Если бы мы при го-
мощи леммы 4 пришли к вектору V таблицы (4), у которого на пятом 
или на шестом месте стояла единица, то 

f(e)*H&Va-<r5. 
Поэтому для доказательства (23) нам остается рассмотреть векторы 

V таблицы (4), у которых l ' s > 4 , ^ г * ̂  , т.е. векторы 

ert>-(v,M,a,z), е!а,= к-1,^,2,3), ей)=(4,Л V , з,л). 
9°. Покажем, что 

Hll">CL«*(hs, < ) ^ я . (24) 
Имеем 

S(et, i, к, е, т., т, %, t, J * lKei; j, к, е, m,, t, ̂ ~ $(епг)Г+ 

где I, J, к, 0,пг, t - различные индексы. В силу (5) и (6) выражения 
в фигурных скобках неотрицательны. Отсюда следуют неравенства(24), 
а с ним и неравенство (23). 

10°. Чтобы доказать теорему, нам остается заметить, что в си­
лу леммы 5 для всех векторов т/° (1= А , . , . , 6) , из которых по­
лучается вектор t{i) = (1,1,1,1,2,2) редукцией леммы 4 

$(m,rt))»Q,„ ( U 4 , . . . , 6 ) , 
и мы доказали неравенство (23), а с ним - и неравенство (22). 

Теорема доказана. 
Приношу благодарность А.В..Малышеву за постановку задачи и-
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внимание к работе и С.С.Рышкову за возможность ознакомиться с его 
работой [5] в рукописи. 
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