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ПРИМИАНЫ ВЕЩЕСТВЕННЫХ КРИВЫХ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
К ЭФФЕКТИВИЗАЦИИ ОПЕРАТОРОВ ШРЕДИНГЕРА 

С М . Н а т а н з о н 

Согласно работам А. П. Веселова и С. П. Новикова [1; 2], двумерные 
конечнозонные по отношению к одному уровню энергии [3] чисто потенциаль­
ные вещественные двумерные операторы Шредингера задаются следующими 
данными: риманова поверхность Р; коммутирующие антиголоморфные ин­
волюции Ti, Tgi Р -^ Р такие, что инволюция т = т̂ Тд имеет ровно две 
неподвижные точки pi, Р2 ^Р; локальный параметр w^: Wi -^ С, р^ ^ Wx 
такой, что WiX = —w ;̂ дивизор D Ez Р, обладающий некоторым свой­
ством симметрии типа [4] относительно инволюций т^. Построенный по 
таким начальным данным оператор имеет вид 

L = дд + 2дд In 9 (zC/i +ZU2- е \V) — во-
В работе дан алгоритм, позволяющий найти элементы матрицы Прима 

V кривой (Р, т), векторы С/̂ , C/g, е примиана Р^= Р^. {Р, т) и бо GE i? в виде 
сходящихся рядов от параметров, определяющих кривую {Р, TJ, Xg) и карту 
Wi. Отбор несингулярных операторов среди вещественных алгебраических 
приводит к представляющим самостоятельный интерес вопросам теории ве­
щественных алгебраических кривых. 

В § 1 исследуются свойства вещественных абелевых дифференциалов^ 
на вещественных алгебраических кривых (Р*, т*), т. е. абелевых диффе­
ренциалов (О* на компактной римановой поверхности Р*, инвариантных 
относительно антиголоморфной инволюции т*: Р"^ -^ Р"^, В симметричной 
относительно т* карте дифференциал со* принимает на овалах вещественные 
значения. Найдены все соотношения между знаками этих значений. 

В § 2 исследуются комплексные кривые Р с двумя коммутирующими 
антиголоморфными инволюциями т^, Тд. Согласно [51 их топологический 
тип определяется числами (g, 8,?i, г ,̂ 2̂? ^2)1 где g = 2g — род поверхности 
Р , 2f̂  + г̂ — число овалов инволюции Tj, из которых Vi овалов инвариантны 
относительно инволюции т, а 8 — параметр, равный 1, если совокупность 
овалов инволюций т̂  и Тд разбивает поверхность Р , и О — в противном слу­
чае. Строятся представления кривых (Р, Ti, Xg) через группы Шоттки, за­
висящие от топологического типа и множества параметров 2 ^ д^ё-i типа 
[6]. Выбран согласованный с т̂  и Тд базис группы Hi {Р, Z) и исследованы 
свойства вещественности связанной с этим базисом матрицы Прима F. Ин­
волюции Xi индуцируют инволюции at : Pj.-^ Рг- Свойства матрицы V по­
казывают, что вещественный тип (в смысле [7]) абелева многообразия 
(Р^, а^) совпадает с вещественным типом якобиана вещественной алгебраи­
ческой кривой (Р/<(тХ т /̂<(т>), т. е. кривой топологического типа (g, %, г) 
(в смысле [8]), где % == ?i + г̂  + f2 + 2̂- Найдены подпространства в С^, 
описывающие компоненты связности (торы) Т] множества неподвижных, 
точек инволюции а̂ -. 

Несингулярные операторы Шредингера связаны с торами Т], не пере^ 
секающими 9-дивизор примиана. Подмножество абелевого многообразия! 
назовем допустимым, если оно не пересекается с 9-дивизором. Напомнимф. 
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что якобиан / (Р*) вещественной алгебраической кривой (Р*, т*) тополо­
гического типа (g*, А:*, 8*) имеет допустимый вещественный тор (причем 
только один), если и только если /с* = g* + 1, и допустимый чисто мни­
мый тор (тоже только один), если и только если г* = 1 [9; 10]. Ввиду Р^ d 
d / (Р) отсюда следует существование допустимых торов Т], когда инво­
люция Xi не имеет овалов {ti = г̂  = 0), а x^-t — разделяющего типа (это 
наблюдение было сообщено автору И. М. Кричевером). Существование до­
пустимых торов в случае % == f + 1 анонсировано в [2]. 

В § 3 результаты первых двух параграфов используются для описания 
всех допустимых торов примиана Р^. Доказано, что инволюция а^ либо 
не имеет допустимых торов, либо имеет ровно один допустимый тор Т\> 
Этот тор существует, если и только если 8 = 1, причем или % = g + 1, 
или ti -\- fi ^ Ъ12 (таким образом, примиан Р^ имеет допустимый тор, если 
и только если 8 = 1). Указано, какие из найденных в § 2 торов Г | допус­
тимые . 

В § 4 построенное в § 2 описание поверхности Р через группу Шоттки 
используется для представления по формулам [11] элементов матрицы F , 
векторов C/i, f/g и константы 8о в виде сходящихся рядов. Такой метод был 
впервые использован в [12; 13] для эффективизации вещественных конечно-
зонных решений уравнений КП, КдФ и sine-Gordon. Возможные значения 
вектора е определяются результатом § 3. При g > 1 любой из операторов 
Шредингера, описанных в [2], строится по этой схеме или является пределом 
операторов такого типа. Для g = 1 в [14] разработан другой (основанный 
на методах работы [15]) подход к эффективизации операторов Шредингера. 

Часть результатов работы анонсирована в [16]. 

§ 1. Абелевы дифференциалы на вещественных 
алгебраических кривых 

1. Напомним, что вещественной алгебраической кривой называется 
пара (Р, т), где Р — комплексная алгебраическая кривая, т. е. компактная 
риманова поверхность, а т: Р -> Р — антиголоморфная инволюция (инво­
люция комплексного сопряжения) [17]. Единственными топологическими 
инвариантами кривой (Р, т) являются род g поверхности Р , число к простых 
замкнутых контуров (овалов), на которые распадается множество вещест­
венных точек Р"^ = {р ^ Р I тр = р } , и параметр 8, принимающий значе­
ние О (кривые неразделяющего типа), если множество Р — Р^ связно, и 1 
(кривые разделяющего типа) в противном случае [8]. Ориентированной 
кривой назовем набор (Р, т, %, . . ., а^)^ где {Р, х) — вещественная кривая 
с отмеченной нумерацией овалов а^, . . ., а̂^ и ориентацией множества Р'^ = 

= [j а^. В случае 8 = 1 рассматриваются лишь ориентации множества Р'^, 

индуцированные ориентацией компоненты связности Р^ дополнения Р — Р^. 
Обозначим через М {g, к, г) совокупность ориентированных кривых с ин­
вариантами g, к, 8. 

Пусть (Р, т, (21, . . ., а^) — ориентированная кривая. В локальной кар­
те г: и -^ С мероморфный дифференциал имеет вид со = f (z) dz. Обозначим 
через т*̂ со дифференциал, имеющий в локальной карте zx: xU - ^ С вид 
/ {zx)d{zx). Дифференциал со назовем вещественным, если г*о) = со. В точке 
Ро ^ Р^ локальную карту можно выбрать так, чтобы тС/ = С/, i r == z и, 
следовательно, z (f/ П Р"^) d R. Умножив, если необходимо, z на (—1), 
можно считать, что отображение z с сохранением ориентации переводит 
ориентированный отрезок {U П Р'^) в отрезок оси i?, ориентированный по 
возрастанию чисел. Тогда если дифференциал вещественный, то со = f{z)dz,-
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где f {z {U П Р'^)) d R. Будем говорить, что дифференциал со положителен 
в точке PQ, если / {z (ро)) ^ О, и отрицателен, если / {z (ро)) <С 0. Дифферен­
циал, положительный (отрицательный) в каждой точке овала а d Р'^, на­
зовем положительным (отрицательным) на овале а. Обозначения (о (а) ^ О, 
со (а) < О, (О (а) ' ^ О, со (а) п^ О будут означать, что дифференциал со соот­
ветственно положителен, отрицателен, имеет О, не имеет О на овале а. Диф­
ференциалом типа (^+, п_) назовем такой вещественный мероморфный диф­
ференциал со, что со (а^) ^ О при i ^ п^, со (а^) < О при п_^ <i i ^ п^ -{- п_ 
и со (ui) ^ О при i '^ п^ -]- п_. Обозначим через Н {g, /с, 8, тг̂ , п_) совокуп­
ность таких наборов й = {Р, т, а^, . . ., а^, со), что % (Q) = (Р, т, а^, . . . 
. . ., <2ĵ ) ЕЕ М (g-, /с, 8), а со — дифференциал типа (/г^, 7г_). 

Л е м м а 1.1. Пусть со — вещественный голоморфный дифференциал 
на ориентированной кривой (Р, т, а^, . . ., а^), который на овалах а^, . ., а^ 
имеет нули четного порядка и не имеет нулей нечетного порядка. Тогда 
для любого п' ^ п существует сколь угодно близкий к со дифференциал о ' 
такой, что со' (а^)о^О при i ^ п , со' (а^) ^ О при п' <i i ^ п и все нули 
дифференциала со' — нечетного порядка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При каноническом вложении ф: Р - ^ СР^~^ 
дивизор дифференциала со совпадает с пересечением ф {Р) pj Z, где I — плос­
кость в СР^~^. Вариация плоскости I дает дивизор дифференциала со'. Лем­
ма доказана. 

Л е м м а 1.2. Пусть (Р, т, а^, . . ., а^, (д) ^ П = Н {g, к, 8, п_^, nj), 
причем со — голоморфный дифференциал. Тогда для любого {Р\ т ' , %, . . . 
. . ., <2{-) GE М = М (^, к, г) существует голоморфный дифференциал со' та­
кой, что ( Р ' , т ' , %, . . ., а^, 0)') (^ Я . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя лемму 1.1, нетрудно доказать 
открытость и замкнутость множества х {Щ CI М. С другой стороны, соглас­
но [6] множество М связно. Таким образом, % (П) = М. Лемма доказана. 

Аналогично доказывается 
Л е м м а 1.3. Пусть (Р, т, а^, . . ., а^, (о) ^ П = Н (g, к, 8, п^, п_), 

причем со — дифференциал третьего рода, имеющий простые полюса в точ­
ках /?+,/?_ ^ Р — Р'^ и голоморфный в остальных точках. Тогда для любого 
( Р ' , г ' , %, . . ., alz) ̂  М {g, к, г) и любой пары точек р+, pL^ Р' — {Р'У\ 
где т'р+ = pL, существует дифференциал третьего рода со', имеющий прос­
тые полюса в точках р+, pL, голоморфный в остальных точках и такой, 
что (Р ' , т ' , a'l, . . ., ai', со') е Н. 

2. Т е о р е м а 1.1. Пусть Р = (Р, т, %, . . ., а^)Е^М {g, к, 0), п^ + 
-}- п_^к, р^ ^ Р ~ Р^, р_ = хр^. Тогда на Р : 1) голоморфный дифферен­
циал типа {п_^, п_) существует, если и только если к <С g или п^ + гг_ ^ 0; 
2) всегда существует дифференциал третьего рода типа {п^, п_), голоморф­
ный вне точек р^, р_. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно леммам 1.2 и 1.3 утверждение теоремы 
достаточно доказать для римановой поверхности функции z/̂  = —{х — ai) . . . 
. . . {х — азк) {х^ + Pi) . . . {х'' + р^), где а^, р^ ^ R, a i < . . . < ag^, 
Pi > 0̂  ^ > О, X (^, у) = {^1 у)- Образом овалов при проекции {х, у) ^ х 
являются отрезки [а^, ад], . . ., [OL^K-II OL^^]- Вещественные дифференциалы 
нужного типа имеют вид со̂ =̂г̂ -̂ ^— =• , 

где / (х) — полипом с вещественными коэффициентами. Голоморфные диф­
ференциалы описываются полиномами / (х) степени deg /<Ск + г—1, а диф­
ференциалы третьего рода — степени d e g / = к -\- г — 1. Знак дифферен­
циала со на овале а̂  определяется знаком функции / (:с) на отрезке [agi-i, ocgj^ 
Среди многочленов степени к -т г — 1 всегда найдутся многочлены, обеспе­
чивающие любое наперед заданное сочетание знаков на отрезках [agj-i, cL^tl^ 
Среди многочленов меньшей степени единственное ограничение на знак воз^ 
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никает лишь при г = 1: не существует полинома / , имеющего О на всех 
отрезках [ag^-i, 0^21^- Теорема доказана. 

Для кривых разделяющего типа сумма ориентированных овалов гомо­
логична 0. Поэтому не существует голоморфных вещественных дифферен­
циалов, положительных (отрицательных) на всех овалах. Следующие теоре­
мы показывают, что кроме этого тривиального ограничения имеется еще 
ряд ограничений. 

Т е о р е м а 1.2. Пусть Р = (Р, т, а^, . . ., a^+i) G М {g, g + 1, 1), 
п_^ -\- п__ ^ g -i- I, р^ ^ Р — Р'^, Р_ = '^Р+- Тогда на Р: 1) голоморфный 
дифференциал типа {п^^ п_) существует, если и только если п^^ О и п_^0\ 
2) дифференциал третьего рода типа (п_^, п_), голоморфный вне точек р^, 
р_, существует, если и только если п_^ + ^_ ^ 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы проверяется для кри­
вой г/̂  = —{х — а^). , , {х — 0C2g+2)i где a i < . . . <^ a2g+2^ R^ по той же 
схеме, что и при доказательстве теоремы 1.1. 

Т е о р е м а 1.3. Пусть Р — (Р, т, а^, . . ., а^) ^ М (g, к, 1), п_^ + п^^ 
^ к <^ g + 1, р+ ^ Р — Р^, р_ = т/?^. Тогда на Р: 1) голоморфный 
дифференциал типа (^^, /г_) существует, если и только если или п^ ^ О, 
^_ ^ О, или п_^ -{- п_ <С к/2; 2) существует дифференциал третьего рода 
типа {п^, п_), голоморфный вне точек р_^, р_. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно леммам 1.2 и 1.3 утверждение 
теоремы достаточно доказать для римановой поверхности Р функции 
у^ _ 2Z/2 [{х - р,) . . . (^ _ Р^) -{х-а^) . . . [х- a j ] + [{х - Pi) . . . 
. . . (^ — р^) + (ж — ai) . . . [х ~ а^)]2 = 0 , где а^ < . . . < а^ < 
< р1 < . . . < р ^ е i?, ^ > О, m > 2, д, m = О (mod 2), т {х, у) = {х, у). 
Поверхность Р получается разрешением особенностей из многообразия пар 
(х, у), где у = ±Y—{x — ai) . . . (^ — a j + / ( ж — Pi) . . . [х — р^) . 
Поверхность допускает голоморфные инволюции 
^а : {х, ±У—{х — а^) . . . {х — а^) + / ( х — pi) . . . (^ — pm) ) ^ 

^ {^^ +V~{^ — oci) . . . (^ — а^) + | / ( ^ — pi) . . . (^ — р^)) 

и 
Ч • (^' ± / —(«̂  — ^l) . . . (Д̂  — О̂п) + / («̂  — Pi) . . . (Д̂  — Рт)) ^ 

^ (^, ± / — ( ^ — oci) . . . (а: — а^) + У{х — Pi) . . . (^ — Р J ) , 
коммутирующие с инволюцией т. Овалы инволюции т проектируются в от­
резки ^1 = [oci, 062], . . ., <2̂ /2 = [о̂ п-1» ос ]̂- При 1 ^ i < п12 в отрезок а^ 
проектируются 2 овала: а̂ - и agj = Тра .̂ В отрезок ап/2 проектируются 2 ова­
ла (а^/2 и а^), если oŝ  <С Pi, и один овал (<2п/2), если а^ = Pi. Вырождения 
(Р2 — рз)->• О, . . ., (р7п-2 — Pm-i) ~^ О переводят (после разрешения осо­
бенностей) кривую (Р, т) в М-кривую. Согласно теореме 1.2 и лемме 1.1 
отсюда следует утверждение 2) теоремы 1.3, а также существование на кри­
вой (Р, т) вещественных голоморфных дифференциалов с любыми числами 
тг̂  ^ О и ^_ ]> О положительных и отрицательных овалов. 

Пусть теперь п_^ < п12. Докажем, что на (Р, т) существует веществен­
ный голоморфный дифференциал, положительный на п^^ овалах и имеющий 
О на всех остальных. Для этого рассмотрим вспомогательную кривую 
Р' = Р/<Т|з>, совпадающую с римановой поверхностью кривой г/̂  = 
—̂ —{х — ai) . . . (о: — а^). Соответствие {х, ^Y—(^ — а-^ , . . {х — а^) + 

Hz 1/̂  (^ — Pi) . . . {х — рт)) «-̂  {х, ±:Y{x — ai) . . . (ж — а^)) задает голо­
морфную проекцию Ц): Р -^ Р\ переводящую инволюцию т в инволюцию т': 
{х, у) |-> {х, у). Отображение ф переводит вещественный голоморфный диф­

ференциал со' = —-= ^^^ ^ z: на Р ' в вещественный голоморф-
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яый дифференциал со̂  на Р , инвариантный относительно Тр. Рассмотрим 
также голоморфный, вещественный на (Р, т) дифференциал 

/ (х) dx 
СО 

у - _ (:̂  _ ai) . . . (о: - а^) (х - Pi) . . . (о: ~ ^J 

где deg / < ^ ^ ^ — 1. Ввиду ту> 2 полиномы h {х) ш f {х) нетрудно подо­
брать так, чтобы дифференциал (о^ + о)_ был положителен на овалах 
^ 1 , . . ., CLuJr ^ имел О на остальных овалах. Например, при ^^ = 1, ^ = 
= m = 4 можно считать, что h {х) = 1, а / (а:) — парабола, положительная 
на отрезке [ад, a4J, принимающая на нем значение + 1 , и принимающая на 
отрезке [а^, ocg] значения + 1 и — 1 . 

I Для завершения доказательства теоремы осталось показать, что не су­
ществует вещественного голоморфного дифференциала со на (Р, т), который 
был бы положительным на овалах %, . . ., ап/2 и неотрицательным на ос­
тальных овалах. Предположим противное. Тогда со == со + '̂ *(^ — инва­
риантный относительно Тр и неотрицательный на всех овалах инволюции т 
голоморфный] вещественный дифференциал на (Р, т). Он индуцирует ве­
щественный голоморфный и неотрицательный на всех овалах дифференциал 
на М-кривой (Р ' , т ') , что противоречит теореме 1.2. Теорема доказана. 

§ 2. Примианы вещественных алгебраических кривых 

1. Пусть Р — компактная риманова поверхность рода g, т^, х^ \ Р -^ 
—> Р — коммутирующие антиголоморфные инволюции. Топологическая клас­
сификация троек (Р, Ti, Тз) анонсирована в [5]. В этой работе нас будет ин­
тересовать только случай, когда голоморфная инволюция т = т̂ Тз имеет 
ровно две неподвижные точки р^ и р^, причем т̂  {р-^ = х^ (Pi) — Р2- В этом 
случае ^ = 2g — четное число. Среди овалов инволюции т^ имеется Fj ова­
лов инвариантных и 2?^ не инвариантных относительно инволюции т. Кроме 
того, совокупность овалов инволюций т^ и Тз может разбивать (s = 1) или 
не разбивать (е = 0) поверхность Р на две части. Тройку (Р, т^, х^ рас­
смотренного выше вида назовем вещественной кривой с инволюцией тополо­
гического типа (g, 8, ?1, Fi, ?2̂  ^2)- При 8 = 1 будем говорить, что кривая 
(Р, Tj, Тз) разделяющего типа, а при 8 =^0 — неразделяющего. Инволюции 
Xi индуцируют на фактор поверхности Р = РК^У антиголоморфную инво­
люцию X -.Р -^ Р, определяя вещественную алгебраическую ^«ривую тополо­
гического типа (g, %, 8), где % = % (Р, TJ, ТЗ) = ? I + Г^ + ?2 + ^2-

Л е м м а 2 .1 . Пусть (Р, т^, Тз) — вещественная кривея с инволюцией 
топологического типа (g, 8, ?i, F ,̂ ?37 ^г)- Тогда г̂  + Гз = 1 (mod 2), причем 
или 8 = О, О ^ % < g, или 8 = 1, l < % < g + l , % = g + l (mod 2). Про-
странство М = М {g, 8, t^, г^, fg? ^2) ^^^^ кривых данного топологического 
типа связно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

fO при 8 = 1, 
т^=1 1 при g — % ^ О (mod 2), 8 = 0, 

[2 при g — % ^ l ( m o d 2 ) , 8 = 0. 

Согласно [6] на поверхности Р существуют попарно непересекающиеся и 
непересекающие овалов контуры Ь^, Ът^ которые вместе с овалами а^, . . . 
. . .,а~ инволюции т разбивают поверхность Р на 2 компоненты связности 
и при этом т?1 = 5i, xbjYi = ^m- Пусть ф: Р ->Р — естественная проекция, 
р^ = ф-1 (pj) и ф1 = ф / P i . Кривая (Р, Ti, Т3) однозначно определяется па­
рой (Pj, ф) (которая может быть произвольной) и тем, как инволюция т^ 
действует на граничные контуры поверхности Р^. Отображение ф^ имеет 



$6 с м . Натанзон 

одну точку ветвления, ее степень равна 2 ровно на г^ + г2 граничных конту­
рах. Отсюда вытекает, что все пары (Р^, ф^), построенные по кривым из М, 
топологически эквивалентны [21], причем г^ + Гд ̂  1 (mod 2). Следова­
тельно, пространство таких пар (Р^, ф^), а значит, и само пространство М 
связны. Соотношения на g, % и 8 являются ограничениями на топологиче­
ский тип (g, й, 8) вещественной кривой (Р, т) [6]. Лемма доказана. 

2. Перейдем теперь к описанию веп];ественных кривых с инволюцией 
через группу Шоттки. Детали описания зависят от специфики топологиче­
ского типа (g, 8, ?'i, Ti, ?2? ̂ 2)- Сначала подробно рассмотрим случай г^ + 
+ ? 1 > 0 , ? 2 > 0 . 

Напомним, что гиперболический автоморфизм верхней полуплоскости 
Л = {z ^ С I Im Z > 0} имеет вид 

где A,Q, ад, рд ^ R. Полукруг / {Q), соединяющий неподвижные точки ад,. 
Рд автоморфизма (?, является прямой геометрии Лобачевского. Положим 

г.- .4 _ (PQ + V Q ) ^ - ^ Q P Q ( ^ Q + ^) 

Пусть Од : У\. —> Л — отражение в смысле геометрии Лобачевского относи­
тельно прямой I {Q). 

Рассмотрим стандартную (в смысле [6]) систему образующих 
Д = {В^^ B^Ui 1^21 ̂ 2h-li • - -•> В hi ^h+li C^li • - -1 Cf^^ L i , . . . , L^^, 

E,, . . . , E,,P„ . . . , F,^,A„Ao,X} (1> 

фуксовой группы сигнатуры {h, fj + TJ + itg + TJ + 3), причем A^z = Xz. 
Положим: 

Qi : z Ĥ  z, Ста : z ь^ —2, Л_1 = (СТзО л̂.)'; 
B.i = a^BiO^ (j = 1, . . ., 2h), C^i = o^CiO^ (J = 1, • . ., h); 

= [5ii?2;.l • • • [-Sft-S/i+J Ci . . . C(,Li . . . Li_i, (2> 
= (o^Rl^a^R^Li)-, D^i = o^Dl^a^ (i = 1, • • ., ^i); 
= «Таогд. (J = 1, . . ., У ; i^i = Pu F_i = агСТр. (i = 1, . . . r^). 

R 
D 

E_ 
I 

Пусть B\ CZ С — содержащий точку |3в. круг с центром яа^ R я В1 = 
— С \ Bi {В\). Аналогично определим круги С{, D{, Е{, F\, А \ {]' = I, 2). 
Пусть Ai — круг с центром в 0. Будем считать, что X ^ Y, если (X f] 
П / ? ) ^ (F П R). Используя технику, развитую в работах [6; 20], можно 
доказать 

Л е м м а 2.2. Круги Л1, Л^1, С], Dl, El, F\ можно выбрать таким 
образом, чтобы: 

1) все они содержались в круге А^ {А\)\ 

2)Ftr,<^FU<... < F \ < E \ < E U < . . .<El,<DKDlr,<...< 

. . .<Bl,<^B\^<CBl,<_B\n<A\<:A\<A\<:BKB\u<B\<Blu<. . . 

.. .<BU<,BI<:BU<:BI<^CI<C\<. . .<:ci<c\<Ei<E\< 
<E\<. . .<El<E\<Ei<Fl<Fl,<:F\<. . .<:FI,<F\<F].-

3) 02 {S\) = Slu где S ЕЕ {A, В, С, D, E, Fy. {B случае h = t^ = r^ = 
t^ = Г2 = i расположение кругов показано на рисунке). 
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t,. 
= ' • я . 
что 

Г2 = 
t, --
(Р, 

^ ' 2 . 
= t,, 
Tl , 

h 

Т2) 

= 
1. 
= 

Пусть Г — группа, порожденная образующими At, Bt, Ci, Df, Ef, Ft, 
и Q •— круг Ai (AI) без набора кругов из леммы 2.2. Нетрудно видеть, что 
множество Q = Q (А) является фундаментальной областью группы Шоттки 
Г = Г (А). Инволюции о^ и Og переводят область Q в себя, причем а^Га^ = 
= (У2Т02 = Г. Таким образом, инволюции о^ и ag индуцируют коммутирую­
щие антиголоморфные инволюции т^ = т^ (А) и Tg = Тз (А) компактной ри-
мановой поверхности Р = Р (А) = Q/Г. 

Т е о р е м а 2.1. (Р (А), т^ (А ), Тд (А)) — вещественная алгебраическая 
кривая с инволюцией топологического типа (g, 1, Г ,̂ г^, t^^ f^), где g = 
= 2h+ ti + r^ +t2+ Г2, Fi = Г1 + 1 — 6, fi = l̂ + S, 7%==Г2, t2 = t2 + i и 

(0, если r^ + 2̂ ̂  О (mod 2), 
[ 1 , если r^-\- r<^^ i{mod2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Топологический тип кривой {Р (А), т^ (А),. 
Тз (А)) нетрудно определить исходя из леммы 2.2 (рис.): овалы инволю­
ции Ti (А) образуются из точек прямой R, овалы инволюции Тз (А) — из 
дуг I (Ai), I (Ef), I (Fi), обе неподвижные точки инволюции т = т̂ Тз лежат 
на круге, проходящем через I (AQ). Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть (Р, т^, Тз) — произвольная вещественная кри­
вая с инволюцией топологического типа (g, 1, t^, r^, t2, ^2), где g ^ 1, r^ + 
+ ^ 1 ^ 0 , ?2 ^ 0- При TjL > 0 положим r^ ~ r^ — I, ti ^ ~ 
= ?2 — 1- При Ti = 0 положим r^ = Tj, 1̂ = ?i — 1, Г2 
Тогда существует набор сдвигов А типа (1) такой, 
= {Р (А), X, (А), т, (А)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т = Т {g, t^, г ,̂ t2, r^) — простран­
ство наборов А типа (1). Поверхности Р (А') и Р (А") (А', А'' ^ Т) изоморф­
ны, если и только если все сдвиги наборов А' и А" совпадут, кроме, быть 
может, сдвигов Ло и X, причем у сдвигов AQ и AQ совпадают неподвижные 
точки. Таким образом, размерность пространства М* различных поверхно­
стей вида Р (А), где IS. ^ Т, равна 3g — 1. Такую же размерность имеет 
пространство М вещественных алгебраических кривых топологического типа 
(g, %, 1) с отмеченной невещественной точкой [6], а значит, и пространст­
во М всех вещественных алгебраических кривых топологического типа 
(g, 1, fj, fj, ?2̂  '̂ г)- Отсюда следует, что множество М* открыто в М. Замы­
кание множества М* состоит из вырожденных кривых и, следовательно, 
не содержит точек множества М. Таким образом, множество М* открыто и 
замкнуто в М, и ввиду леммы 2.1 М'^==М. Теорема доказана. 

3. Перейдем теперь к описанию примиана вещественной кривой с инво­
люцией. Как и раньше, подробно разберем случай s = 1, ?i + ^̂  ^ О,. 
?2 ^ 0. Согласно теореме 2.2 можно считать, что кривая имеет вид {Р (А), 
Ti (А), Тз (А)), тле Р == Р (А) == Л/Г и Г = Г (А) — группа Шоттки с фун­
даментальной областью Q = £2 (А). 

Выберем на Р базис гомологии 

{as^i, 6s±, \ S ^ Y = {A,B,C,D,E,F}}, (3> 

где S+i — образующие (2) группы Шоттки Г, as.;^ — граница круга S\i, 
ориентированная по часовой стрелке, а bs_,_̂  — контур, отвечающий преоб­
разованию S^i (см. рис.). 

Положим b == Ьл и (̂  ^ 0) 

г=1 
ЪА^^ = — ЪА_{У 
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^E-i = ^E_i-bE{, 
aEi = bE{. 

ар_^ = аг_^--Ьр.-'аЕ.: 

a = aA_i = — ( a Ai + ^A-

^E, 

dp 

= 6. 
= bD,-b; 

= &D_. — aD_. — b; 

= bE_;^ — aE^ — b\ 

= ЬЕ_^-Ь; 

= bp. — ap, ~ b; 
(4> 

^F_i = bF_,-b; 
ri 

S {^D^ + ^D_|) + 21 (̂ E^ + «JE;_ )̂ + S (̂ î i + ^^ -̂г)) • 
i=l 

Г2 

s 
г = 1 

Базис {as^, Ŝ g. | 5 ^ У = {Л, 5 , С, D, £', F}} группы n^ (P, Z) имеет 
стандартную матрицу пересечений dg^. о ат^. == 5s^. о Ьт_^^ == О, а̂ .̂̂  ^ 
° 2̂ T+i = Ss+гТ+г При S ^{А, Е, F), x^ds^. =- —^s^v "^^^s^i = ds^i, 
'^i^s^i = ^s^i + ^; '̂ 2^5+1 = —^s+i — a. При S e {B, C, £)}, 

'-±V 
(5). 

• 5z, + UD+i - «D+j - a-

Таким образом, las,, — —«s-cii "i^^s,. = —?is-r- при всех S ^ Y . 

Рассмотрим базис {cos_̂ . \S ^Y) пространства голоморфных дифферен­

циалов на Р, нормированный условием \ оз^^^: -2шЬ 5-1-лТ_| Положим 
«г ±т 

TiCOsj.̂ , = cos_j_̂ T̂ . Тогда ]̂  tiCOs^^= ^ со^^^ . Таким образом, при Г = 

= {A,E,F}, _\ TiC0s^„ = 2nf6r^^s^„, при Г е {5, С, £»}, J ' T I0S±„ = 

= 2JX^6T+^SJ.^ И, следовательно, TI(COS^ + o)s_J = (Oŝ  + cos_ .̂ Аналогична 
доказывается, что Т2 (со^^ + cos_ )̂ = — (со̂ ^ + «>s_̂ )-

Положим Yiŝ  = (0s^ + (0s_^ и F s ^ r ^ = ^ i l s ^ = 5 T is^ (^ ,m>0) . Тогда 

^ s „ r ^ = VT^S^ И Fs„ r„ = S T)s„, Ввиду (5) отсюда следует 

всех остальных случаях VQ rj. = у^ ^ . 

Л е м м а_2.3^ При S ^ Y , т^т]^ = ils^ ^^Цз = Щз = —Лз- Ilv^^ S, Т ^ 

Пусть F T ^ == {^AiT^, ^BiT^, . . ., 'VF.J^} e C^ — вектор с координа­
тами Vs т 1 где *S' е У, а индексы 5^ имеют естественный «алфавитно-
цифровой» порядок. Обозначим через Н решетку в С^, порожденную векто­
рами Ут̂ г̂ ^ ^^^fTm' где через /л^, . . ., /F^. обозначим стандартный базис 
арифметического пространства С^. Абелево многообразие Р^. (А) = С^/Н 
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называется многообразием Прима или примианом комплексной кривой 
с инволюцией {Р (А), т (А)) [1; 9]. Согласно лемме 2.3 инволюции a\:iv^^ 
^-^ W и al: W ь->—W сохраняют решетку Н и, значит, индуцируют антиголо­
морфные инволюции а^ (А): Р^ (А) - > Р ^ (А) {i --= 1, 2). 

Следствием леммы 2.3 является 
Т е о р е м а 2.3. Вещественный тип вещественного абелевого многооб­

разия {Р^ (А), т (А)) совпадает с вещественным типом якобиана вещественной 
алгебраической кривой топологического типа (g, %, 1), где % = % {Р (А), 
Tj (А), Т2 (А)). Неподвижные точки инволюции а^ (А) {соответственно ag (А)) 
распадаются на 2^"^ попарно непересекающихся торов^ каждый из которых 
является проекцией на Р^ (А) подпространства вида R^ -\- ni \ ^TJT 

(соответственно iR^ + "Т" / ^т^тУт^п]» ^^^ ^^п ^ {О? 1} — числа, опре-
T^Y-B 

деляющие тор. 
4. З а м е ч а н и е 2.1. Теоремы 2.1, 2.2 и 2.3 имеют свои аналоги для 

всех топологических типов (g, 8, f̂ , f̂ , ?2̂  2̂)? удовлетворяющих ограниче­
ниям леммы 2.1. Группы Г, отвечаюш,ие кривым, не охваченным описанной 
конструкцией, строятся по набору сдвигов А типа (1), почти так же, как 
в разобранном случае, с небольшими изменениями в выборе образуюш;их 
Ai и инволюций Qi, Og. При 8 = 1, ?1 + ^1 ^ О, Я̂2 ^ О надо заменить А^ 
на Ai; при 8 = 1, ? 2 = ^ 2 — О — перейти к пределу Я,̂ ^ -> 1 (или рассмот­
реть набор образующих {Б], С|, Dl} с той же геометрией, что и в лемме 2.2, 
но инвариантный относительно голоморфной инволюции о : z м- т-——) ; 
при 8 = 0, ?̂1 + ^̂1 > О — заменить Qg на O2YА^, а при f̂  = г^ = f̂  = 2̂ = 
= О — еще и Qi на а^о. Формулировки и доказательства теорем модифици­
руются очевидным образом. 

§ 3. 9-дивизор многообразия Прима вещественных кривых с инволюцией 

1. Пусть т: Р - ^ Р — голоморфная инволюция комплексной алгебраи­
ческой кривой Р рода 2g, имеющая ровно две неподвижные точки р^ и р2. 
В этом пункте мы напомним некоторые классические результаты [9] о мно­
гообразиях Прима (примианах) Р^ = Р^ (Р, т) кривых с инволюцией. 

Рассмотрим базис гомологии Q = {^+ь Ь±г (̂  = 1? • • ^ g)} группы 
Ui (Р, Z) со стандартной матрицей пересечений a+i о a+j = b±i о b±j = О, 
^±i "^ Ь±д — ^±i,±j И симметрией га^ = —а_^, тб^ = —b-t. Пусть {соJ — 
базис голоморфных дифференциалов на Р , нормированный условием \ сод = 

= 2ni8sT' Положим цз = «s + co_s, ^̂ г = ( j %, • • -̂  ^ ^g] ^ С^. Обозначим 
brj. bj 

через Л̂  решетку в С^, порожденную векторами Vs и 2n^/s (5 = 1, . . ., g), 
где {fs} — стандартный базис арифметического пространства С^. Примианом 
называется абелево многообразие Р^. = С^/Н. Обозначим через я : С^->-
- ^ Р^ естественную проекцию и через К d Рг — образ при проекции я 

вектора [̂  % , . . . , ĵ  г]-] е С^ 

Пусть Рг = Рг (Р, т) — совокупность эффективных дивизоров D d Р 
степени g таких, что D ~\- xD — р-^ — р^ — дивизор некоторого абелева диф-
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Р V 

ференциала (Ох). Соответствие Z) ь> [ \ \ Лх' • • •' / \ 'Hj/ Y ^ задает изо-

морфизм Ф:Рг-^ Рг' 
Пусть V — матрица со столбцами У ,̂ . . ., V. Функция 

Q{z)=^Q{z\V)= YJ exp|4-<FiV,yV> + <7V,2>}, 

где z ^ C^, < , > — стандартное скалярное произведение в С^, называется 
6-функцией Прима. Проекция (9) d Рг нулей 0-функции называется G-ди-
визором. Согласно теореме Римана (G) = Ф {{D ^ Рг \ Pi, р^ Ez D}) + /?, 
где R ^ Р^ зависит лишь от базиса Q, 

Пусть Ц): Р -^ Р = Р/<т> — естественная проекция и р^ = ф (pt). Рас­
смотрим абелев дифференциал третьего рода (о с дивизором D^o — Pi — Р2, 
где Deo — эффективный дивизор степени 2g такой, что TD(^ = JD^). Диффе­
ренциал со в карте и: U -^ С и в карте ит: TU -^ С имеет одинаковый вид 
/ (и) du л f {ит) d {ит). Это позволяет определить на поверхности Р абелев 
дифференциал (О = ф (со) с дивизором ф {Dyj) — р^ — Рз, считая, что в кар­
те ггф~ :̂ U -^ С, со = / {ицГ^) d {и^~^). Наоборот, если имеется абелев диф­
ференциал со на Р с дивизором D р^ — Рз, где Z)— > О, то существует 
дифференциал со = ф~̂  (со) такой, что со = ф (о)). В карте ггф: t / - > С, 
со = f (ггф) d (/1ф), где (^ = f {и) dii — выражение дифференциала со в кар­
те w: f7 -> С. 

2. Пусть теперь (Р, т^, Xg) — вещественная алгебраическая кривая 
с инволюцией топологического типа (g, 8, f̂ , r^, 2̂̂  ^2)^ Ti = Ti {P, x ,̂ Xg) и 
пусть: 1) A = {AI, . . ., ^2fi} — овалы инволюции x̂  такие, что Xg^^ = 
= A2t,-i+u 2) В = {^1, . . ., В^^} — овалы инволюции х̂  такие, что Xg^j = 
= Bi] 3) С = (Ci, . . ., C2t^+r^ — овалы инволюции Х2. Пусть D ^ Рг = 
= Рг (Р, х) И x^D = D. Будем говорить, что дивизор D четен (нечетен) на 
овале Ai, если он имеет на нем четное (нечетное) число точек. На овале Bt 
дивизор D всегда имеет четное число точек. Пусть со — дифференциал треть­
его рода на Р с дивизором D -\- т {D) ~ Pi — Р2' Будем говорить, что диф­
ференциал со положительно определен на овале Bt относительно дивизора Z), 
если или 1) все точки дивизора D f] Bt имеют четную кратность и диффе­
ренциал со неотрицателен во всех точках овала Bt, или 2) существует точка 
р ^ D f̂  Bi^ которая вместе с точкой т^р разбивает контур hi на две откры­
тые дуги таким образом, что та из них, на которой дифференциал со положи­
телен в окрестности точки р, содержит четное число точек дивизора D, 
Про дифференциалы со, не удовлетворяющие этим свойствам, будем гово­
рить, что они отрицательно определены на овале Bi относительно диви­
зора D. На овалах Cf дифференциал со не имеет нулей нечетного порядка. 
Будем говорить, что он положительно (отрицательно) определен на овале Cj, 
если он неотрицателен (неположителен) в каждой точке овала. 

Для А' (ZlA, В' а В, С а С обозначим через Т {А' \ В' \ С) сово­
купность таких дивизоров D ^ Р^, TJ) = D, которые четны на овалах 
а ^ А\ нечетны на овалах а ^ А — А\ а дифференциал со^ одинаково опре­
делен относительно D на всех овалах множества В' [J С и одинаково (но 
с другим знаком) определен на всех овалах множества {В — В') [j {С — С). 
Очевидно, что Т {А' \ В' \ С) =- Т {А" \ В" \ С"), если и только если 
А" = А\ В" - 5 ' и С = С. Положим Т (Р, Xj, т^) = Т {А \В \С. 

Естественная проекция ф: Р ->-Р = Р/<х>, где х ^ х̂ Ха, переводит 
инволюцию х̂  в антиголоморфную инволюцию т: Р-^ Р. Пусть Л" = ф {А), 
В = ц) {В), С - ф (С) и Л' а I, S ' е я , с с : С. Обозначим через 
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Т {Л' I В' I С) множество эффективных дивизоров D ^ Р таких, что TD = 
= D и существует абелев дифференциал со с дивизором D — р^ — Рз, кото­
рый имеет О на каждом из овалов а ^. Ж\ принимает не только отрицатель­
ные значения на каждом из овалов Ъ Е^ В\ принимает не только положи­
тельные значения на каждом из овалов Ь ЕЕ В — S ' и неотрицателен (непо­
ложителен) на каждом из овалов с ^ С {с ̂  С — С). 

Л е м м а 3.1. Ф (Г ( 4 ' \ В' \ С')) = Т (ц) (Л ' ) | ф (^ ' ) | ф (С)) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если D ^ Т {А' \ В' \ С), то дифференциал 

а-ф (COD) С дивизором ф {D) — р^ — р2 при а = + 1 обладает всеми свой­
ствами, позволяющими считать, что ф {D) GE Г (ф (Л') | ф ( 5 ' ) | ф (С)) . Пусть 
Д GE 7̂  (ф {А') I ф {В')\ ф {С')), (О — дифференциал с дивизором С — Pi — р2 
II (О = ф"^ (со). Тогда дивизор D^^ можно представить в виде D -\-TD 
таким образом, чтобы D ЕЕ: Т {А' \ В' \ С). Лемма доказана. 

Л е м м а 3.2. Каждое из множеств Т {А' \ В' \ С) непусто. Множе­
ство Т {А' \ В' I С) не содержит дивизоров с точками р^ и р^, если и только 
если: 1) 8 == 1; 2) й = g + 1 или fi + ?! < fg + r^', 3) Т {A' \ В' \ С) = 
= Т ( P , Ti, T^). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма 3.1 и соотношение г^-\-Г2= 1 (mod 2) 
(лемма 2.1) сводят утверждение леммы 3.2 к теоремам 1.1, 1.2, 1.3. Лемма 
доказана. 

Инволюция Xi индуцирует инволюцию а^: Рг -^ Рг с множеством не­
подвижных точек Р^г. Положим at = Фа^Ф"^. Связные компоненты мно­
жества P^i = Ф (Р^г) неподвижных точек инволюции ai назовем вещест­
венными торами инволюции а^. 

Л е м м а 3.3. Пусть {Р, т^, Xg) = {Р (А), т^ (А), Тд (А)) и Q = 
= {^А^^, ^^±v ' • •' ^^Чг^' ^^'±г)- Тогда Р^ (Р, т) = Р^ (А) и at = at (А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое равенство очевидно^. Второе следует 
из соотношений T^TIS = T]S, ЩЗ = —Цз (лемма 2.3) я К = —К (mod Н), 
Лемма доказана. 

Л е м м а 3.4. Множество Ф {Т {А' \ В' \ С")) являются вещественны­
ми торами инволюции а^ и каждый вещественный тор инволюции а^ имеет 
такой вид. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует ровно 2^, где т — max {Л — 
— 1,0}, различных множеств вида Т {А' \ В' \ С"). Согласно лемме 3.3, 
теореме 2.3 и замечанию 2.1 столько же компонент связности в множестве * 
Рг^ = и Т{А' \В' \ С). Нетрудно видеть, что в одной компоненте связ-

ности не могут содержаться точки двух разных множеств вида Т {А' \В' \ С"). 

Таким образом, Т {А' \ В' | С") ~ связная компонента множества Р^^. Лемма 
доказана. 

Вещественный относительно инволюции а^ тор Т d Рг назовем допусти­
мым, если 9 (z) ^ О при всех z ^ Т. 

Т е о р е м а 3.1. ^-функция принимает вещественные значения на всех 
вещественных торах инволюции а^. Все вещественные торы инволюции а^, 
кроме, быть может, одного, не являются допустимыми. Инволюция а^ имеет 
допустимый тор, если и только если & = I и при этом или % = g + 1, или 
h-T-rt^ П/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что (Р, т^, т^) = {Р (А), 
Ti (А), Т2 (А)). Согласно лемме 2.SQ{z\V)= \ \ ехр | - ^ (VN, N} 4- <iV, z>| = 

= 0 ( z | F ) . Отсюда ввиду леммы 3.3 следует вещественность 9-функции на 
вещественных торах инволюции а^ и инвариантность относительно инволю­
ции ccj 9-дивизора (9). Ввиду теоремы 2.2 и замечания 2.1, это верно 
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и для произвольной кривой (Р, Ti, Т2). Но тогда точка R ^ Р^, где 
(6) = Ф {D ^ Р'г I Pi, Р2^ D) + R принадлежит Р^\ Таким образом, 
согласно лемме 3.4 допустимых торов инволюции а^ столько же, сколько 
множеств вида Т {А' \ В' \ С), не пересекающихся с множеством {D ^ 
^ Р'г \ Pi, Р2^ D). Согласно лемме 3.2 таких множеств не более одного, 
причем оно существует, если и только если 8 = 1 и ?i + г̂  ^ %/2 или Ъ = 
= g + 1. Ввиду полной симметрии инволюций а^ и а^, отсюда следуют 
аналогичные утверждения для инволюции ag. Теорема доказана. 

3. Вернемся теперь к случаю (Р, т^, Tg) = {Р (А), т^ (Л), х^ (А)) и най­
дем допустимые торы в явном виде. 

Пусть /г ^ 0. Представим стандартную систему образующих А типа (1) 
в виде А = А^ и А', где А' — все образующие Bi, а А^ — все остальные 
образующие. Рассмотрим последовательность систем образующих А^, при 

h 

которой 11 [BiB^h^ij,^-^ \, а системы образующих An и А^ сходятся 

К стандартным системам образующих А ,̂ и А^. Последовательность Р (А^) 
сходится при этом к объединению поверхностей Р^ = Р (А^) и двух поверх­
ностей рода 2/г, изоморфных Р (А^), каждая из которых имеет с поверхно­
стью Р^ общую точку. Инволюции т? == lim т̂  (А^) определяют веществен­
ную кривую с инволюцией {Р^, TJ, Т^) топологического типа (% — 1, 1, ?i, 
1̂7 ?2̂  2̂)7 где числа % == Г̂^ + ^i + 2̂ + 2̂̂  а числа tf, г^ даются теоремой 2.1. 
Предельное многообразие Прима Рг == lim Р^ (А,̂ ) пересекается с проек­
цией Т пространства С^"^ d С^, порожденного векторами Z -̂, S ^ Y — 5 , 
по примиану Рг ~ Рг (А^) [9]. 

Л е м м а 3.5. Если ?i + г^ ^ %/2 и Т^ d Рг (An) — допустимые торы 
инволюции а^, то Т^ = lim {Т^) f] Р? — допустимый тор инволюции а^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теоремам 3.3 и 3.4 допустимые то­
ры инволюции а^ на примианах Рг и Р^ (А^) имеют вид Ф (Т (Р^, TI, Т2)) + 
+ Л и Ф (Г (Р (А^), Ti (А^), Т2 (AJ)) + В^. Согласно [9] lim Л^ = В^. 
Кроме того, lim Ф {Т {Р ( A J , т, (AJ , т, (AJ)) [] Р? = Ф (Т (P^ т?, т^)). 

Т е о р е м а 3.2. Если Т^ (Z Рг (А) — допустимый тор инволюции а^, 
т о Т-^^=В^ + zii 2 J / Г ^ . £'с./ги Га CI Р^ (А) — допустимый тор инволю-

ции аа, то Tg = iB^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим матрицу У со столбцами Vsp 

где Ус„ = Vc^, VB^ = Ув„ и V^^ = Fg,, - 2nifs^ при 5 е Г - (С U 5 ) . 
Согласно классическим формулам [9] 6 (z | У) = const-0 [О, |3] (z | У ) = 
= const .е (2 + 2ni I F'),S где р = (рл„ • • -, P F ~ ) £Е С? рг = Рв„ = О, 

7*2 / I f » 

р / = - 4 - при 5 е F - (С и -S)- Если h = 0, то V' = V' и, следова­
тельно, Q {z \ V') Ф О при Z е R^, т. е. 0 (z) ^̂ ^ О при z е Ti- Соглас­
но лемме 3.5, отсюда следует, что Г^ — допустимый тор при всех 
/i ^ О, fi + fi ^ %/2. Пусть теперь 

V" = (У')-1. 

Тогда e ( z | У")=-- const • ехр { S ZjẐ -M J 6 (z | Г)> где {М.-̂ -} е GZ (g, Д). 

Отсюда следует, что Tg — допустимый тор при /г = О, а значит, согласно 
лемме 3.5, и при всех /г ^ О, ?2 + ^2 ^ ^ /2 . Теорема доказана. 
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§ 4. Эффективизация несингулярных вещественных 
конечнозонных двумерных операторов Шредингера 

1. Согласно [1; 2] двумерные вещественные конечнозонные по отноше­
нию к одному уровню энергии [3] чисто потенциальные операторы Шредин­
гера имеют вид L = дд -\- 2дЪ In G {zU-^ + 'zU^ + е) — 8о, где 9 {z) = 
~ д {z \ V) — 9-функция многообразия Прима Р^. = Р^ (Р, т^, т^) веществен­
ной кривой с инволюцией (Р, т^, Тз). Нетрудно убедиться, что приведенные 
в [2] условия на точку е ^ Р^ означают, что е лежит на вещественном торе 
Т инволюции osj. Общий оператор такого типа несингулярен, если и только 
если Т — допустимый тор. Векторы С/̂ , U^^ Рг и г^ ^ R определяются 
кривой (Р, Ti, Т2) и локальными параметрами в точках р-^^ и /?2-

Согласно результатам § 2 и 3 всякий несингулярный оператор интере­
сующего нас типа связан с кривой вида {Р (А), т^ (А), Тз (А)) или с пределом 
кривых такого вида. (Отметим, что среди предельных кривых находятся 
и кривые с особыми точками, рассмотренные в [2].) В этом параграфе будет 
описан алгоритм расчета матрицы Прима V кривой {Р (А), т^ (А), Xg (А)), 
векторов C/j, U2, энергии 8о и точек е^ при которых оператор L несингулярен. 

2. Совокупность матриц Прима, отвечающих вещественным кривым с 
инволюцией (Р(А), т^ (А), г^ (А)) топологического типа (g, 1, t^, г^, fĝ  ^2)-
параметризуется тем же набором параметров 
2 = Од, / == {^1, ^2, Ра, ^3, Рз7 осз, . . . 

. . ., h+f-ъ Рл+/-1, och+f-ъ ^1, 'П1. ^1^ • • •. Ifn 11/п Ч} е -й^^, (6) 
что и пространство Фрике римановых поверхностей сигнатуры {h, /) (см. 
[6, § 2]), где A = - i - ( g _ % + l), f =^П + 1{П ^t^ + r^-^t, + r,): 

Величина каждого параметра в списке (6) принадлежит интервалу, 
границы которого зависят лишь от значений предшествующих параметров. 
Эти границы явно вычисляются по схеме, указанной в [6, § 2]. Там же ука­
зан алгоритм построения по набору параметров 2 стандартной системы 
образующих А = А (Е) вида (1) (величины tt, г̂  даются теоремой 2.2). 
Отсюда по формулам (2) нетрудно найти образующие Y^ = {At, Bt, С^, 
Di, Ei, Fi) группы Шоттки Г = Г (А). Эта система образующих не зави­
сит от параметра Яд+/_1 и однозначно зависит от совокупности осталь­
ных параметров. Таким образом, размерность многообразия построенных 
групп равна 3g — 1. Каждый элемент S ^Y^ представляется в виде 

Sz — Ро Z — Pg 
Ps-Q = • Описанный алгоритм позволяет явным образом 

выразить вещественные числа ps, 0:5, ps через набор параметров 2 . 
Рассмотрим на поверхности Р = Р (А) построенный в § 2 базис гомоло­

гии {%, bs \ S ^ y^j.}. Пусть cos — базис пространств голоморфных диф­
ференциалов на Р , нормированный условием \ oos = 2ni6sT- Положим 

UsT = J COS. Согласно [ И — 13] UST = ^ In {ps, ccs, yps, 7^^}, 

при i Ф 7, Uss = —In ps == S In IPs, as , yps, yo.s), где {z ,̂ z^, Z3, z j =--
r s \ r / r s 

== /^^'Z.z) u~z) ' ^ ^^^^ ^ Г 5 \ Г / Г т — подгруппы группы г , состоящие 

из элементов 7 = 7s? • • • ys^ 1 где St е Y^, пц фО при всех i, S^ Ф S, 
а для Г т \ r / F s еще и З^Ф Т. Сходимость рядов следует из инвариантности 
вещественной оси i? U со относительно Г [22]. Соотношения (3) между 
базисами гомологии {ds, bs} и {as, bs}, {S ^ Y^) позволяют, исходя 
из матрицы UsTi найти связанную с базисом {ds, bs} матрицу Якоби UST 
поверхности Р и тем самым найти матрицу Прима У. 
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3. Точка Pi представляется на фундаментальной области £2 = Q (А) 
серединой у^ дуги I (AQ). Точка рз представляется точкой у^ = ух. Точки 
г/i и у2 легко выражаются через набор параметров 2 . Рассмотрим автомор­
физм А сферы Римана С = С [J оо, переводящий точку г/̂  в сх), точку у^ в О, 
а точку 1 в X ^ С. Пусть ф: AQ-^ Р — естественная проекция. Рассмотрим 
абелевы дифференциалы со и со на Р , которые голоморфны во всех точках,; 
кроме Pi, в точке р^ имеют вид dz, где z — такая карта, что 2ф — 1, причем 

^ ( 0 = ^ 0 0 = 0 при S ЕЕ Y^. Положим C/s = ^ о), 27̂  = ^ со. Согласно [11—13] 

Us = S ( Y ^ i^s) — уА (Ps)). Соотношения (3) позволяют выразить 
YSA(r/rs)A-i 

числа Us через Us и UT- Согласно (4) f/g. = f7s_. при S ^ Y, Обозначим 
через и ^ C^ вектор с координатами {C ĝ. \ S ^Y, i ^ 0}. Положим 
во = У^ ffsUrdd In ( ^ exp {4" (O' (N + a), (N + a)> + 

+ <:3 + 2яф, /V + a> где Z = ( 0 , JT2, 0, . . . , 0) 

2^ 

2d, 2p ^ Z\\ 4 S d̂ .p̂  = 1 (mod 2). 

Напомним, что описанные в этом параграфе матрица F, вектор U и констан­
та 8о определяются топологическим типом вещественной кривой с инволю­
цией (g, 1, ?!, Ti, ?2' '̂ г)» точкой 2 пространства параметров и числам х S С. 

Пусть Гн = Ж + ^^ 2 / s , где {js\S ^ F̂ j.} — стандартный базис про­
странства i?^, а суммирование происходит по всем индексам, кроме индек­
сов вида Bjn. 

Т е о р е м а 4 .1 . Пусть ?i + г^ ^ 2̂ + '̂ г ^-^^ ?1 + ^i + ?2 + 2̂ == 
= g + 1 гг en^Tji, Тогда оператор LR (g, fj, r^, t^, fg, 2 , x) = ^^ + 
+ 2дд In 9 (zC/ + zC/ + ^д | У) — конечнозонный при уровне энергии 8о, ее-
щественный и несингулярный. Пусть ?i + ?! ^ f 2 + ^2 ^«^^ ^i + ^i + ?2 + 
+ r2 = g + l , и ei ЕЕ iRs. Тогда оператор Li (g, ?i, TJ, ?2̂  2̂» 2 , x) = 
= (9(9 + 2^^ In 9 (zC/ — zU, -{- ej \ V) — конечнозонный при уровне энергии 
—8о, вещественный и несингулярный. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Конечнозонность следует из [1; 2]. Вещест­
венность и несингулярность — из теорем 3.1 и 3.2. 
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