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Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áè-

âîãíóòàÿ �óíêöèÿ B : S =
{

(x, y) ∈ R
2 : x− 2 6 y 6 x+ 2

}

→ R ìèíè-

ìàëüíà îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L : S → [−∞,+∞), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ

ïîòî÷å÷íî íàèìåíüøåé ñðåäè âñåõ áèâîãíóòûõ �óíêöèé B : S → R,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó B > L.

�1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ êîîðäèíàòíî-âîãíóòûìè �óíêöèÿ-

ìè (ïî àíãëèéñêè separately 
on
ave fun
tions). Òàê íàçûâàþòñÿ �óíêöèè

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âîãíóòû ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëü-

íîñòè. Â êíèãå [2, ÷àñòü 2℄ ïîìèìî êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ �óíêöèé ìîæíî

âñòðåòèòü è äðóãèå ïðèìåðû îáúåêòîâ, ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò òàê íàçû-

âàåìûé êâàçèâûïóêëûé àíàëèç. Âñå ýòè �óíêöèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü

â ñîâðåìåííîì âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå èç íèõ

èçó÷àþòñÿ â ñòàòüå [5℄, à â ðàáîòå [4℄ ìîæíî íàéòè íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìå-

íåíèå êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ �óíêöèé (îíè ââîäÿòñÿ â îïðåäåëåíèè 3 ýòîé

ðàáîòû). Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíîå îòëè÷èå êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ îò êëàññè-

÷åñêèõ âîãíóòûõ �óíêöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëåä êîîðäèíàòíî-âîãíóòîé

�óíêöèè f : Rn → R, ðàâíûé îòîáðàæåíèþ x 7→ f(x, x, . . . , x), íå îáÿçàí

áûòü âîãíóòûì. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà ñëåäîâ êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ �óíê-

öèé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, è ýòîò âîïðîñ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî

èçó÷åí â ñòàòüå [6℄.

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ìèíèìàëüíûå êîîðäèíàòíî-

âîãíóòûå �óíêöèè. Êîîðäèíàòíî-âîãíóòàÿ �óíêöèÿ

B : Ω ⊂ R
n → [−∞,+∞]

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L : Ω → [−∞,+∞], åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî íàèìåíüøåé ñðåäè âñåõ êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèÿ Áåëëìàíà, áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ, ìàðòèíãàëüíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå, ìåòîä Áóðêõîëüäåðà.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �9-71-10023.
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�óíêöèé B : Ω → [−∞,+∞], òàêèõ, ÷òî B > L. Èññëåäîâàíèå ìèíèìàëü-

íûõ êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ �óíêöèé îáóñëîâëåíî èõ ïîÿâëåíèåì â òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ äëÿ ìàðòèíãàëîâ. Ñòà-

òüÿ Áóðêõîëüäåðà [1℄ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ðàáîòîé, â êîòîðîé ïîäðîáíî îïè-

ñàí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ïîèñê òî÷íûõ êîíñòàíò â íåðàâåíñòâàõ äëÿ

ìàðòèíãàëîâ ê ïîñòðîåíèþ ìèíèìàëüíûõ êîîðäèíàòíî-âîãíóòûõ �óíêöèé

ñ êîíêðåòíûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Áîëåå îáøèðíûé ïåðå÷åíü ïðè-

ìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Áóðêõîëüäåðà ìîæíî íàéòè â êíèãå [7℄.

Â ýòîé ðàáîòå áóäóò èçó÷àòüñÿ òîëüêî áèâîãíóòûå �óíêöèè, òî åñòü

êîîðäèíàòíî-âîãíóòûå �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ìû áóäåì â

îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòü áèâîãíóòûå �óíêöèè ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

S =
{
(x, y) ∈ R

2 : x− 2 6 y 6 x+ 2
}

(ñì. ðèñóíîê 1).

(0, 0)

y

x

y = x− 2

y = x+ 2

�èñ. 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ S.

Öåëåñîîáðàçíîñòü èçó÷åíèÿ äàííûõ �óíêöèé îáóñëîâëåíà ñëåäóþùåé òåî-

ðåìîé.

Òåîðåìà 1.1. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå

H : [−1, 1] × R → [−∞,+∞]

è ââåä¼ì �óíêöèþ Áåëëìàíà B : [−1, 1]×R → [−∞,+∞], çíà÷åíèÿ êîòîðîé
îïðåäåëèì ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé �îðìóëû:

B(x, y)=sup {EH(φ∞, ψ∞) : |φ∞|61, φ0=x, ψ0=y ïî÷òè íàâåðíîå}, (1)
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ãäå ñóïðåìóì áåð¼òñÿ ïî ìíîæåñòâó ïàð ïðîñòûõ

1

ìàðòèíãàëîâ φ, ψ,
òàêèõ, ÷òî

∀k ∈ N ∃ε ∈ {−1, 1} : ψk − ψk−1 = ε(φk − φk−1). (2)

Òåïåðü ïîñòðîèì ìèíèìàëüíóþ áèâîãíóòóþ �óíêöèþ B : S→ [−∞,+∞]
îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè

L : S → [−∞,+∞], L(x, y) = H
(
(x− y)/2, (y + x)/2

)
.

Òîãäà

∀(x, y) ∈ S : B(x, y) = B
(
(x− y)/2, (y + x)/2

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðå-

ìû 2.2, ñ�îðìóëèðîâàííîé â êíèãå [7℄.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû òðåáóåòñÿ êàæäûé ðàç ñòðî-

èòü ìèíèìàëüíóþ áèâîãíóòóþ �óíêöèþ B : S → [−∞,+∞] îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ïîäïîðêè L : S → [−∞,+∞]. Ìû îïóñòèì àñïåêòû íåïîñðåä-

ñòâåííîãî ïîèñêà ìèíèìàëüíîé áèâîãíóòîé �óíêöèè è ïåðåéä¼ì ê ñëåäóþ-

ùåìó âîïðîñó. Êàê ïîíÿòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-

åòñÿ ìèíèìàëüíîé áèâîãíóòîé îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L : S → [−∞,+∞]?
Â ïåðâóþ î÷åðåäü íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ â ñàìîì äåëå

áèâîãíóòàÿ. Ýòà çàäà÷à èìååò ñóãóáî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, õîòÿ íåïîñðåä-

ñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü òðóäî¼ìêèìè. Ïðîâåðêà ìèíèìàëüíîñòè

ïîñòðîåííîé �óíêöèè çà÷àñòóþ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ òàê íàçûâàåìûõ

ïîäïèðàþùèõ ïðèìåðîâ, òî åñòü îïòèìàëüíûõ ìàðòèíãàëîâ φ, ψ â �îð-

ìóëå (1). Äàííàÿ çàäà÷à óæå íåòðèâèàëüíà â òîì ÷èñëå è â òåõíè÷åñêîì

ïëàíå.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿ-

åò íåêîòîðûì óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè, íåïðåðûâíîñòè è ðàñò¼ò íå ñëèøêîì

áûñòðî, òî îíà àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé (ñì. òåîðåìó 1.24). È

õîòÿ ïîäïèðàþùèå ïðèìåðû èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå, ïðè ïðîâåðêå ìèíè-

ìàëüíîñòè áèâîãíóòûõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ òåîðåìû 1.24,

íåîáõîäèìîñòü â íèõ ïðîïàäàåò.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü ïðè

ïîìîùè òåîðåìû 1.1. Ïóñòü ψ � ìàðòèíãàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòîãî

ìàðòèíãàëà φ, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (2). Òàêæå ïîòðåáóåì, ÷òî-

áû ïî÷òè íàâåðíîå φ0 = ψ0 = 0 è |φ∞| 6 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

p ∈ (2,+∞) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

E |ψ∞|p 6 1
2Γ(p+ 1), (3)

1

Ìàðòèíãàë φ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n ∈ N ñòàáèëèçèðó-

åòñÿ, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì φn = φn+1 = φn+2 = . . . = φ∞.
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â êîòîðîé êîíñòàíòà

1
2Γ(p + 1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òî åñòü íàèìåíüøåé âîç-

ìîæíîé. Äàííîå íåðàâåíñòâî áûëî äîêàçàíî Áóðêõîëüäåðîì â ñòàòüå [1℄

ïîñðåäñòâîì ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà òåîðåìå 1.1 è âû÷èñëåíèè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûõ áèâîãíóòûõ �óíêöèé. Äàëåå çà�èêñèðóåì ïðîèç-

âîëüíîå ÷èñëî λ ∈ [0, 1) è ñ�îðìóëèðóåì åù¼ îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.1:

E eλ|ψ∞| 6
2− λ

2− 2λ
< +∞. (4)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (3) è (4) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû,

êîòîðóþ ìîæíî íàéòè â êíèãå [7, òåîðåìà 3.12, íåðàâåíñòâî (3.104)℄.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ìîæíî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4). Äëÿ ýòîãî

ïðèìåíèì òåîðåìó 1.1 ñ �óíêöèÿìè

H(x, y) = f1(y) = |y|p, H(x, y) = f2(y) = eλ|y|.

è ïîëó÷èì ñëåäóþùèå òî÷íûå îöåíêè:

E |ψ∞|p 6 B1(0, 0), E eλ|ψ∞| 6 B2(0, 0),

ãäå �óíêöèÿ B1 : S → R áèâîãíóòà è ìèíèìàëüíà îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè

L1(x, y) = f1((x + y)/2), à �óíêöèÿ B2 : S → R ìèíèìàëüíà îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ L2(x, y) = f2((x + y)/2). Íàì îñòàëîñü íàéòè �óíêöèè B1 è

B2. Ìû ïîêàæåì, ÷åìó îíè ðàâíû, íî íå áóäåì ïðîâåðÿòü, ÷òî ýòè �óíêöèè

áèâîãíóòû è ìèíèìàëüíû. Â äàëüíåéøåì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà è

ìèíèìóìà äâóõ ÷èñåë ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè:

a ∨ b = max(a, b), a ∧ b = min(a, b).

Ââåä¼ì îáëàñòè S
1
è S

2
(ñì. ðèñóíîê 2):

S
1 = {(x, y) ∈ S : |x| ∨ |y| 6 1} , S

2 = {(x, y) ∈ S : |x| ∨ |y| > 1} .

S
2

S
2

S
1

�èñ. 2. Ïðî�èëü áèâîãíóòûõ �óíêöèé B1 è B2.
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Íà ðèñóíêå 2 îáëàñòè, â êîòîðûõ íàðèñîâàíû ãîðèçîíòàëüíûå è/èëè

âåðòèêàëüíûå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíîñòè �óíêöèè ïî ïåðåìåííîé

y è/èëè ïî ïåðåìåííîé x. Ôóíêöèÿ B1 çàäà¼òñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåé

�îðìóëû:

B1(x, y) =





1
2(1 + xy)Γ(p+ 1), åñëè (x, y) ∈ S

1;
1
2 |x− y| · f1(|x| ∨ |y| − 1) + (1− 1

2 |x− y|)g(|x| ∨ |y| − 1),

åñëè (x, y) ∈ S
2,

ãäå g(t) = et
∫∞
t spe−s ds. Ôóíêöèÿ B2(x, y) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

B2(x, y) =

{
1

2(1−λ) (1 + xy) + 1
2(1− xy), åñëè (x, y) ∈ S

1;
e−λ

1−λ

(
1− λ

2 |x− y|
)
eλ(|x|∨|y|), åñëè (x, y) ∈ S

2.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íàõîæäåíèå

êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû B(0, 0), íî è ïðîñòî äîêàçàòåëüñòâî êî-

íå÷íîñòè ýòîé âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, ïðè λ ∈ [0, 1) ïîñòðîåííàÿ ìèíèìàëü-

íàÿ áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ B2 áóäåò êîíå÷íà è, â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà Ee
λ|ψ∞|

îãðàíè÷åíà ñâåðõó àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé (çàâèñÿùåé îò λ). Îäíàêî ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè λ > 1 áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ, ìèíèìàëüíàÿ îòíîñè-

òåëüíî ïîäïîðêè L2, âûðîæäåíà, òî åñòü ðàâíà +∞ âåçäå êðîìå ãðàíèöû

îáëàñòè S. Â ÷àñòíîñòè, ïðè λ > 1 âåëè÷èíà supψ Ee
λ|ψ∞|

òàêæå ðàâíà

+∞. Ïîäîáíûé âîïðîñ èçó÷àëñÿ â ðàáîòå [3℄ (ñì. òåîðåìó 6.1.2) äëÿ äðó-

ãîé �óíêöèè Áåëëìàíà.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð åù¼ îäíîãî íåðàâåíñòâà, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç

òåîðåìû 1.1:

E

(
e|ψ∞|

1 + ψ2
∞

)
6 a ≈ 1.448 < +∞, (5)

ãäå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèì ïîç-

æå. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (5) ÿâëÿåòñÿ íîâûì ðåçóëüòàòîì è ðàíåå â ëè-

òåðàòóðå íå âñòðå÷àëàñü. Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü, ïðèìåíèâ

òåîðåìó 1.1 ñ �óíêöèåé

H(x, y) = f3(y) =
e|y|

1 + y2
.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (5) ñèëüíåå îöåíêè (4), åñëè îïóñòèòü òî÷íûå

çíà÷åíèÿ êîíñòàíò. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ [0, 1) ñïðàâåäëèâî

ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå f2(t) = eλ|t| = o( e|t|

1+t2 ) = o(f3(t)) ïðè |t| → +∞.

Ïóñòü B3 : S → R � áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ, ìèíèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ïîä-

ïîðêè L3(x, y) = f3((x + y)/2). Òîãäà, âíîâü ïðèìåíèâ òåîðåìó 1.1, ìû

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî E f3(ψ∞) 6 B3(0, 0). Ïîýòîìó, êàê è ðàíüøå, äîñòà-

òî÷íî íàéòè �óíêöèþ B3. ×òîáû å¼ îïèñàòü, ìû ââåä¼ì íåñêîëüêî äîïîë-

íèòåëüíûõ âåëè÷èí è �óíêöèé. Ïóñòü δ ∈ (0,+∞) � ðåøåíèå ñëåäóþùåãî
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óðàâíåíèÿ (ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî):

arcctg(δ) =
2δ3 − δ2 + 1

δ(1 + δ2)2
, δ ≈ 0.566.

Îïðåäåëèì ÷èñëà a, b è c è �óíêöèè g, h : [0,+∞) → R ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

a =
1 + 4δ3 − δ4

2δ(1 + δ2)
f3(δ), b =

(1− δ)2

2δ(1 + δ2)
f3(δ), c =

2− 3δ + 4δ2 − δ3

2δ(1 + δ2)
f3(δ);

g(t) = ct+ t

δ∫

t

es ds

s2(1 + s2)
, h(t) = et arcctg(t).

Äàëåå ââåä¼ì îáëàñòè S
1,S2,S3 ⊂ S (ñì. ðèñóíîê 3):

S
1 = {(x, y) ∈ S : |x| ∨ |y| 6 1 + δ, x ∧−y 6 1− δ, −x ∧ y 6 1− δ} ;

S
2 = {(x, y) ∈ S : x ∧−y > 1− δ èëè − x ∧ y > 1− δ} ;

S
3 = {(x, y) ∈ S : |x| ∨ |y| > 1 + δ} .

S
1

S
2

S
3

S
3

δ

δ

S
2

δ

δ

�èñ. 3. Ïðî�èëü �óíêöèè B.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü �óíêöèþ B:

B(x, y) =





a+ bxy, åñëè (x, y) ∈ S
1;

|x+y|
2(1−|x|∧|y|)f3(1− |x| ∧ |y|) + 2−|x−y|

2(1−|x|∧|y|)g(1 − |x| ∧ |y|),

åñëè (x, y) ∈ S
2;

1
2 |x− y| · f3(|x| ∨ |y| − 1) + (1− 1

2 |x− y|) · h(|x| ∨ |y| − 1),

åñëè (x, y) ∈ S
3.
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Â äàëüíåéøåì âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà Ω ⊂ R
2
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç int Ω, à åãî ãðàíèöó ÷åðåç ∂Ω. Ââåä¼ì åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå ìè-

íèìàëüíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ B : S → R ìè-

íèìàëüíà, åñëè äëÿ ëþáîé áèâîãíóòîé �óíêöèè B : S → R, òàêîé, ÷òî

B|∂S > B|∂S, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî B > B. Èíà÷å ãîâîðÿ, áèâîãíóòàÿ
�óíêöèÿ B : S → R ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìèíè-

ìàëüíà îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè B + (−∞) · 1intS. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâå-

ä¼ííûå ðàíåå ïðèìåðû áèâîãíóòûõ �óíêöèé, ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîé ïîäïîðêè L, ÿâëÿþòñÿ íà ñàìîì äåëå ïðîñòî ìèíèìàëüíûìè.

Äëÿ ìèíèìàëüíûõ áèâîãíóòûõ �óíêöèé ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå 1.25, àíà-

ëîãè÷íîå ïðåäûäóùåé òåîðåìå 1.24. Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî îïðåäå-

ë¼ííûå ðàíåå �óíêöèè B1, B2 è B3 ìèíèìàëüíû è áèâîãíóòû, äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ 1.25 è ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∀j ∈ {1, 2, 3} : Bj > Lj, Bj|∂S = Lj|∂S .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè (è ìèíèìàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè) áèâî-

ãíóòûõ �óíêöèé. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ. ßâëÿþòñÿ ëè ñâîéñòâà,

ñ�îðìóëèðîâàííûå â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.24 è ñëåäñòâèÿ 1.25 åù¼ è íåîá-

õîäèìûìè? Íà ýòîò ñ÷¼ò àâòîðó èçâåñòíà òåîðåìà 1.28, äîêàçàòåëüñòâî

êîòîðîé ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü â ýòîé ñòàòüå. Ïðè ýòîì, êàê ñêàçàíî â

çàìå÷àíèè 1.29, ïîëó÷åííûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïî÷òè

ñîâïàäàþò.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü òåîðåìó 1.23, èç êî-

òîðîé ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ 1.24 è 1.25, óïîìÿíóòûå âûøå. Îòìåòèì, ÷òî

ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü áîëåå ãèáêèå íèæíèå îöåíêè íà áèâîãíó-

òûå �óíêöèè, ìèíèìàëüíûå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäïîðêè. Â ÷àñòíî-

ñòè, íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû �óíêöèÿ B, �èãóðèðóþùàÿ â òåîðåìå 1.23, áûëà

áèâîãíóòîé, à å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàâíÿëàñü âñåìó ìíîæåñòâó S.

1.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ñïåðâà ìû ââåä¼ì

íåñêîëüêî òåðìèíîâ, ñâÿçàííûõ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ áèâîãíóòîé �óíê-

öèè. Îòìåòèì, ÷òî ïîä îáëàñòüþ ìû ïîäðàçóìåâàåì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-

æåñòâî ïëîñêîñòè.

Áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îäíîé èç êîîð-

äèíàòíûõ îñåé Ox èëè Oy, êîîðäèíàòíûìè. Ïðîìåæóòîê � ýòî íåïóñòîå

îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé, îòëè÷íîå îò òî÷êè. Îòêðû-

òûé ïðîìåæóòîê áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëîì, à çàìêíóòûé îòðåçêîì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíî-âûïóêëûì, åñ-

ëè äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé l ïåðåñå÷åíèå Ω ∩ l âûïóêëî.
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî Ω êîîðäèíàòíî-îãðàíè÷åíî, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ ÷èñåë a < b îáëàñòè
{
(x, y) ∈ R

2 : a < x < b
}
∩ Ω è

{
(x, y) ∈ R

2 : a < y < b
}
∩ Ω

îãðàíè÷åíû.

Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, íàèáîëüøèé äëÿ íàñ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîîð-

äèíàòíî-âûïóêëàÿ îáëàñòü S = {(x, y) ∈ R
2 : x − 2 6 y 6 x + 2}, èçîáðà-

æ¼ííàÿ íà ðèñóíêå 1.

Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê îïèñàíèþ ìíîæåñòâà áèâîãíóòûõ �óíê-

öèé, ìû óòî÷íèì, êàêèå èìåííî �óíêöèè ìû áóäåì íàçûâàòü âîãíóòûìè

è ëîêàëüíî âîãíóòûìè. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ìíîæåñòâî

R = R ∪ {−∞,+∞} = [−∞,+∞].

Åñëè �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà R, òî îíà íàçû-

âàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, èíà÷å áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà âûðîæäåíà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ôóíêöèÿ f : U ⊂ R → R íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ U è òàêîãî ÷èñëà α ∈ (0, 1), ÷òî αx+ (1−α)y ∈ U ,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(αx+ (1− α)y) > αf(x) + (1− α)f(y).

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (−∞)+(+∞)=−∞ è 0 · (−∞) = 0 · (+∞) = 0.
Ôóíêöèÿ f : U ⊂ R → R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âîãíóòîé, åñëè äëÿ ëþáîãî

îòðåçêà s ⊂ U âîãíóòî ñóæåíèå f |s.

Çàìå÷àíèå 1.5. Êàæäàÿ âîãíóòàÿ �óíêöèÿ f : U ⊂ R → R ïîëóíåïðå-

ðûâíà ñíèçó.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïóêëîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U ïîíÿòèÿ âîãíóòîñòè

è ëîêàëüíîé âîãíóòîñòè ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå âîãíóòîñòü

�óíêöèè ðàâíîñèëüíà âûïóêëîñòè å¼ ïîäãðà�èêà. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðå-

äåëèòü ñåìåéñòâî áèâîãíóòûõ è ëîêàëüíî áèâîãíóòûõ �óíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ôóíêöèÿ B : Ω ⊂ R
2 → R íàçûâàåòñÿ áèâîãíóòîé

(ëîêàëüíî áèâîãíóòîé), åñëè äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé l �óíêöèÿ
B|l âîãíóòà (ëîêàëüíî âîãíóòà). Ìíîæåñòâî âñåõ áèâîãíóòûõ �óíêöèé

B : Ω → R îáîçíà÷èì ÷åðåç BC(Ω), à åãî ïîäìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ

�óíêöèé ÷åðåç BC(Ω). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåä¼ì ñåìåéñòâî ëîêàëüíî

áèâîãíóòûõ �óíêöèé BCloc(Ω) è åãî ïîäìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ �óíê-

öèé BCloc(Ω).

Çàìå÷àíèå 1.7. Äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ R
2
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:
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• BC(Ω) ⊂ BCloc(Ω), BC(Ω) ⊂ BCloc(Ω);
• BC(Ω) = BCloc(Ω), BC(Ω) = BCloc(Ω), åñëè îáëàñòü Ω êîîðäèíàò-

íî-âûïóêëà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëîêàëüíî áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ B : Ω → R â êàæ-

äîé òî÷êå (x, y) ∈ intΩ èìååò îäíîñòîðîííèå êîîðäèíàòíûå ïðîèçâîäíûå,

êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè

∂±

∂xB(x, y) è ∂±

∂yB(x, y). À èìåííî,

∂±

∂x
B(x, y) = lim

ε→0±

B(x+ ε, y)−B(x, y)

ε
;

∂±

∂y
B(x, y) = lim

ε→0±

B(x, y + ε)−B(x, y)

ε
.

Ïðè ýòîì åñëè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ B èìååò â òî÷êå p ∈ Ω ÷àñòíóþ

ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé x, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p ∈ s, ãäå s �

òàêîé èíòåðâàë ïàðàëëåëüíûé îñè Ox, ÷òî p ∈ s. Àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé ïî y.

Çàìå÷àíèå 1.8. Ëþáàÿ �óíêöèÿ B ∈ BCloc(Ω) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà (ñì.

êíèãó [2, ñ. 47, òåîðåìà 2.31℄). Â ÷àñòíîñòè, íåïðåðûâíî ñóæåíèå B|intΩ,
è ïîýòîìó �óíêöèÿ B ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî íà ãðàíèöå ìíîæå-

ñòâà Ω.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîé áèâîãíóòîé

�óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ôóíêöèÿ B : Ω → R íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé áèâî-

ãíóòîé �óíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L : Ω → R, åñëè B ∈ BC(Ω) è

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:

∀B ∈ BC(Ω): B > L ⇒ B > B.

Çàìå÷àíèå 1.10. Äëÿ �óíêöèè B ∈ BC(S), ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî

ïîäïîðêè L : S → R, âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

B|∂S = L|∂S .

Îïðåäåëåíèå 1.11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ B ∈ BC(Ω)
ìèíèìàëüíà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé áèâîãíóòîé �óíêöèåé îòíî-

ñèòåëüíî ïîäïîðêè B + (−∞)1intΩ. Òî åñòü B 6 B äëÿ ëþáîé �óíêöèè

B ∈ BC(Ω), òàêîé, ÷òî B|∂Ω > B|∂Ω.

Ââåä¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω è �óíêöèè L : Ω → R ñëåäóþùåå

îòîáðàæåíèå:

B[L] : Ω → R, B[L](x) = inf
{
B(x) : B ∈ BC(Ω), B > L

}
. (6)

Ñëåäóþùóþ ëåììó ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.



182 Ì. È. ÍÎÂÈÊÎÂ

Ëåììà 1.12. Ôóíêöèÿ B[L] ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé áèâîãíóòîé �óíêöè-
åé îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L.

Ìû ãîòîâû ñ�îðìóëèðîâàòü ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ �óíêöèé, äîñòàòî÷-

íîñòü êîòîðûõ áóäåì äîêàçûâàòü. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà

Ω,Ω∂ ⊂ R
2
è �óíêöèþ B : Ω → R.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ôóíêöèÿ B ëèíåéíà (ïîëóëèíåéíà) ïî ïåðåìåííîé x
â òî÷êå p ∈ Ω, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (îòðåçîê) s, ïàðàëëåëüíûé îñè

Ox, òàêîé, ÷òî p ∈ s ⊂ Ω è �óíêöèÿ B|s ëèíåéíà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ B ñòðîãî ïîëóëèíåéíà ïî x â òî÷êå p,

åñëè B ïîëóëèíåéíà, íî íå ëèíåéíà ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå p (ñì. ðèñó-

íîê 4). Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ëèíåéíîñòü, ïîëóëèíåéíîñòü è ñòðîãàÿ ïîëó-

ëèíåéíîñòü ïî y.

линейность

строгая

полулинейность

полулинейность

�èñ. 4. Ëèíåéíîñòü, ïîëóëèíåéíîñòü è ñòðîãàÿ ïîëóëèíåéíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ôóíêöèÿ B : Ω → R ýêñòðåìàëüíà ïî ïåðåìåííîé x
(ïî ïåðåìåííîé y) â òî÷êå p ∈ Ω \ Ω∂ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Ω∂ , åñëè
â ýòîé òî÷êå B èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x (ïî y), è ñóùåñòâóåò

îòðåçîê s, ïàðàëëåëüíûé îñè Ox (Oy), òàêîé, ÷òî îäèí åãî êîíåö ñîâïàäàåò

ñ òî÷êîé p, à äðóãîé ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ω∂, è �óíêöèÿ B|s ëèíåéíà
(ñì. ðèñóíîê 5).

Çàìå÷àíèå 1.15. Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ B : S → R íå ìîæåò áûòü ýêñ-

òðåìàëüíà èëè ëèíåéíà â òî÷êå p ∈ ∂S, òàê êàê äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

ñóùåñòâîâàë èíòåðâàë s, p ∈ s ⊂ S, ïàðàëëåëüíûé îñè Ox èëè Oy, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Äàëåå ìû îïðåäåëèì ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ 1-îãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå 1.16. ÔóíêöèÿB : Ω → R íàçûâàåòñÿ êàíäèäàòîì 1-îãî òè-
ïà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Ω∂ è ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó C1(Ω,Ω∂) òîãäà
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Ω∂

p

ps
экстремальность

�èñ. 5. Ýêñòðåìàëüíîñòü ïî x è å¼ óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå íà ðèñóíêå.

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ïîëóíåïðåðûâíà

ñâåðõó è äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ω \Ω∂ âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäó-

þùèõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé (ñì. ðèñóíîê 6):

(1) �óíêöèÿ B ëèíåéíà ïî x è ýêñòðåìàëüíà ïî x îòíîñèòåëüíî Ω∂ â

òî÷êå p;
(2) �óíêöèÿ B ëèíåéíà ïî y è ýêñòðåìàëüíà ïî y îòíîñèòåëüíî Ω∂ â

òî÷êå p;
(3) �óíêöèÿ B ëèíåéíà ïî x è ïî y â òî÷êå p;
(4) �óíêöèÿ B ýêñòðåìàëüíà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Ω∂ ïî x è ïî y

â òî÷êå p.

Çàìå÷àíèå 1.17. Êàíäèäàò íå îáÿçàòåëüíî áèâîãíóò.

1. 2. 3. 4.

p p p p

�èñ. 6. Ñâîéñòâà 1, 2, 3 è 4.

Çàìå÷àíèå 1.18. Óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 1, 2, 3 è 4 ðàâíîñèëüíû òîìó,

÷òî â ëþáîé òî÷êå p ∈ Ω \ Ω∂ ñïðàâåäëèâî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ äâóõ

óòâåðæäåíèé:

(1) �óíêöèÿ B â òî÷êå p ýêñòðåìàëüíà îòíîñèòåëüíî Ω∂ ïî x èëè ëè-

íåéíà ïî y;
(2) �óíêöèÿ B â òî÷êå p ýêñòðåìàëüíà îòíîñèòåëüíî Ω∂ ïî y èëè ëè-

íåéíà ïî x.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû òàêæå îïðåäåëèì êàíäèäàòîâ 2-îãî è 3-åãî
òèïà (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.30 è 1.35), êîòîðûå îäíàêî íå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ

�îðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Äëÿ ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ êàæäîãî

òèïà ââåä¼ì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî �óíêöèé.
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Îïðåäåëåíèå 1.19. Ôóíêöèÿ B : Ω → R íàçûâàåòñÿ êàíäèäàòîì i-îãî
òèïà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè L : Ω → R è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ci[L],
åñëè

B ∈ Ci (Ω,Ω∂) , ãäå Ω∂ = {p ∈ Ω: B(p) 6 L(p)} .

Ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ êàíäèäàòîì ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî, òè-

ïà ìû ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî êàíäèäàòîì. Ïîìèìî òðåáîâàíèÿ îò

èíòåðåñóþùåé íàñ �óíêöèè ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó C1[L], ìû ââåä¼ì

åù¼ íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé. Ñíà÷àëà äîáàâèì óñëîâèå, êàñàþùååñÿ ðîñòà

�óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.20. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ω ⊂ S.

Ôóíêöèÿ B : Ω → R íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé îãðàíè÷åííîãî ðîñòà (áóäåì

òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî îíà èìååò îãðàíè÷åííûé ðîñò), åñëè

max(B(x, y), 0) = o
(
e|x+y|/2

)
ïðè |x|, |y| → +∞.

Ôóíêöèÿ B : Ω → R èìååò óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî �óíê-

öèè L : S → R, åñëè ðàçíîñòü B − B[L]|Ω èìååò îãðàíè÷åííûé ðîñò.

Çàìå÷àíèå 1.21. Êàæäàÿ �óíêöèÿ îãðàíè÷åííîãî ðîñòà èìååò óñëîâíî

îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè

L. Êðîìå òîãî, ÷òîáû çàêëþ÷èòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ B∈BC(S)

èìååò îãðàíè÷åííûé ðîñò, äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó B(x, x) = o(e|x|).
Äåéñòâèòåëüíî,

B(x, y) 6 (1 + 1
2 |x− y|)B(x, x) 6 2B(x, x) = o(e|x|) = o(e|x+y|/2)

ïðè |x|, |y| → +∞.

Ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàø êàíäèäàò óäîâëåòâîðÿåò íåêî-

òîðûì óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà p, ïðèíàäëåæàùàÿ
òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè ìíî-

æåñòâî {p} îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå 1.22. Áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ëî-

êàëüíî äèñêðåòíûì, åñëè ëþáîå åãî íåïóñòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ èíäóöè-

ðîâàííîé òîïîëîãèåé ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èçîëèðîâàííóþ òî÷êó.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó.

1.2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1.23. �àññìîòðèì çàìêíóòóþ îáëàñòü Ω ⊂ S, îòîáðàæåíèå

L : S → R è êàíäèäàòà B ∈ C1[L|Ω]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ �óíêöèé L
è B âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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(1) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ñóæåíèÿ L|∂S ëîêàëüíî äèñêðåòíî;

(2) �óíêöèÿ L|∂S ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñíèçó è ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ;

(3) êàíäèäàò B èìååò óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ L.

Òîãäà B 6 B[L]|Ω.

Ïîäñòàâèâ â ïîëó÷åííóþ òåîðåìó îáëàñòü Ω = S, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.24. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå L : S → R è áèâîãíóòîãî êàí-

äèäàòà B ∈ C1[L], òàêîãî, ÷òî B > L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè L è

B óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ñóæåíèÿ L|∂S ëîêàëüíî äèñêðåòíî;

(2) �óíêöèÿ L|∂S ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñíèçó è ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ;

(3) êàíäèäàò B èìååò óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ L.

Òîãäà B = B[L].

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.24 ñ �óí-

êöèåé L = B+ (−∞)χintS.

Ñëåäñòâèå 1.25. Ïóñòü B ∈ C1(S, ∂S) � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûé ñíèçó

áèâîãíóòûé êàíäèäàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî åãî òî÷åê ðàçðûâà

ëîêàëüíî äèñêðåòíî è îí èìååò óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëü-

íî �óíêöèè B + (−∞)1intS. Òîãäà êàíäèäàò B ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé

áèâîãíóòîé �óíêöèåé.

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà ïðåäëîæåíèå 2.3 (ñì. íèæå), êîòîðîå ïîç-

âîëÿåò äîêàçûâàòü ìèíèìàëüíîñòü áèâîãíóòûõ �óíêöèé â îáëàñòÿõ, èìå-

þùèõ áîëåå îáùèé âèä. Ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó �óíêöèè îòíîñèòåëüíî

ïîäïîðêè è êàíäèäàòû òðåòüåãî òèïà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â �îðìóëè-

ðîâêå ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, ââîäÿòñÿ â îïðåäåëåíèÿõ 1.32 è 1.35 ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Òåïåðü ìû ñ�îðìóëèðóåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî íåîáõî-

äèìûõ ñâîéñòâ ìèíèìàëüíûõ áèâîãíóòûõ �óíêöèé. Äîêàçûâàòü ýòè óòâåð-

æäåíèÿ â äàííîé ñòàòüå ìû íå áóäåì.

Ëåììà 1.26. Ïóñòü Ω ⊂ R
2
� íåêîòîðîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæå-

ñòâî. Ââåä¼ì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå L : Ω → R è ïîòî÷å÷íî íàèìåíü-

øóþ ïîëóíåïðåðûâíóþ ñâåðõó �óíêöèþ L̃ : Ω → R, òàêóþ, ÷òî L̃ > L.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

B[L̃]
∣∣
intΩ

= B[L]
∣∣
intΩ

.
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Çàìå÷àíèå 1.27. Òåîðåìà 1.23 áóäåò âåðíà è â ñëó÷àå, åñëè �óíêöèÿ L íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó, à 1-ûé ïóíêò çàìåí¼í íà ñëåäóþùèé:

(1) ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ñóæåíèå L|∂S íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó, ëîêàëüíî äèñêðåòíî.

Îäíàêî â ñèëó ëåììû 1.26 òàêîå óñèëåíèå òåîðåìû íå èìååò îñîáîãî ñìûñ-

ëà.

Òåîðåìà 1.28. Ïóñòü B : S → R � íåâûðîæäåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ áèâî-

ãíóòàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ñóæåíèå B|∂S ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî ñíèçó è

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå B ∈ C1(S, ∂S).
Åñëè êðîìå òîãî, �óíêöèÿ −B èìååò îãðàíè÷åííûé ðîñò, òî îãðàíè-

÷åííûé ðîñò èìååò è �óíêöèÿ B.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäñòâèåì 1.25 è òåîðåìîé 1.28, ìû ìîæåì çàêëþ-

÷èòü, ÷òî ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Çàìå÷àíèå 1.29. Èìååòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ áè-

âîãíóòûõ �óíêöèé B : S → R ñ ëîêàëüíî äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì òî-

÷åê ðàçðûâà, òàêèõ, ÷òî �óíêöèè −B èìåþò îãðàíè÷åííûé ðîñò, à ñóæå-

íèÿ B|∂S ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû ñíèçó.

1.3. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà, çàìå÷àíèÿ è ãèïîòåçû. Ñïåðâà ìû ïîêà-

æåì, êàê ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè �óíêöèè B ñåìåéñòâó

êàíäèäàòîâ ïåðâîãî òèïà ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà áèâîãíóòà. Íî ñíà÷àëà îïðå-

äåëèì ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ âòîðîãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå 1.30. Êàíäèäàòîì âòîðîãî òèïà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

Ω∂ ⊂ R
2
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó è ïîëóíåïðåðûâíàÿ

ñâåðõó �óíêöèÿ B : Ω ⊂ R
2 → R, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ω \ Ω∂

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(1) �óíêöèÿ B ëèíåéíà ïî x èëè ïî y â òî÷êå p;
(2) �óíêöèÿ B ýêñòðåìàëüíà ïî x è ïî y â òî÷êå p îòíîñèòåëüíî ìíî-

æåñòâà Ω∂ .

Ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ âòîðîãî òèïà B : Ω → R îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà Ω∂ îáîçíà÷èì ÷åðåç C2(Ω,Ω∂).

Çàìåòèì, ÷òî C1(Ω,Ω∂) ⊂ C2(Ω,Ω∂). Îäíàêî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâè-

ÿõ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå è â äðóãóþ ñòîðîíó (ñì. Ïðåäëîæåíèå 1.31),

êîòîðîå ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü.

Ïðåäëîæåíèå 1.31. Åñëè îáëàñòü Ω êîîðäèíàòíî-âûïóêëà, òî äëÿ ëþáî-

ãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà Ω∂ ⊂ Ω ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

C2(Ω,Ω∂) ∩BC(Ω) ⊂ C1(Ω,Ω∂).
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2.

или

1.

p p p

�èñ. 7. Ñâîéñòâà 1 è 2.

Òåïåðü ìû ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ ïëàíà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.23.

Áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B(a) >
B[L](a) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ Ω. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû ïîñòðîèòü �óíêöèþ M : Ω → (0,+∞), ðàñòóùóþ äîñòàòî÷íî áûñòðî,

íàéòè òî÷êó q, â êîòîðîé ÷àñòíîå (B − B[L]|Ω)/M äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ è ïîëîæèòåëüíî. Çàòåì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñèëó

ñòðóêòóðû �óíêöèè B òàêîãî íå ìîãëî ïðîèçîéòè. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî

÷àñòíîå (B− B[L]|Ω)/M äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî ýòà �óíêöèÿ óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè è ïîëóíåïðåðûâíà

ñâåðõó. Óáûâàíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ òåì, ÷òî �óíêöèÿ B èìååò

óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ L. Ïîëóíåïðåðûâ-
íîñòü ñâåðõó �óíêöèè (B − B[L]|Ω)/M ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé,

êîòîðîé áóäåò ïîñâÿù¼í ïîñëåäíèé ðàçäåë 5. ×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñîîò-

âåòñòâóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ áóäåò â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàòüñÿ, ââåä¼ì

ïîíÿòèå ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó �óíêöèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîä-

ïîðêè.

Îïðåäåëåíèå 1.32. �àññìîòðèì îáëàñòè Ω ⊂ Ω′ ⊂ R
2
è ïîëóíåïðåðûâ-

íóþ ñâåðõó �óíêöèþ B : Ω → R. Áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ B ïîëóíåïðå-

ðûâíîé ñâåðõó â òî÷êå p ∈ Ω îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L : Ω′ → R, åñëè îòîá-

ðàæåíèå max(B − B[L]|Ω , 0) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â ýòîé òî÷êå. Ôóíê-

öèÿ B íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L, åñëè
îíà ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó îòíîñèòåëüíî L â êàæäîé òî÷êå p ∈ Ω.

Çàìå÷àíèå 1.33. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.8 ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó �óíêöèÿ

B : Ω → R ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ L : Ω′ → R

â êàæäîé òî÷êå p ∈ intΩ′
.

Êëþ÷åâîå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîìó áóäåò ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ÷àñòü ðàáî-

òû, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.34. �àññìîòðèì çàìêíóòóþ îáëàñòü Ω ⊂ S, �óíê-
öèþ B : Ω → R è îòîáðàæåíèå L : S → R, òàêîå, ÷òî ñóæåíèå L|∂S
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ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî ñíèçó è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

B ∈ C1[L|Ω] è ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè L|∂S ëîêàëüíî äèñ-

êðåòíî. Òîãäà �óíêöèÿ B ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîð-

êè L.

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå ìû áóäåì äîêàçûâàòü â

ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, íàì ïîíàäîáÿòñÿ êàíäèäàòû òðåòüåãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå 1.35. Êàíäèäàòîì òðåòüåãî òèïà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

Ω∂ ⊂ R
2
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó è ïîëóíåïðåðûâíàÿ

ñâåðõó �óíêöèÿ B : Ω ⊂ R
2 → R, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ω \ Ω∂

ñïðàâåäëèâî 1-îå èëè 2-îå óñëîâèå:

(1) �óíêöèÿ B ëèíåéíà ïî x èëè ïî y â òî÷êå p;
(2) �óíêöèÿ B ýêñòðåìàëüíà ïî x èëè ïî y îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

Ω∂ â òî÷êå p.

pp

1. 2.

или илиppи ии иppи ии и pp

�èñ. 8. Ñâîéñòâà 1 è 2.

Êàê è ðàíüøå ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ òðåòüåãî òèïà B : Ω → R îòíîñè-

òåëüíî ìíîæåñòâà Ω∂ îáîçíà÷èì ÷åðåç C3(Ω,Ω∂).

Çàìå÷àíèå 1.36. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ Ω,Ω∂ ⊂ R
2
è �óíêöèè L : Ω → R

ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

C1(Ω,Ω∂) ⊂ C2(Ω,Ω∂) ⊂ C3(Ω,Ω∂);

C1[L] ⊂ C2[L] ⊂ C3[L].

Ïðåäëîæåíèå 1.37. Ââåä¼ì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ L : S → R è ðàñ-

ñìîòðèì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Ω ⊂ S. Ïóñòü B ∈ C3[L|Ω] � êàíäèäàò,

êîòîðûé èìååò óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî �óíêöèè L è

ïîëóíåïðåðûâåí ñâåðõó îòíîñèòåëüíî L. Òîãäà B 6 B[L]|Ω.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.23 àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 1.37

è 1.34 ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 1.36. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äîêàçû-

âàòü òîëüêî óòâåðæäåíèÿ 1.37 è 1.34.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà äàííûé ìîìåíò íå èçâåñòåí ïðèìåð îáëàñòè

Ω ⊂ S, �óíêöèè L : S → R è êàíäèäàòà B ∈ C1[L|Ω], êîòîðûé íå áûë áû

ïîëóíåïðåðûâåí ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååòñÿ

ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

�èïîòåçà 1.38. Ïóñòü Ω ⊂ S � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âñÿ-

êèé êàíäèäàò B ∈ C1[L|Ω] ïîëóíåïðåðûâåí ñâåðõó îòíîñèòåëüíî �óíêöèè

L : S → R.

Åñëè äàííàÿ ãèïîòåçà âåðíà, òî â òåîðåìå 1.23 ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò 1-ãî

óñëîâèÿ. Ìû ãîòîâû ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.37, êëþ-

÷åâóþ ðîëü â êîòîðîì áóäåò èãðàòü ëåììà, êîòîðîé ïîñâÿù¼í ñëåäóþùèé

ðàçäåë.

�2. Îñíîâíàÿ ëåììà è å¼ ïðèìåíåíèå

Ëåììà 2.1. �àññìîòðèì çàìêíóòîå êîîðäèíàòíî-îãðàíè÷åííîå ìíîæå-

ñòâî Ω ⊂ R
2
è ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü Ω̂ ⊂ R

2
. Ââåä¼ì

• îòîáðàæåíèå L0 : Ω → R;

• ëîêàëüíî áèâîãíóòóþ �óíêöèþ B ∈ BCloc(Ω), òàêóþ, ÷òî B > L0;

• êàíäèäàòà B ∈ C3[L0];
• ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó �óíêöèþ M : Ω → (0,+∞), òàêóþ, ÷òî

M |
Ω\Ω̂

∈ BCloc

(
Ω \ Ω̂

)
.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ÷àñòíîå max(B − B, 0)/M ïîëóíåïðåðûâíî

ñâåðõó. Òîãäà,

åñëè ∃ q ∈ Ω: sup
p∈Ω

B(p)−B(p)

M(p)
=

B(q)−B(q)

M(q)
∈ (0,+∞), (7)

òî ∃ q ∈ Ω̂ : sup
p∈Ω

B(p)−B(p)

M(p)
=

B(q)−B(q)

M(q)
. (8)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàêñèìóì �óíêöèè (B − B)/M íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ

òîëüêî íà ìíîæåñòâå Ω \ Ω̂, åñëè îí áîëüøå 0.

Çàìå÷àíèå 2.2. Äàííàÿ ëåììà íàì áóäåò íóæíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà

ëîêàëüíî áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ B ïðîñòî áèâîãíóòà. Ëîêàëüíàÿ áèâîãíó-

òîñòü �óíêöèè M ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì.

Ïåðåä òåì, êàê äîêàçûâàòü ëåììó 2.1, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé,

èëëþñòðèðóþùèõ å¼ öåëåñîîáðàçíîñòü. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìû õîòèì äîêà-

çàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ �óíêöèÿ B áóäåò ìè-

íèìàëüíîé áèâîãíóòîé. Ïóñòü ñóùåñòâóåò áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ B ∈ BC(Ω),
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òàêàÿ, ÷òî B(a) < B(a) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ Ω. Òîãäà, ÷òîáû ïîëó-

÷èòü ïðîòèâîðå÷èå, ìîæíî äîêàçàòü ïîñûëêó è îïðîâåðãíóòü ñëåäñòâèå

èìïëèêàöèè, ñ�îðìóëèðîâàííîé â çàêëþ÷åíèè ëåììû 2.1. Òî åñòü òðåáó-

åòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (7) âåðíî, à ðàâåíñòâî (8) ëîæíî. Ïðèâåä¼ì

êîíêðåòíûé ïðèìåð óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ñëåäóåò èç ëåììû 2.1.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü Ω � êîîðäèíàòíî-îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì

• ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ L : Ω → R,
• êàíäèäàòà B ∈ C3[L], ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåðõó îòíîñèòåëüíî L,
• ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó ïîëîæèòåëüíóþ �óíêöèþ M ∈ BCloc(Ω).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

max(B(p)− B[L](p), 0) = o(M(p)) ïðè |p| → +∞. (9)

Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî B 6 B[L].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

a ∈ Ω èìååòñÿ íåðàâåíñòâî B(a) > B[L](a). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (7) ëåììû 2.1, ãäå L0 = L è B = B[L]. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (9) íàéä¼òñÿ òàêîé êîìïàêò K ⊂ Ω, ÷òî

sup
p∈K

max(B(p) −B[L](p), 0)/M(p) = sup
p∈Ω

max(B(p) − B[L](p), 0)/M(p). (10)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó �óíêöèè B îòíîñèòåëüíî

ïîäïîðêè L è ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñíèçó �óíêöèè M , ìû ìîæåì çàêëþ-

÷èòü, ÷òî ÷àñòíîå max(B − B[L], 0)/M ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó

�óíêöèåé, à çíà÷èò, åãî ñóæåíèå íà êîìïàêò K äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå q ∈ K . Â ñèëó íåðàâåíñòâà (B(a)−
B[L](a))/M(a) > 0 è ðàâåíñòâà (10) ÷àñòíîå (B− B[L])/M òîæå äîñòèãàåò

ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå q.
Çíà÷èò, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàâåíñòâî (7) âåðíî, ñëåäîâàòåëü-

íî â ñèëó ëåììû 2.1 ñïðàâåäëèâî è ñîîòíîøåíèå (8). Íî ïî óñëîâèþ �óíê-

öèÿ M ëîêàëüíî áèâîãíóòà, òî åñòü ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó BCloc(Ω), à

çíà÷èò, â êà÷åñòâå Ω̂ ìû ìîæåì âûáðàòü ïóñòîå ìíîæåñòâî. Íî â ýòîì

ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (8) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòè-

âîðå÷èå, çàâåðøàþùåå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.3. �

Çàìå÷àíèå 2.4. Âíå çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè Ω ìîæíî âçÿòü �óíêöèþ

M ≡ 1 ∈ BCloc(Ω). Åñëè ïðè ýòîì �óíêöèÿ L íåîòðèöàòåëüíà, òî äëÿ

âûïîëíåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (9) áóäåò äîñòàòî÷íî, ÷òîáû B(p) =
o(1) ïðè |p| → +∞.
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Çàìå÷àíèå 2.5. Ïóñòü B : Ω → R � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó �óíêöèÿ.

Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó �óíêöèè B â òî÷êå p ∈ Ω
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ L : Ω → R äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ

B[L] ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 2.6. Ïîìèìî ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L0 : Ω → R

áèâîãíóòîé �óíêöèè B[L0] ìîæíî ââåñòè è ìèíèìàëüíóþ ëîêàëüíî áèâî-

ãíóòóþ �óíêöèþ Bloc[L0], îïðåäåëåíèå êîòîðîé áóäåò àíàëîãè÷íî. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîíÿòèå ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó îòíîñèòåëü-

íî îòîáðàæåíèÿ L0 �óíêöèè B è ïîòðåáîâàòü ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó

�óíêöèè max(B −Bloc[L0], 0). Òîãäà ïðåäëîæåíèå 2.3, â êîòîðîì ïîäðàçó-

ìåâàåòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîä-

ïîðêè, à çàêëþ÷åíèå çàìåíåíî íà íåðàâåíñòâî B 6 Bloc[L0], áóäåò òàêæå

âåðíî.

Íàêîíåö, ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé ëåììû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìóì ÷àñòíîãî (B − B)/M ïî âñåé îáëàñòè Ω
äîñòèãàåòñÿ è ïîëîæèòåëåí. Äîìíîæèì �óíêöèþ M íà ïîëîæèòåëüíóþ

êîíñòàíòó òàê, ÷òîáû ñòàëî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

sup
p∈Ω

B(p)−B(p)

M(p)
= 1.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ A = M + B −B è çàìåòèì, ÷òî A > 0.
�àññìîòðèì ìíîæåñòâî

Q = {q ∈ Ω: A(q) = 0} = {q ∈ Ω: (B(q)−B(q))/M(q) = 1} (11)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàêëþ÷åíèå ëåììû íåâåðíî, òî åñòü

Q 6= ∅, íî Q ∩ Ω̂ = ∅, â ÷àñòíîñòè ∀p ∈ Ω̂ : A(p) > 0. (12)

Òåïåðü ââåä¼ì ìíîæåñòâà Ω∂ è Ω0:

Ω∂ = {p ∈ Ω: B(p) 6 L0} , Ω0 = Ω \Ω∂ = {p ∈ Ω: B(p) > L0} .

Òàêæå ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îáëàñòè:

• Ve ⊂ Ω0 � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ �óíêöèÿ B ýêñòðåìàëüíà

ïî ïåðåìåííîé x èëè y îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Ω∂ ;
• Vx, Vy ⊂ Ω0 � ìíîæåñòâà ïîëóëèíåéíîñòè �óíêöèè B ïî x è ïî y
ñîîòâåòñòâåííî;

• Ux, Uy ⊂ Ω0 � ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ B ëèíåéíà ïî x è ïî y;
• Wx,Wy ⊂ Ω0 � ìíîæåñòâà ñòðîãîé ïîëóëèíåéíîñòè �óíêöèè B ïî

x è ïî y.



192 Ì. È. ÍÎÂÈÊÎÂ

Òàê êàê B ∈ C3[L0],
Ω0 ⊂ Ve ∪ Ux ∪ Uy. (13)

Íàø ïëàí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî î÷åðåäè èñêëþ÷àòü ïîäìíîæå-

ñòâà îáëàñòè Ω, êîòîðûå ìîãëè áû ïåðåñåêàòüñÿ ñ ìíîæåñòâîì Q, è â èòîãå

ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Óòâåðæäåíèå 3.1.ÌíîæåñòâîQ çàìêíóòî è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

Q ∩
(
Ω∂ ∪ Ω̂

)
= ∅. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî Q ∩ Ω̂ = ∅ ñëåäóåò èç ñîîò-

íîøåíèÿ (12), à äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ω∂ ïî îïðåäåëåíèþ ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

M(p) > 0, B(p) > L0(p), B(p) 6 L0(p).

Ïîýòîìó

A(p) =M(p) +B(p)− B(p) > 0 + L0(p)− L0(p) = 0.

Çíà÷èò, p /∈ Q. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Q ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ

max(B − B, 0)/M ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è å¼ çíà÷åíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò

÷èñëà 1. �

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ Ux ∩ Q ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðàë-

ëåëüíûé îñè Ox îòðåçîê s, q ∈ s ⊂ Q, ÷òî åãî êîíöû ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó Wx (ñì. ðèñóíîê 9). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî, åñëè

q ∈ Uy ∩Q.
∈ ∩

q ∈ Ux ∩Qq1 q2

s

q1, q2 ∈ WxQ

Рис. 9

�èñ. 9

Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2 ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáî-

çíà÷åíèÿìè. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A ⊂ X ⊂ R
2
îïðåäåëèì

• intX A � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà X
ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.

• clA � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé òîïîëî-

ãèè â R
2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì l ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ òî÷êó q è
ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox. �àññìîòðèì íàèáîëüøèå ïî âêëþ÷åíèþ ïðîìåæóò-

êè s, s0 ⊂ Ω, òàêèå, ÷òî

q ∈ s ⊂ l \ Ω̂, q ∈ s0 ⊂ l

è �óíêöèè B|s, B|s0 ëèíåéíû. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå s ⊂ s0. Ìû äîêà-

æåì, ÷òî ïðîìåæóòîê s ðàâåí ïðîìåæóòêó s0 è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì îòðåç-

êîì.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.1 è òîãî, ÷òî q ∈ Q, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

q /∈ Ω̂. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî l\Ω̂ îòêðûòî â òîïîëîãèè ïðÿìîé l è q ∈ Ux,
ïîýòîìó intl s 6= ∅. Íåñëîæíî òàêæå âèäåòü, ÷òî ïðîìåæóòêè s, s0 îãðà-

íè÷åíû, òàê êàê s ⊂ s0 ⊂ l ∩ Ω è ìíîæåñòâî Ω êîîðäèíàòíî-îãðàíè÷åííî.

Çàìåòèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ A|s = M |s + B|s − B|s âîãíóòà è
A(q) = 0. Ïîýòîìó

A|s = 0. (15)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîìåæóòîê s ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè, ñîäåðæà-

ùåé òî÷êó q â ìíîæåñòâå s0\Ω̂. È òàê êàê îáëàñòü Ω̂ çàìêíóòà, ïðîìåæóòîê

s îòêðûò â òîïîëîãèè ìíîæåñòâà s0. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ïðîìåæóòîê

s åù¼ è çàìêíóò, òî â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà s0 ìû àâòîìàòè÷åñêè

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî s = s0.
Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå cl s ⊂ s0, òî åñòü �óíêöèÿ

B|cl s ëèíåéíà. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó çàìêíóòîñòè îáëàñòè Ω è ëèíåéíî-

ñòè �óíêöèè B|s äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóæåíèå B|cl s íåïðåðûâíî. Ïî
îïðåäåëåíèþ �óíêöèÿ B|cl s ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó, è òàê êàê

B|cl s = M |cl s + B|cl s − A|cl s, íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè M |cl s,
B|cl s, − A|cl s ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿM
ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî îïðåäåëåíèþ, ñóæåíèå B|cl s âîãíóòî, à �óíêöèÿ
A|cl s íåîòðèöàòåëüíà è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó A|s = 0.
Îáîçíà÷èì òåïåðü êîíöû ïðîìåæóòêà s ñèìâîëàìè q1, q2 è ïîêàæåì,

÷òî q1, q2 ∈ s. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (15) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

s ⊂ Q. Íî òîãäà, îáðàòèâøèñü ê óòâåðæäåíèþ 3.1, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü,

÷òî cl s ⊂ Q, òî åñòü q1, q2 ∈ Q. Çíà÷èò, q1, q2 /∈ Ω̂, òàê êàê ìíîæåñòâà Q

è Ω̂ íå ïåðåñåêàþòñÿ (ðàâåíñòâî (14)). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî cl s ⊂ s0, è
ïîýòîìó q1, q2 ∈ s.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî s = s0 è ïðîìåæóòîê s ÿâëÿåòñÿ îò-

ðåçêîì. Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî q1, q2 ∈ Wx. Â ñàìîì äåëå, q1, q2 ∈ Vx,
òàê êàê q1, q2 ∈ s = s0 è q1, q2 /∈ Ux ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè âûáðàííîãî

ïðîìåæóòêà s0. �

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî.
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Óòâåðæäåíèå 3.3. Âåðíî ñîîòíîøåíèå Q ∩ Ve = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ B ýêñòðåìàëüíà ïî ïåðå-

ìåííîé x â òî÷êå q = (x0, y0) ∈ Q ∩ Ve îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Ω∂ . Òî-
ãäà ïî îïðåäåëåíèþ q ∈ Vx, è ñóùåñòâóåò îòðåçîê s ñ êîíöàìè â òî÷êàõ

q1 = (x1, y0) ∈ Ω∂ è q, íà êîòîðîì �óíêöèÿ B ëèíåéíà ïî x. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 < x0. Òàê êàê �óíêöèÿ B èìååò â

òî÷êå q ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé x, íàéä¼òñÿ îòðåçîê s1 ⊂ Ω ñ

êîíöàìè â òî÷êàõ q1 = (x1, y0) è q2 = (x2, y0), ãäå x0 < x2 (ñì. ðèñóíîê 10).

q1 = (x1, y0) q = (x0, y0) q2 = (x2, y0)

s
s2

s1

B|s1

�èñ. 10. Îòðåçêè s, s1, s2 è �óíêöèÿ B|s1 .

Â ñèëó ðàâåíñòâà (14) âåðíî ñîîòíîøåíèå q /∈ Ω̂, è òàê êàê ìíîæåñòâî Ω̂

çàìêíóòî, ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé òî÷êó q èíòåðâàë s2 ⊂ s1 \ Ω̂. Äàëåå
ïîêàæåì, ÷òî A|s2∩s = 0, òî åñòü s2∩s ⊂ Q. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì íåñêîëüêî

óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü.

• A(q) = 0;
• A|s2 > 0;
• �óíêöèÿ A|s2∩s âîãíóòà;
• ñóæåíèå A|s2 = (M +B)|s2+ (−B)|s2 ðàâíî ñóììå âîãíóòîé è äè�-

�åðåíöèðóåìîé â òî÷êå q �óíêöèé.

Èç âûïèñàííûõ ïóíêòîâ ñëåäóåò, ÷òî

0 >
∂−

∂x
A(q) >

∂+

∂x
A(q) > 0,

à çíà÷èò, îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè A â òî÷êå q ñîâïàäàþò è

ðàâíû 0. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò èíòåðåñóþùåå íàñ ðàâåí-

ñòâî A|s2∩s = 0.
Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó q3 ∈ int (s2 ∩ s). Çàìåòèì, âêëþ-

÷åíèå q3 ∈ Ux äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ëåììó 3.2 è çàêëþ÷èòü, ÷òî

A|s = 0, â ÷àñòíîñòè A(q1) = 0 è q1 ∈ Q. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó

(14), òàê êàê q1 ∈ Ω∂ . Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî îøèáî÷íûì è

óòâåðæäåíèå 3.3 âåðíî. �
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óòâåðæäåíèé 3.1 è 3.3 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Q ⊂ Ω \ (Ω∂ ∪ Ve) = Ω0 \ Ve
(13)

⊂ Ux ∪ Uy. (16)

Òåïåðü îïðåäåëèì îáëàñòü

D = {x ∈ R | ∃y ∈ R : (x, y) ∈ Q} .

Òàê êàê îáëàñòü Q çàìêíóòà (ñì. óòâåðæäåíèå 3.1) è êîîðäèíàòíî-îãðàíè-

÷åíà, ìíîæåñòâî D òîæå çàìêíóòî. Ââåä¼ì �óíêöèþ Y : D → R, çàäàííóþ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

→

Q

Y

D

Y (x) = sup {y ∈ R : (x, y) ∈ Q} .

Â ñèëó êîîðäèíàòíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà Q ⊂ Ω �óíêöèÿ Y ëî-

êàëüíî îãðàíè÷åíà. Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü çàìêíóòîñòüþ ìíîæåñòâà Q,
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ∀x ∈ D : (x, Y (x)) ∈ Q. Çàìåòèì, ÷òî (x, Y (x)) /∈ Uy.
Èíà÷å ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 3.2 è ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî

Y (x) = sup {y ∈ R : (x, y) ∈ Q}. Çíà÷èò, ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (16) ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå (x, Y (x)) ∈ Ux. Íî ýòî â ñèëó ëåììû 3.2 îçíà÷àåò, ÷òî

ìíîæåñòâî D îòêðûòî, îòêóäà ââèäó åãî çàìêíóòîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî

D = R, òàê êàê D 6= ∅. Êðîìå òîãî, âêëþ÷åíèå (x, Y (x)) ∈ Ux âëå÷¼ò

ñîîòíîøåíèå

∀x ∈ R ∃ε > 0 ∀t ∈ (x− ε, x+ ε) : Y (t) > Y (x). (17)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà s ⊂ R ñóæåíèå Y |s ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòîÿííîé �óíêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå Y |s ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó,

òàê êàê ìíîæåñòâî Q çàìêíóòî è êîîðäèíàòíî îãðàíè÷åíî. Òàêèì îáðà-

çîì, �óíêöèÿ Y äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà îòðåçêå s. Îáîçíà÷èì åãî

ñèìâîëîì h è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî H = {x ∈ s : Y (x) = h}, êîòîðîå çà-

ìêíóòî è íåïóñòî â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó �óíêöèè Y . Êðîìå
òîãî, èç íåðàâåíñòâà (17) ñëåäóåò åãî îòêðûòîñòü â òîïîëîãèè îòðåçêà

s, à çíà÷èò H = s è Y |s = h. Ìû äîêàçàëè, ÷òî �óíêöèÿ Y ëîêàëü-

íî ïîñòîÿííà, à çíà÷èò, îíà ðàâíà êîíñòàíòå íà âñåé ïðÿìîé R. Íî òîãäà

l =
{
(x, y) ∈ R

2 : y = Y (0)
}
⊂ Q è ìíîæåñòâî Q íå ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíî-

îãðàíè÷åííûì, òàê êàê ñîäåðæèò êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ l. Èç ýòîãî ïðî-

òèâîðå÷èÿ ñëåäóåò ëîæíîñòü íàøåãî èçíà÷àëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì,
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÷òî ìíîæåñòâî Q = {q ∈ Ω: (B(q)−B(q))/M(q) = 1} íåïóñòî è Q∩Ŝ = ∅.

Òåì ñàìûì ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.

�4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé ïîëîñû

Ìû íà÷í¼ì ýòîò ðàçäåë ñ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4.1. Äàííîå óò-

âåðæäåíèå ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü ïðîñòåéøåå óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíî-

ñòè ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè, ñ�îðìóëèðîâàííîå â ñëåäñòâèè 4.2.

Ñîâìåñòèâ ýòî ñëåäñòâèå ñ ïðåäëîæåíèåì 1.37, ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó-

÷èì òåîðåìó 1.23 â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ L íåïðåðûâíà. Îòìåòèì, ÷òî

ïîìèìî ýòîãî óòâåðæäåíèå 4.1 ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæå-

íèÿ 1.34, ê êîòîðîìó ìû ïðèñòóïèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Óòâåðæäåíèå 4.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ L : S → R, ñóæåíèå êîòî-

ðîé L|∂S ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî ñíèçó. Òîãäà �óíêöèÿ B[L] òîæå ëîêàëüíî

îãðàíè÷åíà ñíèçó. Åñëè, êðîìå òîãî, ñóæåíèå L|∂S ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó

â òî÷êå p ∈ ∂S, òî â ýòîé òî÷êå ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó è �óíêöèÿ B[L].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó �óíê-

öèè B[L] äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∀(x, y) ∈ S : B[L](x, y) > 1
4(y − (x− 2))L(x, x + 2) + 1

4 (x+ 2− y)L(x, x− 2).

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèè

B[L] â òî÷êå p∈∂S. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p=(0, 2).
Ââåä¼ì �óíêöèþ B : S → R:

B(x, y) = 1
4(y − (x− 2))L(x, x + 2)

+ 1
4 (x+ 2− y)min

(
L(x, x− 2), inf

t∈[−1,1]
L(t, t− 2)

)
.

Â ñèëó ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ñóæåíèÿ L|∂S �óíêöèÿ B îïðåäåëåíà

êîððåêòíî. Êðîìå òîãî, îíà ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â òî÷êå p = (0, 2). Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ �óíêöèè B òàêæå âåðíî òî, ÷òî B[L](p) = B(p) è B[L] > B.
Íî òîãäà �óíêöèÿ B[L] òîæå ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â òî÷êå p. �

Îáðàòèâøèñü ê çàìå÷àíèþ 2.5, ìû ïîëó÷èì ñëåäñòâèå 4.2.

Ñëåäñòâèå 4.2. �àññìîòðèì îáëàñòü Ω ⊂ S è òàêîå îòîáðàæåíèå

L : S → R,

÷òî ñóæåíèå L|∂S ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî ñíèçó è ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Òîãäà âñÿêàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó �óíêöèÿ B : Ω → R ïîëóíåïðåðûâíà

ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L.
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Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.37. Íî

ïðåæäå, ÷åì ïðèìåíÿòü äîêàçàííóþ ëåììó 2.1, ìû ââåä¼ì ñåìåéñòâî �óíê-

öèé Be
ε , êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèè M .

Îïðåäåëåíèå 4.3. Çàäàäèì ìíîæåñòâà S〈y〉 è S〈x〉 (ðèñóíîê 11):

S〈y〉 = {(x, y) ∈ S : y 6 x} , S〈x〉 = {(x, y) ∈ S : x 6 y} .

Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî ε ∈ [0, 12) �óíêöèþ Be
ε : S → [0,+∞) ïîñðåäñòâîì

ñëåäóþùåé �îðìóëû:

Be
ε(x, y) = (1− 1

2 (1− ε)|y − x|) ex∨y

=

{(
1− 1

2(1− ε)(x− y)
)
ex, åñëè (x, y) ∈ S〈y〉;(

1− 1
2(1− ε)(y − x)

)
ey, åñëè (x, y) ∈ S〈x〉.

(18)

Ïîëîæèì òàêæå Be = Be
0.

Äàëåå ìû ïîéì¼ì â êàêèõ îáëàñòÿõ �óíêöèè Be
ε ëîêàëüíî áèâîãíóòû.

Äëÿ ýòîãî çàäàäèì ìíîæåñòâî Ŝε ïðè ε ∈ [0, 12) (ðèñóíîê 11):

Ŝε =
{
(x, y) ∈ R

2 : x− 2ε
1−ε 6 y 6 x+ 2ε

1−ε

}
.

Ŝε

S〈y〉

S〈x〉

S

�èñ. 11. Ìíîæåñòâà S〈x〉,S〈y〉 ⊂ S è îáëàñòü Ŝε ⊂ S.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Be ∈ BC(S) è Be
ε |S\Ŝε

∈ BCloc

(
S \ Ŝε

)
.



198 Ì. È. ÍÎÂÈÊÎÂ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà íàéä¼ì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíê-

öèè Be
ε |S〈y〉

. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ S〈y〉 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðà-

âåíñòâà:

Be
ε(x, y) = (1− 1

2 (1− ε)(x− y))ex

∂

∂y
Be
ε(x, y) =

1
2 (1− ε)ex; (19)

∂

∂x
Be
ε(x, y) =

(
1 + 1

2(1− ε)(y − x)
)
ex − 1

2 (1− ε)ex

=
(
1+ε
2 + 1

2(1− ε)(y − x)
)
ex; (20)

∂2

∂x2
Be
ε(x, y) =

(
1+ε
2 + 1

2(1− ε)(y − x)
)
ex − 1

2(1− ε)ex

=
(
ε+ 1

2(1− ε)(y − x)
)
ex. (21)

Ââèäó ñèììåòðèè �óíêöèè Be
ε îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è ðàâåíñòâà

Ŝ0 = {(x, x), x ∈ R} äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

∀(x, y) ∈ S〈y〉 \ Ŝε :
∂2

∂x2
Be
ε(x, y) 6 0 è ∀t ∈ R :

∂−

∂y
Be

0(t, t) =
∂+

∂y
Be

0(t, t).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x, y) ∈ S〈y〉 \ Ŝε, òî y 6 x− 2ε
1−ε è

∂2

∂x2
Be
ε
(21)

= (ε+ 1
2 (1− ε)(y − x))ex 6

(
ε− 1

2 (1− ε) 2ε
1−ε

)
ex = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

∂−

∂y
Be

0(t, t)
(19)

= 1
2e
t;

∂+

∂y
Bε

0(t, t) =
∂+

∂x
Bε

0(t, t)
(20)

= 1
2e
t. �

Çàìå÷àíèå 4.5. Óñëîâèå îãðàíè÷åííîãî ðîñòà â òåîðåìàõ 1.23, 1.24 è ñëåä-

ñòâèè 1.25 íåîáõîäèìî. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ Be

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó C1(S), íî íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé, òàê êàê íà

ãðàíèöå ðàâíà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.37. Îáùèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ýòî-

ãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò èìåòü ñõîäñòâà ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 2.3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B[L](a) < B(a) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a ∈ Ω.
Äëÿ êàæäîãî ε ∈ [0, 1/3] ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ëåììó 2.1 ñ �óíêöèÿìè

L0 = L|Ω , B = B[L]|Ω , M(x, y) =Mε(x, y) = 1 +Be
ε(x, y) +Be

ε(−y,−x)

è ìíîæåñòâîì Ω̂ = Ω̂ε = Ŝε ∩ Ω â ñëó÷àå ε > 0 è Ω̂ = ∅, åñëè ε = 0.
Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíîå max(B−B, 0)/Mε ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, òàê êàê ïî

óñëîâèþ êàíäèäàòB ïîëóíåïðåðûâåí ñâåðõó îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ L,
à �óíêöèÿ Mε íåïðåðûâíà ïî ïîñòðîåíèþ.
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Ñíà÷àëà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε > 0. Ïîêàæåì, ÷òî

max(B(p)−B(p), 0) = o(Mε(p)).

Ïî óñëîâèþ êàíäèäàò B èìååò óñëîâíî îãðàíè÷åííûé ðîñò îòíîñèòåëüíî

�óíêöèè L, ïîýòîìó ïðè |x|, |y| → ∞

max(B(x, y) −B(x, y), 0) = max(B(x, y) − B[L](x, y), 0) = o(e|x+y|/2). (22)

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Mε(x, y) > Ce|x+y|/2 äëÿ íåêîòîðîé êîí-

ñòàíòû C > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè y 6 x

Mε(x, y) = 1 +Be
ε(x, y) +Be

ε(−y,−x)

(18)

= 1 +
(
1 + 1

2(1− ε)(y − x)
)
ex +

(
1 + 1

2 (1− ε)(y − x)
)
e−y

> ε(ex + e−y) > ε
(
e(x+y)/2−1 + e−(x+y)/2−1

)
> ε

ee
|x+y|/2.

Ñëó÷àé x 6 y ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, òàê êàê �óíêöèÿ Mε ñèììåò-

ðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì îòíîøå-

íèÿ max(B − B, 0)/Mε ïðè ε > 0 äîñòèãàåòñÿ. Ïðè ýòîì â ñèëó íåðà-

âåíñòâà B(a) > B(a) ýòîò ìàêñèìóì ïîëîæèòåëüíûé, à çíà÷èò �óíêöèÿ

(B − B)/Mε òîæå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó â

ñèëó ëåììû 2.1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

sup
p∈Ω̂ε

(B(p) −B(p))/Mε(p) = sup
p∈Ω

(B(p)−B(p))/Mε(p).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε ∈ (0, 1/3] ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

sup
p∈Ω̂1/3

(B(p)−B(p)) /M0(p) > sup
p∈Ω̂ε

(B(p)−B(p)) /Mε(p)

= sup
p∈Ω

(B(p) −B(p))/Mε(p),

òàê êàê Ω̂ε ⊂ Ω̂1/3 è Mε >M0. Óñòðåìëÿÿ ε ê 0, ïîëó÷àåì îöåíêó

sup
p∈Ω̂1/3

(B(p)−B(p))/M0(p) > sup
p∈Ω

(B(p)−B(p))/M0(p) > 0. (23)

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî �óíêöèÿ (B − B)/M0 äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà

íà ìíîæåñòâå Ω̂1/3. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

M0(x, y) = 1 + Be(x, y) + Be(−y,−x)

= 1 + (1− 1
2 |y − x|)emax(x,y) + (1− 1

2 |y − x|)emax(−x,−y)

> 1
2(e

max(x,y) + emax(−x,−y)) > 1
2(e

(x+y)/2 + e−(x+y)/2) > 1
2e

|x+y|/2

ïðè (x, y) ∈ Ŝ1/3 = {(x, y) ∈ Ω: x− 1 6 y 6 x+ 1} .
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Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (22), îòìåòèì, ÷òî

max
(
B(p)−B(p), 0

)
/M0(p) = o(1)

ïðè p ∈ Ω̂1/3 è |p| → ∞. Èç íåðàâåíñòâà (23) ñëåäóåò, ÷òî ñóïðåìóì ÷àñò-

íîãî (B−B)/M0|Ω1/3
ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó îí ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîì

êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî íà êîìïàêòå ïîëóíåïðå-

ðûâíàÿ ñâåðõó �óíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ìàêñèìóì ÷àñòíîãî (B(p) − B(p))/M0(p) äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæå-

ñòâå Ŝ1/3, à çíà÷èò, â ñèëó íåðàâåíñòâà (23) è â îáëàñòè Ω. Òåïåðü âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.1 óæå ïðè ε = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áåð¼ì �óíêöèþ

M =M0 è ìíîæåñòâî Ω̂ = ∅, òàê êàê M0|Ω ∈ BCloc(Ω). Ìû óæå äîêàçàëè,

÷òî ìàêñèìóì ÷àñòíîãî (B−B)/M äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå Ω, à çíà÷èò,

â ñèëó ëåììû 2.1 è íà ìíîæåñòâå Ω̂ = ∅, ÷òî íåâîçìîæíî. �

�5. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè

Ïîñëåäíèé ðàçäåë ñòàòüè ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.34.

Ñíà÷àëà ðàäè óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé çàìåíèì îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ S íà ìíîæåñòâî S1 (ñì. ðèñóíîê 12), çàäàííîå ñëåäóþùåé �îð-

ìóëîé:

S1 =
{
(x, y) ∈ R

2 : x 6 y 6 x+ 1
}
.

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü S ïåðåâîäèòñÿ â ìíîæåñòâî S1 ãîìîòåòèåé, à ó÷àñò-

âóþùèå â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ 1.34 îáúåêòû (ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó

�óíêöèè îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè, êàíäèäàòû ïåðâîãî òèïà è ò. ä.) èíâàðè-

àíòíû îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó òàêàÿ çà-

ìåíà äîïóñòèìà. Ïðèìåíèì ýòó ãîìîòåòèþ è ê ìíîæåñòâó Ω òàê, ÷òîáû

Ω ⊂ S1.

Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå A : S1 → R, çàäàííîå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

A(p) =

{
max (0,B(p)− B[L](p)) , åñëè p ∈ Ω;

0, åñëè p ∈ S1 \Ω.
(24)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó �óíêöèè B îòíîñèòåëüíî ïîä-

ïîðêè L ðàâíîñèëüíà ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó �óíêöèèmax(B−B[L], 0),
÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó �óíêöèè A,
òàê êàê îáëàñòü Ω çàìêíóòà è max(B− B[L], 0) > 0.
Ïóñòü ïðåäëîæåíèå 1.34 íåâåðíî, òî åñòü êàíäèäàò B ∈ C1[L|Ω] íå óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L.
Çíà÷èò, ìíîæåñòâî X ⊂ Ω, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê, â êîòîðûõ �óíêöèÿ A
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(0, 0)

y

x

y = x

y = x+ 1

�èñ. 12. Îáëàñòü S1

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó, íåïóñòî. Îáðàòèâ-

øèñü ê çàìå÷àíèþ 1.33, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî X ⊂ ∂S1. Îáî-

çíà÷èì ñèìâîëîì X1 ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè L|∂S1
. Â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 4.1 �óíêöèÿ B[L] ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó âî âñåõ òî÷êàõ èç

ìíîæåñòâà S1 \ X1. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ A ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó

â êàæäîé òî÷êå èç S1 \ X1, è òîãäà ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî X ⊂ X1.

Ïî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 1.34 ìíîæåñòâî X1 ëîêàëüíî äèñêðåòíî, à çíà-

÷èò åãî ïîäìíîæåñòâî X ñîäåðæèò èçîëèðîâàííóþ òî÷êó. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû (0, 0). Â ñèëó

ñèììåòðèè ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíî-

ñòè ñâåðõó â òî÷êå (0, 0) íàðóøàåòñÿ ó ñóæåíèÿ �óíêöèè A íà ìíîæåñòâî

{(x, y) ∈ S1 : x > −y}. Íà ðèñóíêå 12 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäîáëàñòü îòäåëå-

íà ïóíêòèðíîé ëèíèåé è âûäåëåíà ò¼ìíî-ñåðûì öâåòîì.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ B[L] ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åíà ñíèçó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4.1, à êàíäèäàò B ëîêàëüíî îãðàíè÷åí

ñâåðõó ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó �óíêöèÿ A ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà ñâåð-

õó. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ïðèáàâèòü ê �óíêöèÿì B è L îäíó è òó æå

êîíñòàíòó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �óíêöèÿ B[L] îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíà â
îáëàñòè {(x, y) ∈ S1 : − 2 6 x 6 2}.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî A|∂S1
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, A > 0 ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè A.
Çíà÷èò, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ ∂S1 ∩ Ω âåðíî

íåðàâåíñòâî A(x, y) 6 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A(x, y) > 0. Òîãäà

B(x, y) > B[L](x, y) > L(x, y)
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è, îáðàòèâøèñü ê îïðåäåëåíèþ 1.19, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

(x, y) /∈ Ω∂ = {p ∈ Ω: B(p) 6 L(p)} .

Íî òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (x, y) ∈ Ω \ Ω∂ è, òàê êàê B ∈ C1[L] =
C1(Ω,Ω∂), �óíêöèÿ B äîëæíà áûòü ëèíåéíà èëè ýêñòðåìàëüíà â òî÷êå

(x, y) ∈ ∂S1, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.15. �

Íàêîíåö, â ñèëó ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó �óíêöèè A, âêëþ÷å-
íèÿ (0, 0) ∈ X è ðàâåíñòâà A(0, 0) = 0, ìû ìîæåì äîìíîæèòü �óíêöèè B

è L íà îäíó è òó æå ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó òàê, ÷òîáû ñòàëî âåðíî

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

lim
r→0

sup {A(x, y) : (x, y) ∈ Ω, |x|, |y| < r è x > −y} = 2. (25)

Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îöåíêè �óíê-

öèè x 7→ x log x−1
íà îòðåçêå [0, 1]. Ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì:

• limx→0 x log x
−1 = 0;

• ∀x ∈ [0, 1] : x log x−1 6 e−1 < 1
2 .

Ïåðâûé ïóíêò î÷åâèäåí, à âòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x log x−1 = x(1 + log(ex)−1) 6 x(1 + (ex)−1 − 1) = e−1.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü l � ïðîèçâîëüíàÿ êîîðäèíàòíàÿ ïðÿìàÿ. Òî-

ãäà ñóæåíèå B[L]|l ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó, à �óíêöèÿ A|l ïîëóíåïðåðûâíà
ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó �óíêöèè B[L]|l ñëåäóåò èç

áèâîãíóòîñòè �óíêöèè B[L], à ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó �óíêöèè A|l ñëå-
äóåò èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó �óíêöèé B|l è − B[L]|l. �

Îáîçíà÷èì òåïåðü âåëè÷èíó B[L](0, 0) áóêâîé β. Òàê êàê A(0, 0) = 0,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

B(0, 0) 6 B[L](0, 0) = β. (26)

Ââåä¼ì òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ∈ (0, e−1), ÷òî

ε < ε log ε−1 < (10(β + 1))−1. (27)

Âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 5.2, ñîîòíîøåíèÿìè (25), (26) è ïîëóíå-

ïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó �óíêöèè B, âûáåðåì ÷èñëî δ < ε òàê, ÷òîáû äëÿ
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ëþáûõ ÷èñåë y ∈ [0, δ] è x ∈ [−y, y] âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

B[L](0, y) > β − ε, A(0, y) 6 ε,

A(x, y) 6 2

(
1 +

ε log ε−1

15

)
, B(x, y) 6 β + ε.

(28)

Êðîìå òîãî, â ïðîñòðàíñòâå X òî÷êà (0, 0) èçîëèðîâàíà, à çíà÷èò, ìû ìî-

æåì ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû �óíêöèÿ A áûëà ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó âî âñåõ

òî÷êàõ èç ìíîæåñòâà {(x, x), x ∈ [−δ, 0) ∪ (0, δ]}. Çà�èêñèðîâàâ ÷èñëà ε
è δ, ìû âûáåðåì òàêóþ äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê íóëþ òî÷êó (x0, y0) ∈ S1,

÷òî

A(x0, y0) > 2

(
1 +

ε log ε−1

15

)−1

,

y0 < δ, x0 > −y0, |ε−1x0| < min(1, β−1)δ.

(29)

�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâèé (29) èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 13.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî A(x0, y0) ìîæíî ãðóáî îöåíèòü ñíèçó

(0, 0)

(x0, y0)
x = εmin(1, β−1)δx = −εmin(1, β−1)δ

y = δ

x

y

�èñ. 13. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû A(x0, y0) > 2
(
1 + 1

15ε log ε
−1

)−1
.

òàêèì îáðàçîì:

A(x0, y0) > 1.75. (30)

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñèëèòü íåðàâåíñòâî x0 > −y0 è
ñâåñòè íàøó çàäà÷ó ê ñëó÷àþ x0 > β−1y0 (ñì. ðèñóíîê 14).

5.1. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ñëó÷àþ y0 6 βx0. Ñïåðâà äîêàæåì áîëåå ñëà-

áîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.3. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî x0 > 0.
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�èñ. 14

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Â ñèëó (28) è (29), x0 6= 0,
ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 < 0 (ñì. ðèñóíîê 15). Äàëåå, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü áèâîãíóòîñòüþ �óíêöèè B[L], ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

(1− y0)B[L](x0, y0) > (1− y0 + x0)B[L](0, y0)− x0B[L](−1 + y0, y0). (31)

(0, 0)

(x0, y0) (0, y0)(−1 + y0, y0)

�èñ. 15

Òåïåðü ìû ãîòîâû âûïèñàòü öåïî÷êó íåðàâåíñòâ, êîòîðàÿ ïðèâåä¼ò ê

ïðîòèâîðå÷èþ:

β + ε
(28)

> B(x0, y0)
(24)

= A(x0, y0) + B[L](x0, y0)

(30),(31)

> 1.75 +
1− y0 + x0

1− y0
B[L](0, y0)−

x0
1− y0

B[L](−1 + y0, y0)

(28)

> 1.75 + (1− 2ε)(β − ε) > 1− ε+ (1− 2ε)β.

Òàêèì îáðàçîì, 2βε+2ε > 1, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ε < (10(1+β))−1
. �

Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû A(x, y) è ïîëîæèòåëüíîì àðãóìåíòå x,
âòîðóþ êîîðäèíàòó y ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëîì βx.
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Ëåììà 5.4. Åñëè x > 0 è A(x, y) > 1.25, òî y 6 βx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A(x, y) > 1.25 è x > 0. Â ñèëó áèâîãíóòîñòè

�óíêöèè B[L] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

yB[L](x, y) > xB[L](y, y) + (y − x)B[L](0, y). (32)

Ïåðåéä¼ì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà y 6 βx:

β + ε
(28)

> B(x, y)
(24)

= A(x, y) + B[L](x, y)

(32)

> 1.25 +
x

y
B[L](y, y) +

y − x

y
B[L](0, y)

(28)

> 1.25 +

(
1−

x

y

)
(β − ε) > 1.25 − ε+

(
1−

x

y

)
β.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

xβ
y > 1.25 − 2ε

(27)

> 1. �

Çàìå÷àíèå 5.5. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β > 1. Èíà÷å, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.4

è íåðàâåíñòâî (30) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî y0 6 βx0 6 x0. Íî ýòî íåâîçìîæíî,
ïîñêîëüêó òîãäà y0 = x0 è A(x0, y0) = A(x0, x0) = 0 â ñèëó óòâåðæäå-

íèÿ 5.1.

5.2. Ôóíêöèÿ h. Îïðåäåëèì �óíêöèþ h : [0, ε−1x0] → [0,+∞), çàäàííóþ
ïî ïðàâèëó

h(x) = sup
y∈[x,δ]

A(x, y).

Ñïåðâà îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ h ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è îãðàíè÷åíà

ñâåðõó íà ïðîìåæóòêå (0, ε−1x0] ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ ëîêàëüíîé îãðà-

íè÷åííîñòè ñâåðõó �óíêöèè A è å¼ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó â îáëàñòè

{(x, y) ∈ S1 : 0 < x 6 δ è x 6 y 6 δ} (ñì. àáçàö ïîñëå �îðìóëû (28)).

Ëåììà 5.6. Åñëè x1 ∈ (0, ε−1x0) è h(x1) > 1.25, òî ëèáî ïðè ïîëîæè-

òåëüíûõ, ëèáî ïðè îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ s ñïðàâåäëèâà îöåíêà

h(x1 + s) > h(x1) +
h(x1)− ε

βx1
|s|+ o(s) ïðè s→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó �óíê-

öèè A â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè, ìîæíî íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî y1, òà-
êîå, ÷òî A(x1, y1) = h(x1). Òàê êàê A(x1, x1) = 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
y1 > x1. Â ñèëó ëåììû 5.4 ìû èìååì

y1 6 βx1 < βε−1x0
(29)

< δ.
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Ïîýòîìó â òî÷êå (x1, y1) êàíäèäàò B(x1, y1) íå ìîæåò áûòü ëèíåéíûì ïî

ïåðåìåííîé y, èíà÷å �óíêöèÿ A îêàæåòñÿ â ýòîé òî÷êå âûïóêëîé ïî y,
íî òîãäà y1 íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ

ðàâåíñòâî A(x1, y1) = h(x1). Çíà÷èò, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìå÷àíè-

åì 1.18 è çàêëþ÷èòü, ÷òî �óíêöèÿ B ýêñòðåìàëüíà â òî÷êå (x1, y1) ïî ïå-

ðåìåííîé x. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ∂+

∂xA(x1, y1) >
∂−

∂xA(x1, y1).
Ïåðåéä¼ì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó èíòåðåñóþùåãî íàñ ñî-

îòíîøåíèÿ. Ïóñòü ýêñòðåìàëüíîñòü �óíêöèè B ðåàëèçóåòñÿ íà îòðåçêå,

ñîåäèíÿþùåì òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y1). Â ýòîì ñëó÷àå �óíê-

öèÿ A áóäåò íà ýòîì îòðåçêå âûïóêëà è ïî îïðåäåëåíèþ ñåìåéñòâà C1[L]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

A(x2, y1) = max (0,B(x2, y1)− B[L](x2, y1))

6 max (0, L(x2, y1)− L(x2, y1)) = 0.
(33)

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿB ëèíåéíà ñëåâà îòíîñèòåëüíî òî÷êè

(x1, y1), òî åñòü x2 < x1. Åñëè x2 < 0, òî ìû èìååì

∂+

∂x
A(x1, y1) >

∂−

∂x
A(x1, y1) >

A(x1, y1)−A(0, y1)

x1

Çàì. 5.5,
(28)

>
h(x1)− ε

βx1
.

Èíà÷å x2 > 0 è òîãäà

∂+

∂x
A(x1, y1) >

∂−

∂x
A(x1, y1) >

A(x1, y1)−A(x2, y1)

x1 − x2

(33)

>
h(x1)

x1
>
h(x1)− ε

βx1
.

Â ñëó÷àå, êîãäà êàíäèäàò B ëèíååí ñïðàâà îòíîñèòåëüíî òî÷êè (x1, y1) ìû
èìååì

−
∂−

∂x
A(x1, y1) > −

∂+

∂x
A(x1, y1)>

A(x1, y1)−A(x2, y1)

x2 − x1

(33)

>
h(x1)

y1
>
h(x)− ε

βx1
.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê íà îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîä-

íûå ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî. �

5.3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.34. Ââåä¼ì �óíê-

öèþ g : (0, ε−1x0] → [0,+∞), îïðåäåë¼ííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) = 3 + ε

(
log

x0
x

+ 2ε log ε−1 ·
x

x0

)
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ �óíêöèè g â íåêîòîðûõ òî÷êàõ è âûïèøåì íåñêîëüêî

îöåíîê:

g(x0) = 3 + ε2 log ε−2 6 3.5; (34)

g(ε−1x0) = 3 + ε log ε+ 2ε log ε−1 = 3 + ε log ε−1; (35)

g(x) > 3 + ε log ε > 2.5. (36)
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Çàìåòèì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (0, ε−1x0] �óíêöèÿ h/g ïîëóíåïðåðûâíà ñâåð-
õó, è òàê êàê �óíêöèÿ h îãðàíè÷åíà ñâåðõó è g(x) → +∞ ïðè x→ 0,
÷àñòíîå h/g ìîæíî ïðîäîëæèòü íóë¼ì â òî÷êå 0, ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ïî-

ëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó. Çíà÷èò, íà îòðåçêå [0, ε−1x0] äîñòèãàåòñÿ ìàê-

ñèìóì �óíêöèè h/g. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çà�èêñèðîâàòü òàêóþ òî÷êó

x1 ∈ [0, ε−1x0], ÷òî

∀x ∈ [0, ε−1x0] :
h(x1)

g(x1)
>
h(x)

g(x)
. (37)

Óòâåðæäåíèå 5.7. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå x1 ∈ (0, ε−1x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî h(x1)/g(x1) > h(x0)/g(x0) > 0,
ïîýòîìó x1 6= 0 è íàì íóæíî òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî x1 6= ε−1x0. À ýòî áóäåò

ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâ

h(x1)

g(x1)

(37)

>
h(x0)

g(x0)

?
>
h(ε−1x0)

g(ε−1x0)
.

Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå îöåíêè:

g(ε−1x0)

g(x0)

?
> 1 +

ε log ε−1

5

?
>
h(ε−1x0)

h(x0)
.

Íà÷í¼ì ñ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà:

g(ε−1x0)

g(x0)

(34),
(35)

=
3 + ε log ε−1

3 + ε2 log ε−2
= 1 +

ε log ε−1 − 2ε2 log ε−1

3 + ε2 log ε−2

(34)

> 1 + (1− 2ε)
ε log ε−1

4

(27)

> 1 + (1− 1
5)
ε log ε−1

4
= 1 +

ε log ε−1

5
.

Òåïåðü äîêàæåì âòîðîå:

h(ε−1x0)

h(x0)

(28),
(29)

<
2
(
1 + ε log ε−1

15

)

2
(
1 + ε log ε−1

15

)−1 =

(
1 +

ε log ε−1

15

)2

61 +
3ε log ε−1

15
. �

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà ïîêàæåì, ÷òî h(x1) > 1.25:

h(x1)
(37)

>
g(x1)

g(x0)
h(x0)

(∗)

>
2.5

3.5
·
7

4
=

5

4
. (38)

Íåðàâåíñòâî ñî çâ¼çäî÷êîé ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (30), (34) è (36). Òàêèì

îáðàçîì, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 5.6 è çàêëþ÷èòü, ÷òî ëèáî ïðè ïîëîæè-

òåëüíûõ, ëèáî ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ s ñïðàâåäëèâà îöåíêà

h(x1 + s) > h(x1) +
h(x1)− ε

βx1
|s|+ o(s), s→ 0.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (37) ñëåäóåò, ÷òî

h(x1 + s) 6
h(x1)

g(x1)
g(x1 + s) =

h(x1)

g(x1)
(g(x1) + g′(x1)s + o(s))

6 h(x1) +
h(x1)

g(x1)

∣∣g′(x1)
∣∣ |s|+ o(s).

Òàêèì îáðàçîì,

h(x1) +
h(x1)− ε

βx1
|s|+ o(s) 6 h(x1) +

h(x1)

g(x1)

∣∣g′(x1)
∣∣ |s|+ o(s).

Óñòðåìèâ ÷èñëî s ê íóëþ, èçáàâèìñÿ îò íåãî è ïðèä¼ì ê ñëåäóþùèì íåðà-

âåíñòâàì:

h(x1)− ε

βx1
6
h(x1)

g(x1)

∣∣g′(x1)
∣∣ ;

x1
∣∣g′(x1)

∣∣ > g(x1)

β

(
1−

ε

h(x1)

)
(∗∗)

>
2

β

(
1−

1

2

)
=

1

β
.

Íåðàâåíñòâî ñ äâóìÿ çâ¼çäî÷êàìè ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñî-

îòíîøåíèÿìè (27), (36) è (38). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ è çàâåðøå-

íèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.34 íàì îñòàëîñü îöåíèòü âûðàæåíèå

x1|g
′(x1)| ñâåðõó:

1

β
6 x1|g

′(x1)| = x1

∣∣∣∣
∂

∂x1

(
3 + ε

(
log

x0
x1

+ 2ε log ε−1 ·
x1
x0

))∣∣∣∣

= x1ε

∣∣∣∣−
1

x1
+

2ε log ε−1

x0

∣∣∣∣ = ε

∣∣∣∣2(ε log ε
−1)

x1
x0

− 1

∣∣∣∣

6 εmax
(∣∣2(ε log ε−1)ε−1 − 1

∣∣ , |−1|
)

= max
(∣∣2ε log ε−1 − ε

∣∣ , ε
)

6 2ε log ε−1 + ε 6
2

10β
+

1

10β
=

3

10β
.

5.4. Áèâîãíóòàÿ �óíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâå-

ðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî òðåáî-

âàíèå B ∈ C1(S) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ 1.34.

Ïðåäëîæåíèå 5.8. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå L : S1→R, èìåþùåå ðàç-
ðûâ òîëüêî â îäíîé òî÷êå, è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó

�óíêöèÿ B ∈ BC(S1), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó B|∂S1
= L|∂S1

è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó îòíîñèòåëüíî ïîäïîðêè L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îòîáðàæåíèå L : S1 → R, çàäàííîå ïî ñëåäóþ-

ùåìó ïðàâèëó:

L(x, y) =

{
1, åñëè x = 1

2 è y = 1
2 ,

0, èíà÷å.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 1.28 �óíêöèÿ B[L] ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.

Òîãäà â êà÷åñòâå èñêîìîãî ïðèìåðà ïîäîéä¼ò îòîáðàæåíèå

B = min(1, 2B[L]).

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ B áèâîãíóòà è ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, êàê ìèíè-

ìóì äâóõ áèâîãíóòûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó �óíêöèé. Ïîñòðîèì â îá-

ëàñòè intS1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(xk, yk)}
+∞
k=1, òàêèõ, ÷òî (xk, yk) →

(12 ,
1
2) ïðè k → +∞ è B[L](xk, yk) =

1
2 . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ââèäó òîãî, ÷òî

äëÿ ëþáîé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé l ñóæåíèå B[L]|l íåïðåðûâíî, è òîãî, ÷òî

B[L]|∂S1
= χ{( 12 ,

1

2
)}. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

B(xk, yk)− B[L](xk, yk) = min(1, 2B[L](xk , yk))− B[L](xk, yk)

= min(1, 1) −
1

2
=

1

2
,

íî B(12 ,
1
2)− B[L](12 ,

1
2 ) = 0. �

B[L] B − B[L]

�èñ. 16. Ôóíêöèè B[L] è B − B[L] = min(1, 2B[L]) − B[L] =
min(1− B[L],B[L]).
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