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В статье продолжаются исследования Касаццы, Кутынека и Ламмерса, ко-
торые получили развитие в работах Стоевой и Кристенсена. Получены новые
характеризации R-двойственных по типу III последовательностей в гильберто-
вых пространствах. Конструкция систематически расширена путем выбора ан-
тиунитарной инволюции в качестве основы построения. Для некоторых классов
R-двойственных по типу III последовательностей ассоциированный фреймовый
оператор выражен в терминах спектральных мер.
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§ 1. Введение

В этой статье рассматриваются фреймовость и свойство Рисса для последо-
вательности F = {fi}i∈I в гильбертовом пространстве H и соответствующей
последовательности, зависящей от двух ортонормированных базисов, так на-
зываемой R-двойственной (двойственной по Риссу) последовательности Ω =

{ωj}j∈I , порожденной совместным действием некоторых операторов на одном
их этих ортонормированных базисов. Такие последовательности были введены
в работе [1] Касаццей, Кутынеком и Ламмером с целью получения принци-
пов двойственности для фреймов в произвольном сепарабельном гильбертовом
пространстве H. Для каждой последовательности в H они построили соответ-
ствующую последовательность, зависящую от выбора двух ортонормированных
базисов, связанных своего рода отношением двойственности, и с их помощью
вывели принципы двойственности для фреймов. Они назвали построенную по-
следовательность R-двойственной. С тех пор R-двойственные последовательно-
сти рассматривались разными авторами (см. [5]–[7]). Одно из самых важных
для настоящего исследования обобщений было предложено Стоевой и Крестен-
сеном, которые ввели разные классы R-двойственных последовательностей, в
частности, с целью получения общих принципов двойственности для фреймов
Габора [8]. В [7] было приведено равносильное условие R-двойственности после-
довательностей.

В настоящей статье мы предлагаем разные версии этих конструкций, осно-
ванные на выборе определенных изометрических операторов в ℓ2(I), которые
облегчают работу с принципами двойственности. Каждый такой оператор по-
рождает конструкцию R-двойственных последовательностей, которые облада-
ют теми же хорошими свойствами, что и оригинальная конструкция работы
[1], и связывает фреймовость и свойство Рисса последовательности F = {fi}i∈I

со свойствами R-двойственной последовательности Ω = {ωj}j∈I аналогично то-
му, как это делается в работах [1], [5] (Кристенсена и Кима) и [8] (Стоевой и
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Кристенсена). Наконец, для фрейма, находящегося в R-двойственности типа
III с данным фреймом, мы выводим представление его фреймового оператора
(см. теорему 4.4) с помощью спектральной теоремы. Главные результаты ста-
тьи содержатся в третьем и четвертом параграфах. Второй параграф посвящен
основным определениям и фактам.

§ 2. Предварительные сведения

В этом параграфе мы напоминаем определения фрейма и базиса Рисса, а
также R-двойственности типов I и III; подробности заинтересованный читатель
может найти в [4], [3], [1]. Всюду ниже обозначение H используется для сепа-
рабельных гильбертовых пространств; через IH мы обозначаем тождественный
оператор на H, а через I — счетное индексное множество.

Набор векторов F = {fi}i∈I в пространстве H называется последовательно-
стью Бесселя, если существует константа B > 0, такая, что∑

i∈I

|⟨f, fi⟩|2 ⩽ B∥f∥2

при всех f ∈ H. Если, сверх того, найдется константа A > 0, такая, что

A∥f∥2 ⩽
∑
i∈I

|⟨f, fi⟩|2

при всех f ∈ H, то F = {fi}i∈I — фрейм в H. Константы A и B называются
границами фрейма. Говорят, что фрейм F = {fi}i∈I A-жесткий, если A = B.
Оператор синтеза для последовательности F = {fi}i∈I определяется как

TF : ℓ2(I) → H, TF {ci}i∈I =
∑
i∈I

cifi.

Фреймовый оператор фрейма F = {fi}i∈I в H — это оператор

SF := TFT
∗
F : H → H, SF f =

∑
i∈I

⟨f, fi⟩fi,

где T ∗
F — оператор, сопряженный к TF , который определен правилом T ∗

F f =

{⟨f, fi⟩}i∈I . Оператор SF ограничен, обратим, самосопряжен и положителен.
Кроме того, последовательность F̃ = {S−1

F fi}i∈I также является фреймом в H,
для которого выполнена формула реконструкции f =

∑
i∈I⟨f, S

−1
F fi⟩fi при всех

f ∈ H. Последовательность F̃ = {S−1
F fi}i∈I называется каноническим двой-

ственным фреймом к F = {fi}i∈I . Всякая последовательность G = {gi}i∈I в
H, которая не является каноническим двойственным фреймом, но удовлетво-
ряет условию f =

∑
i∈I⟨f, fi⟩gi =

∑
i∈I⟨f, gi⟩fi, называется альтернативным

двойственным фреймом к F = {fi}i∈I .
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Набор векторов Ω = {ωj}j∈I в H называется последовательностью Рисса,
если существуют такие константы C,D > 0, что для всех конечных последова-
тельностей {cj}j∈I выполнены неравенства

C
∑
j∈I

|cj |2 ⩽

∥∥∥∥∑
j∈I

cjωj

∥∥∥∥2 ⩽ D
∑
j∈I

|cj |2.

Числа C и D называются границами Рисса. Последовательность Рисса Ω =

{ωj}j∈I называется базисом Рисса в H, если span {ωj}j∈I = H.
Теперь мы можем привести основные определения, используемые в этой ста-

тье. Начнем со следующих известных свойств:
• F = {fi}i∈I является последовательностью Бесселя в H тогда и только

тогда, когда оператор T ∗
F корректно определен и ограничен на H;

• F = {fi}i∈I — фрейм в H тогда и только тогда, когда оператор
TFT

∗
F : H → H ограничен и обратим;

• F = {fi}i∈I — последовательность Рисса в H тогда и только тогда, когда
оператор T ∗

FTF : ℓ2(I) → ℓ2(I) ограничен и обратим.
Определение 2.1 [1]. Пусть {ei}i∈I и {hi}i∈I — ортонормированные базисы

в H и последовательность F = {fi}i∈I ⊂ H такова, что
∑

i∈I |⟨fi, ej⟩|2 < ∞ для
всех j ∈ I. Последовательность, R-двойственная к последовательности F =

{fi}i∈I относительно ортонормированных базисов {ei}i∈I и {hi}i∈I , задается
правилом

ωj =
∑
i∈I

⟨fi, ej⟩hi, j ∈ I.

Такая R-двойственная последовательность называется R-двойственной по ти-
пу I в статье [8]. В дальнейшем мы рассмотрим также последовательности,
R-двойственные по типу III, которые играют важную роль для нашего основ-
ного результата в следующем параграфе.

Определение 2.2 [8]. Пусть F = {fi}i∈I — фрейм в H и SF — соответству-
ющий фреймовый оператор. Предположим, что в пространстве H заданы два
ортонормированных базиса {ei}i∈I и {hi}i∈I , а также ограниченный биективный

оператор Q : H → H, для которого ∥Q∥ ⩽
√

∥SF ∥ и ∥Q−1∥ ⩽
√

∥S−1
F ∥. После-

довательность Ω = {ωj}j∈I , R-двойственная по типу III к последовательности
F = {fi}i∈I относительно тройки ({ei}i∈I , {hi}i∈I , Q), задается правилом

ωj =
∑
i∈I

⟨S−1/2
F fi, ej⟩Qhi, j ∈ I. (1)

В этом случает последовательность F = {fi}i∈I можно представить форму-
лой

fi =
∑
j∈I

⟨ωj , (Q
∗)−1hi⟩S1/2

F ej , i ∈ I. (2)

Из соотношения (2), вообще говоря, не следует, что последовательность F =

{fi}i∈I является R-двойственной по типу III к последовательности Ω = {ωj}j∈I ,
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т. е. такое определение R-двойственности не симметрично. Для подходящих
операторов Q симметричность двойственности между последовательностями
F = {fi}i∈I и Ω = {ωj}j∈I охарактеризована в [8, теорема 4.4]:

Теорема 2.3. Пусть F = {fi}i∈I — фрейм в H и Ω — последователь-
ность Рисса с теми же оптимальными границами, что и последовательность
F = {fi}i∈I . Обозначим оператор синтеза для F = {fi}i∈I через TF , а фрей-
мовые операторы для F = {fi}i∈I и Ω через SF и SΩ соответственно. Если
dim(kerTF ) = dim(span{ωj}⊥j∈I), то существуют ортонормированные базисы
{ei}i∈I и {hi}i∈I в H, для которых

ωj =
∑
i∈I

⟨fi, S−1/2
F ej⟩S̃1/2

Ω hi, j ∈ I, (3)

где S̃
1/2
Ω — продолжение оператора S

1/2
Ω на H.

Последовательность Ω = {ωj}j∈I , определенная формулой (3), называется
симметрично R-двойственной по типу III к F = {fi}i∈I относительно тройки

({ei}i∈I , {hi}i∈I , S̃
1/2
Ω ). В этом случае для всех i ∈ I имеем

fi =
∑
j∈I

⟨ωj , S̃
−1/2
Ω hi⟩S1/2

F ej , (4)

т. е. последовательность F = {fi}i∈I является R-двойственной по типу III к
Ω = {ωj}j∈I относительно тройки ({hi}i∈I , {ei}i∈I , S

1/2
F ).

§ 3. Характеризация R-двойственности в H
Сначала мы рассмотрим симметрично R-двойственные по типу III последова-

тельности. В [8, теорема 4.3] было доказано, что если F = {fi}i∈I — фреймовая
последовательность и Ω = {ωj}j∈I — R-двойственная по типу III к ней после-
довательность, то верны следующие утверждения:

(i) F = {fi}i∈I является фреймом в H тогда и только тогда, когда Ω =

{ωj}j∈I является последовательностью Рисса, причем в таком случае границы
последовательности F = {fi}i∈I являются также границами последовательно-
сти Ω = {ωj}j∈I ;

(ii) F = {fi}i∈I является последовательностью Рисса тогда и только тогда,
когда Ω является фреймом в H, причем в таком случае границы последователь-
ности F = {fi}i∈I являются также границами последовательности Ω = {ωj}j∈I ;

(iii) Ω = {ωj}j∈I является базисом Рисса тогда и только тогда, когда F =

{fi}i∈I является базисом Рисса.
В следующем параграфе мы представим другой подход к построению R-двой-

ственных по типу III последовательностей. Для этого нам понадобится еще одно
понятие.

Определение 3.1. Отображение J : H → H называется сопряженно-линей-
ным, если

J(λ1u+ λ2v) = λ1J(u) + λ2J(v)
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для всех λ1, λ2 ∈ C и всех u, v ∈ H. Если отображение J вдобавок биективно
и изометрично, то оно называется антиунитарным отображением простран-
ства H. Если J2 = IH, то J называется инволюцией.

Следующая лемма характеризует антиунитарные инволюции.
Лемма 3.2. Пусть H — гильбертово пространство, J1 : H → H — анти-

унитарная инволюция и J : H → H — любая биекция. Тогда слеудющие условия
равносильны:

(i) ⟨Ju, v⟩ = ⟨u, Jv⟩ для любых u, v ∈ H, и J2 = IH ;
(ii) биекция J сопряженно-линейна и удовлетворяет условию J2 = IH ;
(iii) существует унитарное отображение U со свойствами J = UJ1 и

J1UJ1 = U∗ .
Доказательство. Покажем, что (i) =⇒ (ii). Чтобы доказать сопряженную

линейность отображения J , заметим, что для любых λ ∈ C и u, v ∈ H в силу (i)
имеем

⟨Jλu, v⟩ = ⟨λu, Jv⟩ = λ⟨Ju, v⟩,

откуда вытекает равенство Jλu = λJu. Аналогично получаем J(u+v) = Ju+Jv,
что доказывает (ii).

Для доказательства импликации (ii) =⇒ (iii) положим U = JJ1. Отоб-
ражение U изометрично, биективно и линейно, а значит, унитарно. Так как
UJ1 = JJ2

1 = J и J2 = J2
1 = IH, то

UJ1UJ1 = JJ1J1JJ1J1 = IH,

откуда следует, что U∗ = J1UJ1.
Докажем, что (iii) =⇒ (i). Если J = UJ1 обладает указанными в п. (iii)

свойствами, то J2 = UJ1UJ1UU∗ = IH. Поскольку отображение J биективно,
сопряженно-линейно и изометрично, с помощью поляризации для любых u, v,
w получаем

⟨Ju, Jw⟩ = ⟨u,w⟩.

Для любого v, полагая w = Jv, из равенства J2 = IH получаем

⟨Ju, v⟩ = ⟨u, Jv⟩,

откуда следует (i). □

В дальнейшем мы увидим, что, выбирая произвольную антиунитарную ин-
волюцию, мы получим конструкцию R-двойственных последовательностей, об-
ладающую всеми преимуществами оригинальной конструкции из [1], которая
основана на конкретной инволюции J1 : ℓ

2(I) → ℓ2(I), заданной правилом

J1((xi)i∈I) = (xi)i∈I .

Поскольку каждое гильбертово пространство изометрично некоторому ℓ2(I),
этот пример показывает также, что антиунитарные инволюции существуют на
всяком гильбертовом пространстве H.
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Следующая лемма демонстрирует, каким образом определенное выше отоб-
ражение J1 участвует в определении R-двойственных последовательностей.

Лемма 3.3. В предположениях теоремы 2.3 для любых i, j ∈ I выполнено
равенство

ωj = TH̃J1T
∗
F̃
(ej), (5)

где H̃ := {S̃1/2
Ω hi}i∈I и F̃ := {S−1/2

F fi}i∈I . Кроме того,

fi = TẼJ1T
∗
Ω̃
(hi), (6)

где Ẽ := {S1/2
F ej}j∈I и Ω̃ := {S̃−1/2

Ω ωj}j∈I .
Доказательство. Несложные прямые вычисления приводят к равенству

(5), которое есть не что иное, как операторное представление симметричной
R-двойственности типа III последовательностей Ω = {ωj}j∈I и F = {fi}i∈I (см.
(3) и (4) соответственно). □

Ввиду этого примера мы определяем симметричную R-двойственность, ас-
социированную с антиунитарной инволюцией J , между фреймом F = {fi}i∈I

и последовательностью Рисса Ω = {ωj}j∈I , заменяя J1 на J , что приводит к
равенству

ωj = TH̃JT ∗
F̃
(ej). (7)

Наша цель — доказать, что для любого J мы получаем конструкцию R-двой-
ственности, обладающую всеми преимуществами оригинальной конструкции.
Нам понадобится следующая простая лемма.

Лемма 3.4. Пусть U : ℓ2(I) → ℓ2(I) — линейный оператор и Ũ = JUJ ,
где J — антиунитарная инволюция. Тогда Ũ линеен, причем ∥U∥ = ∥Ũ∥ и
Ũ∗ = JU∗J .

Доказательство. Имеем ⟨Ũf, g⟩ = ⟨JUJf, g⟩ = ⟨UJf, Jg⟩ = ⟨Jf, U∗Jg⟩ =

⟨f, JU∗Jg⟩. □

Наш следующий результат таков:
Предложение 3.5. Пусть F = {fi}i∈I — последовательность Бесселя в

H, HF = span {fi}i∈I и PF : H → HF — ортогональная проекция. Предполо-
жим, что F = {fi}i∈I — последовательность Рисса. Тогда верны следующие
утверждения:

(i) F̃ = {Pfi}i∈I является последовательностью Рисса тогда и только то-
гда, когда PFP

∗PPF : HF → HF , где P := S
−1/2
F — обратимый оператор;

(ii) T ∗
Ω = JT ∗

ETF̃JT
∗
H̃

и T ∗
F = JT ∗

HTΩ̃JT
∗
Ẽ

, где E = {ei}i∈I и H = {hi}i∈I .
В частности, Ω = {ωj}j∈I — последовательность Бесселя в H, если F =

{fi}i∈I — последовательность Бесселя в H, и наоборот.
Доказательство. Сначала заметим, что F̃ — последовательность Бесселя в

H, для которой T ∗
F̃
= T ∗

FP
∗, потому что для всякого f ∈ H выполнено соотно-

шение ∑
i∈I

|⟨f, Pfi⟩|2 ⩽ B∥P ∗f∥2 = B∥P∥2∥f∥2
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и T ∗
F̃
f = {⟨f, Pfi⟩}i∈I . В частности, F̃ является последовательностью Бесселя,

если T ∗
F̃

— ограниченный оператор на H. С другой стороны,

T ∗
F̃
TF̃ = T ∗

FP
∗PTF = T ∗

FPFP
∗PPFTF

и оператор TF : ℓ2(I) → HF обратим. Значит, оператор T ∗
F : HF → ℓ2(I) тоже

обратим; поэтому F̃ является последовательностью Рисса, если и только если
T ∗
F̃
TF̃ является обратимым оператором на ℓ2(I), а это, в свою очередь, рав-

носильно тому, что PFP
∗PPF является обратимым оператором на HF , что и

требовалось.
(ii) Имеем

T ∗
Ωf = {⟨f, ωj⟩}j∈I = {⟨f, TH̃JT ∗

F̃
(ej)⟩}j∈I = {⟨T ∗

H̃
f, JT ∗

F̃
(ej)⟩}j∈I =

= {⟨JT ∗
H̃
f, T ∗

F̃
(ej)⟩}j∈I = {⟨TF̃JT

∗
H̃
f, ej⟩}j∈I = T ∗

E(TF̃JT
∗
H̃
f) =

= (JT ∗
ETF̃JT

∗
H̃
)f.

Таким образом, T ∗
Ω = JT ∗

ETF̃JT
∗
H̃

. Для T ∗
F рассуждения аналогичны. □

Следующая теорема показывает, что понятие R-двойственности типа III мож-
но определить с помощью любой антиунитарной инволюции.

Теорема 3.6. Пусть F = {fi}i∈I — фреймовая последовательность и Ω =

{ωj}j∈I — двойственная по типу III к ней последовательность, ассоциирован-
ная с антиунитарной инволюцией J . Тогда

TΩT
∗
Ω = (TH̃JT ∗

F̃
TEJ)(JT

∗
ETF̃JTH̃∗) == TH̃JT ∗

F̃
TF̃JT

∗
H̃

(8)

и
T ∗
ΩTΩ = (JT ∗

ETF̃JT
∗
H̃
)(TH̃JT ∗

F̃
TEJ). (9)

Кроме того,
(i) Ω = {ωj}j∈I является последовательностью Рисса в H, если и только

если F = {fi}i∈I является фреймом в H;
(ii) F = {fi}i∈I является последовательностью Рисса в H, если и только

если Ω = {ωj}j∈I является фреймом в H.
Доказательство. Прямые вычисления с использованием равенств J2 = IH

и TET
∗
E = IH, а также леммы 3.4 и предложения 3.5 приводят к формулам (8)

и (9).
(i) Ω = {ωj}j∈I — последовательность Рисса, если и только если T ∗

ΩTΩ —
ограниченный обратимый оператор на ℓ2(I), что, в свою очередь, равносильно
обратимости оператора

TF JT ∗
H̃
TH̃J︸ ︷︷ ︸

:=U

T ∗
F

(поскольку S
−1/2
F ограничен и обратим). Положим теперь U := JT ∗

H̃
TH̃J . Тогда

U : ℓ2(I) → ℓ2(I) — положительный обратимый оператор. Наконец, для завер-
шения доказательства достаточно показать, что F является фреймом в H, если
и только если оператор TFUT ∗

F : H → H обратим.
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Положим V := U1/2; тогда V — положительный обратимый оператор на
ℓ2(I) и

TFUT ∗
F = (V T ∗

F )
∗(V T ∗

F ).

В частности, F является фреймом в H, если и только если TFT
∗
F : H → H —

ограниченный обратимый оператор, что равносильно тому, что T ∗
F : H → ℓ2(I)

— вложение, т. е. V T ∗
F : H → ℓ2(I) — вложение, а это равносильно обратимости

оператора (V T ∗
F )

∗(V T ∗
F ) = TFUT ∗

F , что и требовалось.
(ii) Последовательность F = {fi}i∈I является последовательностью Рисса в

H, если и только если T ∗
FTF — ограниченный обратимый оператор на ℓ2(I), а

это равносильно обратимости оператора

TΩ JT ∗
Ẽ
TẼJ︸ ︷︷ ︸

:=W

T ∗
Ω

(поскольку S̃
1/2
Ω ограничен и обратим). Положив W := JT ∗

Ẽ
TẼJ и рассуждая

так же, как в п. (i), видим, что Ω = {ωj}j∈I является фреймом в H. □

Обобщение, основанное на использовании антиунитарных инволюций, прояс-
няет алгебраические и геометрические свойства отображения J , которые обес-
печивают нужные свойства R-двойственной последовательности. Дальнейшие
преимущества, которые дает свобода выбора при построении R-двойственных
последовательностей, еще предстоит выяснить. Например, вполне возможно,
что при подходящем выборе J у R-двойственной последовательности могут по-
явиться дополнительные свойства симметрии.

§ 4. Представление оператора SΩ

В работе [7] Чуан и Чжао охарактеризовали последовательности Ω = {ωj}j∈I ,
R-двойственные по типу I к данному фрейму F , в терминах, не использующих
конструкцию таких двойственных последовательности в явном виде. Их резуль-
тат по существу показывает, что фреймовый оператор SΩ можно выразить че-
рез SF , хотя это выражение и не возникает явно в доказательстве их теоремы.
Оставшаяся часть этого параграфа посвящена явному выражению оператора
SΩ через оператор SF .

Теорема 4.1 [7]. Пусть F = {fi}i∈I — фрейм в H и Ω = {ωj}j∈I — по-
следовательность Рисса в H. Обозначим оператор синтеза последовательно-
сти F = {fi}i∈I через TF , фреймовый оператор последовательности F через
SF и фреймовый оператор последовательности Ω = {ωj}j∈I через SΩ . Тогда
последовательность Ω = {ωj}j∈I является R-двойственной по типу I к по-
следовательности F = {fi}i∈I , если и только если выполнены следующие два
условия:

(i) существует антиунитарный оператор Λ: H → spanΩ, для которого
SΩ = ΛSFΛ

−1 ,
(ii) dim(kerTF ) = dim((span{ωj}j∈I)

⊥).
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В следующих теоремах содержится представление оператора SΩ, ассоцииро-
ванного с R-двойственными по типам I и III последовательностями. Мы считаем,
что счетное индексное множество I — это множество целых чисел Z. Мы будем
использовать некоторые идеи статьи [2].

Теорема 4.2. Пусть F = {fi}i∈I — фрейм в H и Ω = {ωj}j∈I — после-
довательность, R-двойственная по типу I к F = {fi}i∈I относительно ор-
тонормированных базисов {ei}i∈I и {hi}i∈I , и пусть SF и SΩ — фреймовые
операторы последовательностей F = {fi}i∈I и Ω = {ωj}j∈I соответственно,
причем ∑

j∈I

|⟨SΩh0, hj⟩| < ∞. (10)

Тогда существуют операторы {Vj}j∈I на H, удовлетворяющие следующим
условиям:

(i) Vj(SΩh0) = SΩhj ;
(ii) если для каждого k ∈ I {Vj(hk)}j∈I является последовательностью

Бесселя с границей B , то существуют ограниченные операторы {Λk}k∈Z с
supk∈Z ∥Λk∥ < ∞, в терминах которых оператор SΩ , ассоциированный с F =

{fi}i∈I , представляется как

SΩf =
∑
i∈Z

⟨fi, f0⟩Λi(f); (11)

здесь подразумевается безусловная сходимость по операторной норме.
Доказательство. Пусть U : H → H — унитарный оператор сдвига, Uhi :=

hi+1, и пусть V : H → H — оператор, определенный правилом V = SΩUS−1
Ω .

Определим последовательность {Vj}j∈I операторов на H, полагая

Vj := Vj = SΩU jS−1
Ω .

Очевидно, условие (i) выполнено, поскольку

Vj(SΩh0) = Vj(SΩh0) = SΩU jh0 = SΩhj , j ∈ I.

Выполнение условия (ii) доказывается по аналогии с доказательством теоре-
мы 4.5 из [2]. □

Для двойственности типа III описанная выше процедура вычисления значе-
ний ⟨SΩh0, hi⟩ не работает, и приходится изменить стратегию. Напомним (см.,
например, [9]), что представление оператора SΩ в терминах простых операторов
(проектирований) называется его спектральным представлением.

Пусть T : H → H — ограниченный самосопряженный линейный оператор.
Для λ ∈ R положим Tλ = T − λIH. Обозначим положительный квадратный
корень из оператора T 2

λ через |Tλ|. Оператор T+
λ = 1

2 (|Tλ| + Tλ) называется
положительной частью оператора Tλ, а оператор T−

λ = 1
2 (|Tλ| − Tλ) — его

отрицательной частью. Имеем Tλ = T+
λ − T−

λ . Спектральное семейство E
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оператора T — это семейство операторов E = {Eλ}λ∈R, где Eλ — проектирование
оператора H на нуль-пространство N (T+

λ ) оператора T+
λ . Положим

m = inf
∥x∥=1

⟨Tx, x⟩ и M = sup
∥x∥=1

⟨Tx, x⟩.

Верна следующая теорема [9, теорема (9.2-1)].

Теорема 4.3. Пусть T : H → H — ограниченный самосопряженный линей-
ный оператор на комплексном гильбертовом пространстве H. Тогда он имеет
спектральное представление

T = mEm +

∫ M

m

λ dEλ, (12)

где интеграл понимается в смысле равномерной операторной сходимости.
Кроме того, для всех x, y ∈ H выполнено равенство

⟨Tx, y⟩ = mW (m) +

∫ M

m

λ dW (λ), (13)

где W (λ) = ⟨Eλx, y⟩ и интеграл понимается как обычный интеграл Римана–
Стилтьеса.

Теперь мы можем выписать представление оператора SΩ, ассоциированного
с R-двойственностью типа III.

Теорема 4.4. Пусть F = {fi}i∈I — фрейм в пространстве H и SF — его
фреймовый оператор. Пусть Ω = {ωj}j∈I — последовательность, симметрич-
но R-двойственная по типу III к последовательности F = {fi}i∈I относи-
тельно тройки ({ei}i∈I , {hi}i∈I , S

1/2
Ω ), причем∑

j∈I

|⟨SΩh0, hj⟩| < ∞. (14)

Предположим, что существуют операторы {Vj}j∈I на H, удовлетворяющие
условиям

(i) Vj(SΩh0) = SΩhj , для всех j ∈ I ;
(ii) существует такая константа B > 0, что для каждого k ∈ I множе-

ство {Vj(hk)}j∈I является последовательностью Бесселя с границей B .
Тогда для некоторых ограниченных операторов {Λi}i∈Z с supi∈Z ∥Λi∥ < ∞

и постоянных Ci оператор SΩ , ассоциированный с последовательностью F =

{fi}i∈I , представляется в виде

SΩf =
∑
i∈I

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)Λi(f), (15)

где подразумевается безусловная сходимость по операторной норме.
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Доказательство. Поскольку SΩ — ограниченный самосопряженный линей-
ный оператор на H, в силу равенства (13) имеем

⟨SΩh0, hi⟩ = mW (m) +

∫ M

m

λ dW (λ)

= mW (m) +MW (M)−mW (m)−
∫ M

m

W (λ) dλ

(интеграл Римана–Стилтьеса), где W (λ) = ⟨Eλh0, hi⟩ и Eλ — проектирование
пространства H на нуль-пространство N (S+

Ω,λ) оператора S+
Ω,λ, причем SΩ,λ =

SΩ − λI. Следовательно,

⟨SΩh0, hi⟩ = MW (M)−
∫ M

m

W (λ) dλ. (16)

С другой стороны, Ω = {ωj}j∈I — последовательность Рисса в H, а значит,
базис Рисса для V := spanΩ. Поэтому последовательность {S−1/2

Ω ωj}j∈I явля-
ется ортонормированным базисом пространства V [8, лемма (1.1)] (заметим, что

N (S+
Ω,λ) ⊂ V ). Следуя работе [8, лемма (1.3)], рассмотрим продолжение S̃

−1/2
Ω

оператора S
−1/2
Ω на H. Последовательность {S̃−1/2

Ω ωj}j∈I тоже является орто-
нормированным базисом в V . Следовательно, ортогональное проектирование
EM пространства H на N (S+

Ω,λ) задается правилом

EMf =
∑
j∈I

⟨f, S̃−1/2
Ω ωj⟩S̃−1/2

Ω ωj для всех f ∈ H. (17)

Достаточно доказать, что оператор EM , определенный правилом (17), удовле-
творяет условиям EMf = f для f ∈ N (S+

Ω,λ) и EMf = 0 для f ∈ (N (S+
Ω,λ))

⊥;
выполнение первого из них вытекает из ортонормированности последователь-
ности {S−1/2

Ω ωj}j∈I , а второго — из того факта, что образ оператора S
−1/2
Ω равен

N (S+
Ω,λ), потому что S

−1/2
Ω — биекция на N (S+

Ω,λ). Значит,

⟨EMh0, hi⟩ =
∑
j∈I

⟨h0, S̃
−1/2
Ω ωj⟩⟨S̃−1/2

Ω ωj , hi⟩ = ⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩,

причем второе равенство выполняется в силу (4). Имеем

SΩf =
∑
j∈I

⟨f, hj⟩SΩ(hj)

=
∑
j∈I

⟨f, hj⟩Vj(SΩ(h0)) =
∑
j∈I

⟨f, hj⟩Vj

(∑
i∈I

⟨SΩ(h0), hi⟩hi

)
=

∑
i∈I

⟨SΩh0, hi⟩
∑
j∈I

⟨f, hj⟩Vj(hi) =
∑
i∈I

(M⟨EMh0, hi⟩ − Ci)
∑
j∈I

⟨f, hj⟩Vj(hi)

=
∑
i∈I

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)

∑
j∈I

⟨f, hj⟩Vj(hi),



Об R-двойственных по типу III последовательностях 73

где Ci :=
∫M

m
W (λ) dλ. Для оператора Λi, определенного правилом Λi(f) =∑

j∈I⟨f, hj⟩Vj(hi), имеем

SΩf =
∑
i∈I

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)Λi(f), (18)

что и требуется. Доказательство сходимости почти такое же, как в теореме 4.5
из работы [2]: последовательность {Vj(hi)}j∈I является последовательностью
Бесселя с границей B, а значит, для любого конечного множества J ⊂ I имеем∥∥∥∥∑

j∈J

⟨f, hj⟩Vj(hi)

∥∥∥∥2 ⩽ B
∑
j∈J

|⟨f, hj⟩|2 = B∥f∥2,

т. е. ряды, которые определяют оператор Λi, безусловно сходятся и ∥Λi∥ ⩽
√
B

для всех k ∈ Z.
С другой стороны, для конечных подмножеств I1 и I2 множества I из прове-

денных выше вычислений вытекает, что∥∥∥∥∑
i∈I1

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)

∑
j∈I2

⟨f, hj⟩Vj(hi)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∑
i∈I1

⟨SΩh0, hi⟩
∑
j∈I2

⟨f, hj⟩Vj(hi)

∥∥∥∥
⩽

{∑
i∈I1

|⟨SΩh0, hi⟩|
}∥∥∥∥ ∑

j∈I2

⟨f, hj⟩Vj(hi)

∥∥∥∥
⩽

{∑
i∈I1

|⟨SΩh0, hi⟩|
}√

B ∥f∥.

Ряды, участвующие в построении операторов Λi, безусловно сходятся, посколь-
ку ряд (10) сходится. Наконец, для конечного множества J ⊂ I имеем∥∥∥∥SΩ −

∑
i∈J

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)Λi

∥∥∥∥
= sup

∥f∥=1

∥∥∥∥SΩ(f)−
∑
i∈J

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)Λi(f)

∥∥∥∥
= sup

∥f∥=1

∥∥∥∥ ∑
i∈Jc

(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)Λi(f)

∥∥∥∥
⩽

{ ∑
i∈Jc

|(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)|

}
sup

∥f∥=1

sup
i∈Jc

∥Λi(f)∥

⩽

{ ∑
i∈Jc

|(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci|)

}√
B.

Из условия (10) и равенства |⟨SΩh0, hi⟩| = |(M⟨S−1/2
F fi, S

−1/2
F f0⟩ − Ci)| следует,

что операторы сходятся к SΩ безусловно по операторной норме. □
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