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В статье приводится обзор результатов о самосопряженных коммутиру-
ющих обыкновенных дифференциальных операторах ранга два. В част-
ности, обсуждается действие автоморфизмов первой алгебры Вейля на
множестве коммутирующих дифференциальных операторов с полиноми-
альными коэффициентами, а также задача построения алгебро-геометри-
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1. Введение

Цель этой статьи – дать обзор результатов о коммутирующих обыкновенных
дифференциальных операторах ранга l > 1, полученных за последние несколь-
ко лет.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 15-01-01671-а) и фонда Дмитрия Зи-
мина “Династия”.

c⃝ А.Е. Миронов, 2016
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Первые шаги к классификации обыкновенных коммутирующих дифферен-
циальных операторов ранга один были сделаны Дж.Л. Бурхналлом и Т. У. Ча-
унди в 1920-е годы (см. работы [1]–[3]). В частности, ими была доказана из-
вестная лемма о существовании полинома, зануляющего два коммутирующих
оператора. Полностью задача классификации решена И.М. Кричевером в кон-
це 1970-х [4], [5] (алгебраические аспекты этой классификации см. в работах
В. Г. Дринфельда [6] и Д. Мамфорда [7]).

Коэффициенты операторов ранга один, а также их совместные собственные
функции выражаются через тэта-функцию многообразия Якоби спектральной
кривой (см. [4]).

Случай операторов ранга l > 1 является очень сложным. Совместные соб-
ственные функции таких операторов не найдены явно. В 1979 г. И. М. Криче-
вер и С. П. Новиков [8], [9] с помощью метода деформации параметров Тюри-
на нашли операторы ранга два в случае эллиптической спектральной кривой.
Чуть позже О. И. Мохов, используя этот же метод, нашел операторы ранга
три, также отвечающие эллиптическим спектральным кривым [10], [11]. На
протяжении долгого времени не было известно даже примеров коммутирую-
щих операторов ранга больше единицы в случае спектральных кривых рода
g > 1. Первые такие примеры были найдены в [12]–[14] для l = 2, g = 2, 3, 4
и в [15] для l = 3, g = 2.

В работах [16]–[30] изучались формально самосопряженные операторы ранга
два порядков 4, 4g + 2 в случае гиперэллиптических спектральных кривых
рода g. В частности, в этих работах получены следующие результаты:
• найдены примеры операторов ранга два при g > 1;
• с помощью замены координат и автоморфизмов первой алгебры Вейля

из операторов ранга два построены примеры операторов произвольного ранга
l > 1 при g > 1;
• получена связь между некоторыми специальными функциями (собствен-

ными функциями одномерного оператора Шрёдингера с полиномиальными по-
тенциалами; функцией Бесселя; функцией Гойна) и функцией Бейкера–Ахие-
зера ранга два;
• доказано, что для некоторого класса гиперэллиптических спектральных

кривых (в частности, для любой эллиптической кривой и общей кривой рода
два) множество орбит действия автоморфизмов первой алгебры Вейля на мно-
жестве коммутирующих операторов с полиномиальными коэффициентами при
фиксированной спектральной кривой бесконечно.

В настоящей статье мы даем обзор этих результатов.
В теории коммутирующих дифференциальных операторов ранга l > 1 име-

ется много интересных нерешенных задач. Отметим одну из них. Коммутиру-
ющие дифференциальные операторы имеют приложения к солитонным урав-
нениям. Солитонные уравнения возникают из условия совместности вспомо-
гательных линейных задач. Практически все точные алгебро-геометрические
решения солитонных уравнений, найденные в последние десятилетия, явля-
ются решениями ранга один. Это означает, что вспомогательные линейные
операторы коммутируют с операторами ранга один. В то же время, как пока-
зали И.М. Кричевер и С. П. Новиков [9] (см. также [31]), солитонные уравнения



САМОСОПРЯЖЕННЫЕ КОММУТИРУЮЩИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 157

могут иметь решения ранга l > 1. Существенных продвижений в построении
таких решений после работ [9], [31] в случае спектральных кривых рода g > 1
пока нет. Эта сложная и интересная задача остается открытой. Мы обсуждаем
эту задачу на примере одной эволюционной системы в п. 3.3.5.

Статья устроена следующим образом.
В разделе 2 рассматриваются операторы ранга один. В п. 2.2 мы напо-

минаем некоторые спектральные свойства одномерного конечнозонного опе-
ратора Шрёдингера (которые в п. 3.3.1 будут сопоставлены со спектральны-
ми свойствами самосопряженного оператора четвертого порядка ранга два)
и рассматриваем в качестве примера конечнозонные операторы Ламе и Трейби-
ча–Вердье.

В разделе 3 рассматриваются самосопряженные операторы ранга два.
В п. 3.2 мы рассматриваем случай эллиптических спектральных кривых. Здесь
мы обсуждаем операторы Кричевера–Новикова с полиномиальными коэффи-
циентами и решения ранга два уравнения Кадомцева–Петвиашвили. В п. 3.3 рас-
сматриваются операторы в случае гиперэллиптических спектральных кривых.

2. Операторы ранга один

2.1. Функция Бейкера–Ахиезера. Условие коммутации обыкновенных
дифференциальных операторов

Ln =
n∑

k=0

uk(x)∂k
x , Lm =

m∑
j=0

vj(x)∂j
x

эквивалентно сложной системе нелинейных дифференциальных уравнений на
коэффициенты. Заменой переменной и подходящим сопряжением можно до-
биться выполнения равенств un = 1, un−1 = 0. Тогда можно считать, что
vm = 1, vm−1 = const. Первые результаты по уравнениям коммутации принад-
лежат Г. Валленбергу [32]. Он проинтегрировал уравнения при n = 2, m = 3, 5.

В 1905 г. И. Шур [33] доказал следующую лемму.

Лемма 1. Если LnLm = LmLn , LnLk = LkLn , где n > 1, то LmLk = LkLm .

Эта лемма означает, что множество операторов, коммутирующих с задан-
ным оператором, образует кольцо. Для доказательства этой леммы Шур ис-
пользовал формальные псевдодифференциальные операторы вида

un(x)∂n
x + · · ·+ u0(x) + u−1(x)∂−1

x + u−2(x)∂−2
x + · · · .

Такие операторы образуют ассоциативное кольцо. Умножение в нем определя-
ется естественным требованием

∂n
x ◦ ∂−m

x = ∂−m
x ◦ ∂n

x = ∂n−m
x ,

а также правилом Лейбница

∂n
x ◦ f =

∑
j>0

(
n

j

)
(∂j

xf) ◦ ∂n−j
x ,
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где
(
n

j

)
=

n!
j! (n− j)!

при 0 6 j 6 n и
(
n

j

)
= 0 при j > n. Несложно проверить,

что элементы вида

S = 1 + s1(x)∂−1
x + s2(x)∂−2

x + · · ·

обратимы. Для любого дифференциального оператора Ln порядка n существу-
ет S указанного вида такой, что S−1 ◦Ln ◦S = ∂n

x . Коэффициенты оператора S
находятся последовательно из равенства

Ln ◦ S = S ◦ ∂n
x .

Рассмотрим два псевдодифференциальных оператора

L̃m = S−1LmS, L̃k = S−1LkS.

Из условия леммы следует, что

∂n
x L̃m = L̃m∂

n
x , ∂n

x L̃k = L̃k∂
n
x .

Прямыми вычислениями убеждаемся, что если псевдодифференциальный опе-
ратор коммутирует с оператором ∂n

x , то его коэффициенты постоянны. Следо-
вательно, L̃m и L̃k коммутируют. Отсюда вытекает коммутируемость Lm и Lk.

Следующая лемма доказана Дж. Л. Бурхналлом и Т. У. Чаунди [1] в 1924 г.

Лемма 2. Если LnLm = LmLn , то существует ненулевой полином R(z, w)
такой, что R(Ln, Lm) = 0.

Множество нулей R параметризует совместные собственные числа операто-
ров Ln и Lm, а именно, пусть ψ – совместная собственная функция:

Lnψ = zψ, Lmψ = wψ,

тогда z и w удовлетворяют уравнению R(z, w) = 0. Спектральной кривой
операторов Ln, Lm называется гладкая компактификация комплексной алгеб-
раической кривой, заданной в C2 уравнением R(z, w) = 0.

Предположим, что Ln и Lm – коммутирующие дифференциальные операто-
ры порядков n и m. Число

l = dim{ψ : Lnψ = zψ, Lmψ = wψ, P = (z, w) ∈ Γ},

является делителем n и m для общей точки P ∈ Γ. Рангом операторов Ln

и Lm называется наибольший общий делитель всех порядков операторов из
максимального коммутативного кольца, содержащего Ln и Lm. В этом раз-
деле мы рассматриваем случай операторов ранга один, т. е. можно считать,
что (n,m) = 1. Собственными функциями операторов ранга один являются
функции Бейкера–Ахиезера, найденные И. М. Кричевером [4]. Эти функции
строятся по следующим спектральным данным:

{Γ, q, k−1, γ1, . . . , γg},
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где Γ – риманова поверхность рода g, q ∈ Γ – выделенная точка, k−1 – ло-
кальный параметр в окрестности q и γ1 + · · · + γg – неспециальный дивизор.
Существует единственная функция ψ(x, P ), P ∈ Γ, удовлетворяющая следую-
щим условиям:

1) в окрестности точки q функция ψ имеет вид

ψ = exk

(
1 +

ξ1(x)
k

+
ξ2(x)
k2

+ · · ·
)

;

2) на Γ \ {q} функция ψ мероморфна с простыми полюсами в γ1, . . . , γg.
Спектральным данным отвечает коммутативное кольцо дифференциальных

операторов, изоморфное кольцу мероморфных функций на Γ с полюсом в q.
Пусть f(P ) – мероморфная функция на Γ с единственным полюсом в окрест-
ности q порядка n. Тогда существует дифференциальный оператор

L(f) = ∂n
x + un−1(x)∂n−1

x + · · ·+ u0(x)

такой, что

L(f)ψ − f(P )ψ = ekxO

(
1
k

)
.

Коэффициенты ui(x) находятся по ξi(x). Правая часть последнего равенства
равна нулю, так как в противном случае мы можем добавить ее к функции
Бейкера–Ахиезера и получить новую функцию, которая удовлетворяет приве-
денным выше условиям 1) и 2). Таким образом, в силу единственности полу-
чаем L(f)ψ = f(P )ψ. Аналогично, для другой мероморфной функции g(P )
с полюсом в q имеем L(g)ψ = g(P )ψ. Операторы L(f), L(g) коммутируют.

Пример 1. Пусть Γ – эллиптическая кривая:

Γ = C/{2mω1 + 2nω2, n,m ∈ Z}.

Функция Бейкера–Ахиезера, отвечающая спектральным данным

{Γ, 0,−z,−γ},

имеет вид

ψ(x, z) = e−xζ(z)σ(z + x+ γ)σ(γ)
σ(z + γ)σ(x+ γ)

.

Справедливо равенство

(∂2
x − 2℘(x+ γ))ψ(x, z) = ℘(z)ψ(x, z).

Здесь ζ(z), σ(z), ℘(z) – эллиптические функции Вейерштрасса. Оператор ∂2
x −

2℘(x+ γ) коммутирует с оператором

∂3
x − 3℘(x+ γ)∂x −

3
2
℘′(x+ γ).
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В общем случае функция Бейкера–Ахиезера выражается через тэта-функ-
цию многообразия Якоби спектральной кривой Γ [4]. Выберем базис цик-
лов ai, bi, 1 6 i 6 g, на Γ со следующими индексами пересечений:

ai ◦ aj = 0, bi ◦ bj = 0, ai ◦ bj = δij .

Пусть ω1, . . . , ωg – базис абелевых дифференциалов, нормализованный усло-

вием
∫

ai

ωj = δij . Тэта-функция многообразия Якоби J(Γ) = Cg/{Zg + ΩZg}

задается рядом

θ(z) =
∑

n∈Zg

exp(πi⟨Ωn, n⟩+ 2πi⟨n, z⟩), z ∈ Cg,

где ⟨n, z⟩ = n1z1 + · · ·+ ngzg, матрица Ω имеет компоненты

Ωij = Ωji =
∫

bi

ωj .

Тэта-функция обладает свойством

θ(z + Ωm+ n) = exp(−πi⟨Ωm,m⟩ − 2πi⟨m, z⟩)θ(z), m, n ∈ Zg.

Пусть ω – мероморфная 1-форма на Γ с единственным полюсом порядка два

в точке q. Мы предполагаем, что ω нормализована условиями
∫

ai

ω = 0. Пусть

U – вектор b-периодов ω:

U =
(∫

b1

ω, . . . ,

∫
bg

ω

)
.

Обозначим через A(P ) : Γ → J(Γ) отображение Абеля:

A(P ) =
(∫ P

P0

ω1, . . . ,

∫ P

P0

ωg

)
,

где P0 – фиксированная точка. Функция

ϕ(x, P ) =
θ(A(P )−A(γ1)− · · · −A(γg)−KΓ + xU)
θ(A(P )−A(γ1)− · · · −A(γg)−KΓ)

exp
(

2πix
∫ P

P0

ω

)
,

где KΓ – вектор римановых констант, корректно определена на Γ. Функция ϕ
имеет полюсы в γ1, . . . , γg; в окрестности точки q она имеет следующий вид:

ϕ = ekx

(
ξ0(x) +

ξ1(x)
k

+ · · ·
)
.

После нормализации ψ(x, P ) = ϕ(x, P )/ξ0(x) мы получаем функцию Бейке-
ра–Ахиезера.
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2.2. Конечнозонный оператор Шрёдингера. Рассмотрим уравнение
первого порядка, которое аннулирует функцию Бейкера–Ахиезера ψ:

(∂x − χ(x, P ))ψ(x, P ) = 0, χ(x, P ) =
ψx(x, P )
ψ(x, P )

.

Функция χ мероморфна на Γ с простыми полюсами P1(x), . . . , Pg(x) и q. В ок-
рестности q она имеет вид

χ(x, P ) = k +O(1).

Пусть k − γi(x) – локальный параметр в окрестности точки Pi(x), тогда

χ(x, P ) =
−γ′i(x)
k − γi(x)

+O(1).

Оператор ∂x − χ является правым делителем оператора L(f)− f(P ), т. е.

L(f)− f(P ) = L̃(∂x − χ), (1)

где L̃ – некоторый дифференциальный оператор, порядок которого на единицу
меньше, чем порядок оператора L(f). Коэффициенты L̃ зависят от P .

Найдем разложение на множители вида (1) в случае, когда L(f) – одномер-
ный оператор Шрёдингера. С.П. Новиков доказал [34], что если периодический
оператор Шрёдингера

L2 = −∂2
x + u(x)

коммутирует с оператором L2g+1, то в спектре L2 имеется конечное число
зон. Обратное утверждение доказано Б.А. Дубровиным [35]. Оператор L2

в этом случае называется конечнозонным. Спектральная кривая операторов L2

и L2g+1 является гиперэллиптической кривой

w2 = z2g+1 + c2gz
2g + · · ·+ c0,

точка q совпадает с бесконечно удаленной точкой. Потенциал u(x) конечнозон-
ного оператора Шрёдингера найден в работе А.Р. Итса и В.Б. Матвеева [36]
в терминах тэта-функции многообразия Якоби гиперэллиптической спектраль-
ной кривой:

u(x) = −2∂2
x log θ(xV1 + V2) + const, V1, V2 ∈ Cg.

Оператор L2 − z раскладывается на множители следующим образом (см.,
например, [37]):

L2 − z = −(∂x + iχ0)(∂x − iχ0), χ0 = − iQx

2Q
+
w

Q
,

где Q = zg + αg−1(x)zg−1 + · · ·+ α0(x). Функция Q удовлетворяет уравнению

4w2 = 4(z − u(x))Q2 −Q2
x + 2QQxx. (2)

Дифференцируя (2) по x, получаем

Qxxx + 4(z − u(x))Qx − 2ux(x)Q = 0. (3)

Рассмотрим примеры конечнозонных операторов.
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Пример 2. Одним из примеров конечнозонного оператора является опера-
тор Ламе

−∂2
x + g(g + 1)℘(x),

где ℘(x) удовлетворяет уравнению

(℘′(x))2 = 4℘3(x)− g2℘(x)− g3.

Оказывается, что для оператора Ламе функция Q является полиномом сте-
пени g по ℘(x) (см. [17]):

Q = Ag℘
g(x) +Ag−1(z)℘g−1(x) + · · ·+A0(z).

Подставляя этот анзац в (3), получим

As =
(s+ 1)(8As+1z −As+2g2(s+ 2)(2s+ 3)− 2As+3g3(s+ 2)(s+ 3))

4(2s+ 1)(g2 + g − s(s+ 1))
,

где Ag – константа, Ak = 0 при k > g.
Для того чтобы найти уравнение спектральной кривой, подставим Q в (2),

затем положим x = x0, где x0 – нуль функции ℘(x), и воспользуемся равен-
ствами

(℘′(x0))2 = −g3, ℘′′(x0) = −g2
2
.

Получим явное уравнение спектральной кривой оператора Ламе.

Теорема 1 [17]. Спектральная кривая оператора Ламе задается следую-
щим уравнением:

w2 =
1
4
(
4A2

0z −A0(4A2g3 +A1g2) +A2
1g3

)
.

Другой подход к нахождению спектральной кривой оператора Ламе пред-
ложен в [38]. Задача явного нахождения спектральной кривой оператора Ламе
рассматривалась во многих работах (см., например, [39]).

Пример 3. Рассмотрим оператор Трейбича–Вердье

−∂2
x + n0(n0 + 1)℘(x) +

2∑
j=1

nj(nj + 1)℘(x+ ωj), ω3 = ω1 + ω2, n0, n1, n2 ∈ N.

По-видимому, доказать, что оператор Трейбича–Вердье конечнозонен, проще
всего следующим образом. Переформулируем теорему 1.1 из работы Ф. Гесте-
зи, К. Унтеркофлера и Р. Вайкарда [40] в следующем виде.

Теорема 2 [40]. Оператор Шрёдингера −∂2
x+u(x) с эллиптическим потен-

циалом u(x) является конечнозонным тогда и только тогда, когда в окрест-
ности каждого полюса x0 ∈ C потенциал u(x) имеет разложение в ряд Лорана
вида

u(x) =
n(n+ 1)
(x− x0)2

+ α0 + α2(x− x0)2 + · · ·+ α2n(x− x0)2n +O((x− x0)2n+1).

Следствие 1. Оператор Трейбича–Вердье является конечнозонным.

Замечание 1. Недавно В.С. Оганесян получил новое доказательство тео-
ремы 2. Ключевым моментом в этом доказательстве является уравнение (2).
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3. Операторы ранга два

3.1. Метод деформации параметров Тюрина. В случае операторов
ранга l > 1 совместные собственные функции (функции Бейкера–Ахиезера ран-
га l > 1) отвечают следующим спектральным данным (см. [5]):

{Γ, q, k−1, γ, α, v(x)},

где Γ – риманова поверхность рода g, q – фиксированная точка на Γ, k−1 –
локальный параметр в окрестности q,

v(x) = (v1(x), . . . , vl−1(x)),

vj(x) – гладкая функция, γ = γ1 + · · ·+ γlg – дивизор на Γ, α – набор векторов

α1, . . . , αlg, αi = (αi,1, . . . , αi,l−1).

Пара (γ, α) называется параметрами Тюрина. Параметры Тюрина определяют
стабильное голоморфное векторное расслоение на Γ ранга l степени lg вместе
с голоморфными сечениями η1, . . . , ηl. Точки γ1, . . . , γlg являются точками ли-
нейной зависимости сечений

ηl(γk) =
l−1∑
i=1

αj,iηj(γk).

Вектор-функция Бейкера–Ахиезера ψ = (ψ1, . . . , ψl) определяется следующими
условиями.

1) В окрестности q вектор-функция ψ имеет вид

ψ(x, P ) =
( ∞∑

s=0

ξs(x)k−s

)
Φ(x, k),

где ξ0 = (1, 0, . . . , 0), ξi(x) = (ξ1i (x), . . . , ξl
i(x)), матрица Φ удовлетворяет урав-

нению

dΦ
dx

= AΦ, A =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1
k + v1 v2 v3 . . . vl−1 0

 .

2) Компоненты ψ являются мероморфными функциями на Γ\{q} с простыми
полюсами в γ1, . . . , γlg и свойством

Resγi
ψj = αi,j Resγi

ψl, 1 6 i 6 lg, 1 6 j 6 l − 1.

Для рациональной функции f(P ) на Γ с единственным полюсом порядка n

в q существует линейный дифференциальный оператор L(f) порядка ln такой,
что L(f)ψ(x, P ) = f(P )ψ(x, P ). Для двух таких функций f(P ), g(P ) операто-
ры L(f), L(g) коммутируют.
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Главная трудность при построении операторов ранга l > 1 заключается
в том, что функция Бейкера–Ахиезера не может быть найдена явно. Тем не
менее сами операторы могут быть найдены с помощью следующего метода де-
формации параметров Тюрина (метода Кричевера–Новикова).

Совместные собственные функции коммутирующих дифференциальных опе-
раторов ранга l удовлетворяют линейному дифференциальному уравнению по-
рядка l

ψ(l)(x, P ) = χ0(x, P )ψ(x, P ) + · · ·+ χl−1(x, P )ψ(l−1)(x, P ). (4)

Коэффициенты χi – рациональные функции на Γ (см. [5]) с простыми полюсами
P1(x), . . . , Plg(x) ∈ Γ. В окрестности точки q они имеют вид

χ0(x, P ) = k + g0(x) +O(k−1), χl−1(x, P ) = O(k−1),

χj(x, P ) = gj(x) +O(k−1), 0 < j < l − 1.

Пусть k − γi(x) – локальный параметр около Pi(x). Тогда

χj =
ci,j(x)
k − γi(x)

+ di,j(x) +O(k − γi(x)).

Функции ci,j(x), di,j(x) удовлетворяют следующим уравнениям (см. [5]):

ci,l−1(x) = −γ′i(x), (5)
di,0(x) = αi,0(x)αi,l−2(x) + αi,0(x)di,l−1(x)− α′i,0(x), (6)

di,j(x) = αi,j(x)αi,l−2(x)− αi,j−1(x)

+ αi,j(x)di,l−1(x)− α′i,j(x), j > 1, (7)

где αi,j(x) = ci,j(x)/ci,l−1(x), 0 6 j 6 l − 1, 1 6 i 6 lg.

3.2. Эллиптические спектральные кривые.

3.2.1. Операторы Кричевера–Новикова. Для того чтобы найти χi, необхо-
димо решить уравнения (5)–(7). Используя χi, можно найти коэффициенты
коммутирующих операторов. При g = 1, l = 2 И. М. Кричевер и С. П. Нови-
ков [8], [9] решили эти уравнения и нашли операторы.

Теорема 3 [8], [9]. Оператор четвертого порядка имеет вид

LKN = (∂2
x + u)2 + 2cx(℘(γ2)− ℘(γ1))∂x +

(
cx(℘(γ2)− ℘(γ1))

)
x
− ℘(γ2)− ℘(γ1),

где γ1(x) = γ0 + c(x), γ2(x) = γ0 − c(x),

u(x) = − 1
4c2x

+
1
4
c2xx

c2x
+ 2Φ(γ1, γ2)cx −

cxxx

2cx
+ c2x(Φc(γ0 + c, γ0 − c)− Φ2(γ1, γ2)),

Φ(γ1, γ2) = ζ(γ2 − γ1) + ζ(γ1)− ζ(γ2),

ζ(z), ℘(z) – функции Вейерштрасса, c(x) – произвольная гладкая функция, γ0 –
константа.
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Оператор L̃KN , коммутирующий с LKN , может быть найден из тождества

L̃2
KN = 4L3

KN − g2LKN − g3.

Операторы LKN , L̃KN изучались во многих работах (см. [41]–[49]).
Ж. Диксмье [50] построил первый пример коммутативной подалгебры в пер-

вой алгебре Вейля A1 = C[x][∂x], а именно, следующие операторы с полиноми-
альными коэффициентами коммутируют:

LD = (∂2
x + x3 + h)2 + 2x, (8)

L̃D = (∂2
x + x3 + h)3 +

3
2
(
x(∂2

x + x3 + h) + (∂2
x + x3 + h)x

)
. (9)

Эти операторы являются операторами ранга два со спектральной кривой

w2 = z3 − h,

поэтому оператор LD совпадает с LKN для некоторого c(x). Возникает есте-
ственный вопрос: как получить LD из LKN? Ответ дан в следующей теореме
П. Г. Гриневича [42].

Теорема 4. Оператор LKN , отвечающий кривой

w2 = 4z3 − g2z − g3,

имеет рациональные коэффициенты тогда и только тогда, когда

c(x) =
∫ ∞

q(x)

dt√
4t3 − g2t− g3

,

где q(x) – рациональная функция. Если γ0 = 0 и q(x) = x, то оператор LKN

совпадает с LD .

П. Г. Гриневич и С.П. Новиков [43] нашли условия, при которых LKN само-
сопряжен.

Теорема 5. Оператор LKN самосопряжен тогда и только тогда, когда
℘(γ1) = ℘(γ2).

Спектральные свойства периодических операторов ранга l > 1 со спектраль-
ной кривой произвольного рода изучались С.П. Новиковым в [51].

3.2.2. Операторы с полиномиальными коэффициентами. Теорема Гриневи-
ча (теорема 4) может быть дополнена. В [52] доказано, что среди операторов
Кричевера–Новикова имеются операторы с полиномиальными коэффициента-
ми сколь угодно высокой степени.

Теорема 6 [52]. Для произвольной спектральной кривой Γ, заданной урав-
нением

w2 = F (z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0, ci ∈ C, (10)
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и для произвольной точки (z0, w0) ∈ Γ, w0 ̸= 0, и произвольного целого n > 1
существуют полиномы

R = δ2n+2x
2n+2 + · · ·+ δ0, δ2n+2 ̸= 0,

P = βnx
n + · · ·+ β0, βn ̸= 0,

(11)

такие, что оператор

L4 = (∂2
x +R)2 + (4w0Px)∂x + ∂x(4w0Px)

− 16F (z0)P 2 + 4F ′(z0)P −
1
2
F ′′(z0) + z0

коммутирует с оператором L6 шестого порядка с полиномиальными коэффи-
циентами. Спектральной кривой операторов L4 , L6 является Γ.

Изложим кратко схему доказательства этой теоремы. Коэффициенты опе-
ратора LKN выражены через функциональный параметр c(x) с помощью функ-
ций Вейерштрасса (см. теорему 3). Такая параметризация не очень удобна для
изучения операторов с полиномиальными коэффициентами. В доказательстве
теоремы 6 используется другая параметризация.

Лемма 3. Пусть Γ – кривая, заданная уравнением (10). Тогда оператор

L4 = (∂2
x +R)2 + (4w0Px)∂x + ∂x(4w0Px)

− 16F (z0)P 2 + 4F ′(z0)P −
1
2
F ′′(z0) + z0, (12)

где (z0, w0) ∈ Γ, P (x) = 1/(W (x) + 2z0 + c2),

R(x) =
1

4P 2
x

(
2P (x)− 16F (z0)P 4(x) + 8F ′(z0)P 3(x)

− 2F ′′(z0)P 2(x) + P 2
xx − 2PxPxxx

)
(13)

и W (x) – произвольная гладкая функция, коммутирует с некоторым операто-
ром шестого порядка L6 . Спектральной кривой операторов L4 , L6 является Γ.

Параметризацию коэффициентов оператора (12) через функциональный па-
раметр W (x) можно получить следующим образом. Рассмотрим коммутирую-
щие формально самосопряженные операторы L̃4, L̃6 четвертого и шестого по-
рядков со спектральной кривой Γ. Оператор L̃4, как будет объяснено в п. 3.3.1,
может быть записан в виде

L̃4 =
(
∂2

x + V (x)
)2 +W (x),

где V (x) выражается через W (x) по формуле

V (x) =
−16F

(
−(c2 +W )/2

)
+W 2

xx − 2WxWxxx

4W 2
x

. (14)

Оператор L̃4 − z0 разлагается на множители следующим образом:

L̃4 − z0 =
(
∂2

x + V (x)
)2 +W (x)− z0 = (∂2

x + χ1∂x + χ2)(∂2
x − χ1∂x − χ0), (15)
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где

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
, χ2 =

3Qxx

2Q
+
w

Q
− Q2

x

Q2
+ V

и Q = z0 + (W + c2)/2. При этом

L̃6 − w0 = l4(∂2
x − χ1∂x − χ0), (16)

где l4 – некоторый оператор четвертого порядка.
По теореме Лазама–Превиато [46] несамосопряженные операторы Кричеве-

ра–Новикова могут быть получены из формально самосопряженных операто-
ров L̃4 − z0 и L̃6 − w0 с помощью преобразования Дарбу, т. е. перестановкой
множителей в (15) и (16):

L4 = (∂2
x − χ1∂x − χ0)(∂2

x + χ1∂x + χ2) + z0,

L6 = (∂2
x − χ1∂x − χ0)l4 + w0.

Прямыми вычислениями можно убедиться, что L4 принимает вид (12). Да-
лее мы предполагаем, что w0 ̸= 0. Несложно показать, что оператор (12) имеет
полиномиальные коэффициенты тогда и только тогда, когда P (x) и R(x) –
полиномы (см. [52]).

Из (13) следует, что

4P 2
xR = 2P − 16F (z0)P 4 + 8F ′(z0)P 3 − 2F ′′(z0)P 2 + P 2

xx − 2PxPxxx. (17)

Оказывается, что для любого n > 0 существуют полиномы P (x), R(x) вида (11),
которые удовлетворяют этому уравнению. Продифференцируем обе части (17)
по x, а затем разделим на Px. Получим

32F (z0)P 3 + 4RPxx + 2RxPx − 12F ′(z0)P 2 + 2F ′′(z0)P + Pxxxx − 1 = 0. (18)

Уравнение (17) эквивалентно системе уравнений, а именно уравнению (18)
и уравнению на свободный член в (17):

2α2
0β

2
1 = β0 − 8F (z0)β4

0 + 4F ′(z0)β3
0 − F ′′(z0)β2

0 + 2β2
2 − 6β1β3.

Уравнение (18) эквивалентно системе из 3n + 1 уравнений с 3n + 4 перемен-
ными αi, βj . Заметим, что все уравнения имеют степень три и множество их
решений состоит из точек в C3n+4 (с координатами αi, βj), которые лежат
в пересечении 3n + 1 кубик, заданных этими уравнениями. В [52] методами
алгебраической геометрии доказано, что это пересечение непусто.

3.2.3. Уравнение Кадомцева–Петвиашвили. И. М. Кричевер и С.П. Нови-
ков [9] нашли решения ранга два уравнения Кадомцева–Петвиашвили (КП)
в случае эллиптической спектральной кривой. В этом пункте мы напомним,
как строить эти решения, при этом мы будем пользоваться параметризацией
коэффициентов оператора LKN не через эллиптические функции Вейерштрас-
са, указанные в теореме 3, а параметризацией, заданной в (12), (13). Отметим,
что решения Кричевера–Новикова изучались в [46].
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Уравнение Кадомцева–Петвиашвили

3
4
Uyy = ∂x

(
Ut +

3
2
UUx −

1
4
Uxxx

)
эквивалентно следующему условию коммутации операторов:

[∂y −M,∂t −A] = 0,

где

M = ∂2
x − U(x, y, t), A = ∂3

x −
3
2
U∂x + S(x, y, t),

Sx = −3
4
Uy −

3
4
Uxx, Sy = −Ut −

3
4
Uxy +

Uxxx

4
− 3

2
UUx.

Решение U называется алгебро-геометрическим ранга l, если дополнительно
операторы ∂y − M , ∂t − A коммутируют с обыкновенными коммутирующи-
ми дифференциальными операторами ранга l, коэффициенты которых зависят
от x, y, t, т. е.

[Ln, ∂y −M ] = [Ln, ∂t −A] = 0,

где Ln =
n∑

j=0

uj(x, y, t)∂j
x – оператор ранга l.

И. М. Кричевер нашел решения КП ранга один:

U = 2∂2
x log θ(V1x+ V2y + V3t+ V4,Ω) + const, (19)

где θ(z,Ω) – тэта-функция многообразия Якоби спектральной кривой, Ω – мат-
рица периодов нормализованных абелевых дифференциалов. С.П. Новиков
высказал гипотезу, что формула (19) задает решение КП тогда и только тогда,
когда Ω – матрица периодов абелевых дифференциалов некоторой римановой
поверхности (решение проблемы Римана–Шоттки). Эта гипотеза была доказа-
на Т. Шиотой [53].

Пусть спектральная кривая Γ задана уравнением

w2 = F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0.

Оператор Кричевера–Новикова (12) может быть записан в виде

LKN = (∂2
x − U)2 + f1∂x + ∂xf1 + f0,

U = −V − 2(c2 +W + 2z0)Wxx − 2W 2
x

(c2 +W + 2z0)2
,

где V выражается через W по формуле (14).
Далее будем считать, что z0 = z0(y), W = W (x, t). Подставим опера-

тор LKN в

[LKN , ∂y −M ] = [LKN , ∂t −A] = [∂y −M,∂t −A] = 0.
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Получим, что функция U является решением КП тогда и только тогда, когда
W удовлетворяет уравнению Кричевера–Новикова

Wt =
48F1(−(c2 +W )/2)−W 2

xx + 2WxWxxx

8Wx
, (20)

а функция z0(y) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

(z′0(y))
2 = 4F1(z0(y)). (21)

Имеет место следующая теорема.

Теорема 7. Алгебро-геометрические решения ранга два, отвечающие эл-
липтической спектральной кривой (решения Кричевера–Новикова), имеют
следующий вид:

U(x, y, t) = −V (x, t)− 2(c2 +W (x, t) + 2z0(y))Wxx(x, t)− 2W 2
x (x, t)

(c2 +W (x, t) + 2z0(y))2
, (22)

V (x, t) =
−16F (−(c2 +W (x, t))/2) +W 2

xx(x, t)− 2Wx(x, t)Wxxx(x, t)
4W 2

x (x, t)
,

где W (x, t) удовлетворяет уравнению Кричевера–Новикова (20), а z0(y) удо-
влетворяет уравнению (21).

Таким образом, алгебро-геометрические решения КП ранга два в случае эл-
липтической спектральной кривой отвечают удивительному разделению пере-
менных в КП. По решению (1 + 1)-уравнения Кричевера–Новикова (20) и по
решению обыкновенного дифференциального уравнения (21) формула (22) дает
решение КП.

3.3. Гиперэллиптические спектральные кривые.

3.3.1. Самосопряженные операторы. Рассмотрим пару L4, L4g+2 коммути-
рующих дифференциальных операторов ранга два с гиперэллиптической спек-
тральной кривой Γ рода g:

w2 = Fg(z) = z2g+1 + c2gz
2g + · · ·+ c0. (23)

Операторы L4 и L4g+2 удовлетворяют уравнению (L4g+2)2 = Fg(L4). Кривая Γ
имеет голоморфную инволюцию

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w).

Напомним, что совместные собственные функции L4 и L4g+2 удовлетворяют
следующему уравнению второго порядка (см. (4)):

ψ′′(x, P ) = χ1(x, P )ψ′(x, P ) + χ0(x, P )ψ(x, P ), P = (z, w) ∈ Γ. (24)

Коэффициенты χ0(x, P ), χ1(x, P ) – рациональные функции на Γ с 2g простыми
полюсами, зависящими от x, а χ0 имеет также дополнительный полюс в бес-
конечности. Эти функции удовлетворяют уравнениям (5)–(7). Для того чтобы
найти операторы L4, L4g+2, достаточно найти χ0, χ1.
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Если функция χ1 инвариантна относительно инволюции σ, то оператор L4

самосопряжен. В окрестности точки q = ∞ имеем разложения

χ0 =
1
k

+ a0(x) + a1(x)k +O(k2), χ1 = b1(x)k + b2(x)k2 +O(k3),

где k = 1/
√
z – локальный параметр около q. Коэффициенты оператора L4 вы-

ражаются через коэффициенты aj(x), bi(x) по следующим формулам (см. [16]):

L4 = ∂4
x + f2(x)∂2

x + f1(x)∂x + f0(x),

f0 = a2
0 − 2a1 − 2b′1 − a′′0 , f1 = −2(b1 + a′0), f2 = −2a0.

Если функция χ1 инвариантна относительно инволюции σ, то b1 = 0 и в этом
случае

L4 = (∂2
x − a0(x))2 − 2a1(x).

С. П. Новиков высказал гипотезу, что верно и обратное утверждение: если
b1 = 0, то все b2j+1, j > 1, равны нулю. Это утверждение доказано в [16].

Теорема 8 [16]. Оператор L4 формально самосопряжен тогда и только
тогда, когда

χ1(x, P ) = χ1(x, σ(P )).

При g = 1 теорема 8 эквивалентна теореме 5, доказанной П. Г. Гриневичем
и С. П. Новиковым [43].

Предположим, что оператор L4 формально самосопряжен; тогда он может
быть записан в виде

L4 = (∂2
x + V (x))2 +W (x).

Имеет место следующая теорема.

Теорема 9 [16]. Если оператор L4 самосопряжен, то

χ0 = −1
2
Qxx

Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
,

где
Q = zg + αg−1(x)zg−1 + · · ·+ α0(x).

Функция Q удовлетворяет уравнению

4Fg(z) = 4(z −W )Q2 − 4V (Qx)2 + (Qxx)2 − 2QxQxxx

+ 2Q(2VxQx + 4V Qxx +Qxxxx). (25)

Продифференцируем обе части (25) по x и разделим на Q, получим линейное
(кососимметричное) уравнение на Q.

Следствие 2 [16]. Функция Q удовлетворяет линейному уравнению

∂5
xQ+ 4V Qxxx + 2Qx(2z − 2W + Vxx) + 6VxQxx − 2QWx = 0. (26)
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Потенциалы V , W имеют вид

V =
(Q′′)2 − 2Q′Q(3) − 4Fg(z)

4(Q′)2

∣∣∣∣
z=γj

,

W = −2(γ1 + · · ·+ γg)− c2g, (27)

где γj(x) – корни уравнения Q = 0.

При g = 1 из (25) следует формула (14) для выражения потенциала V (x)
через W (x).

Теорема 9 показывает, что существует аналогия между спектральными тео-
риями конечнозонного оператора Шрёдингера L2 = −∂2

x + u(x) и самосопря-
женного оператора L4, коммутирующего с L4g+2. Действительно, уравне-
ния (25), (26) являются аналогами уравнений (2), (3), а формула (27) явля-
ется аналогом формулы следов для потенциала u(x).

3.3.2. Примеры. Теорема 9 позволяет строить явные примеры.

Пример 4 [16]. Оператор

L
♯

4 = (∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)2 + g(g + 1)α3x, α3 ̸= 0,

коммутирует с дифференциальным оператором L
♯

4g+2 порядка 4g+2, при этом

Q = δgx
g + · · ·+ δ1x+ δ0, δi = δi(z), (28)

δs =
s+ 1

α3(g − s)(s+ g + 1)(2s+ 1)

(
2(α2(s+ 1)2 + z)δs+1

+ α1(s+ 2)(2s+ 3)δs+2 + 2α0(s+ 2)(s+ 3)δs+3

+
1
2
(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)δs+5

)
,

где 0 6 s < g − 1, δg – константа и δs = 0 при s > g.
Если g = 1, α1 = α2 = 0, α3 = 1, то операторы L

♯

4, L
♯

4g+2 совпадают с опера-
торами Диксмье (8), (9).

Пример 5 [17]. Пусть P – решение уравнения

(P ′(x))2 = g2P
2(x) + g1P(x) + g0, g2 ̸= 0.

Тогда оператор

L4 = (∂2
x + α1P(x) + α0)2 + α1g2g(g + 1)P(x), α1 ̸= 0,

коммутирует с оператором L4g+2 порядка 4g + 2.
При g0 = 1, g1 = 0, g2 = −1 мы получаем оператор с периодическими

коэффициентами:

L4 = (∂2
x + α1 cosx+ α0)2 − α1g(g + 1) cosx, α1 ̸= 0.

При g0 = −1, g1 = 0, g2 = 1 получаем оператор

L♮
4 = (∂2

x + α1 coshx+ α0)2 + α1g(g + 1) coshx, α1 ̸= 0, (29)

который понадобится нам в дальнейшем.
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Пример 6 [17]. Пусть ℘(x) удовлетворяет уравнению

(℘′(x))2 = 4℘3(x)− g1℘
2(x)− g2℘(x)− g3.

Тогда оператор

L4 = (∂2
x + α1℘(x) + α0)2 + s1℘(x) + s2℘

2(x),

где

α1 =
1
4
− 2g2 − 2g, s1 =

1
4
g(g + 1)(16α0 − 5g1), s2 = −4g(g + 2)(g2 − 1),

α0 – произвольная константа, коммутирует с оператором порядка 4g + 2.

Укажем другие примеры операторов порядка 4, которые коммутируют с опе-
раторами порядка 4g + 2.

Пример 7 [21].

L4 =
(
∂2

x +
1
4
α2 cos2 x+ α cosx+

(2g + 1)2 − α2

4

)2

− g(g + 1)(α2 cos2 x+ 2α cosx), α ̸= 0.

Пример 8 [27].

L4 = (∂2
x + α1x

6 + α2x
2)2 + 16α1g(g + 1)x4.

Пример 9 [27].

L4 = (∂2
x + α1x

4 + α2x
2 + α3)2 + 4α1g(g + 1)x2.

В [19], [21] доказано, что максимальные коммутативные кольца, содержащие
операторы порядков 4 и 4g + 2 из примеров 4, 5 (для случая (29)) и 7, не
содержат операторов нечетных порядков.

В работе [25] В.С. Оганесян исследовал специальный случай самосопряжен-
ного оператора четвертого порядка, имеющего следующий вид:

L4 = ∂4
x +W (x).

В работе [25] доказано, что если этот оператор коммутирует с оператором по-
рядка 4g + 2, то W (x) может иметь полюсы только четвертого порядка с раз-
ложением в ряд Лорана в окрестности полюса a ∈ C следующего вида:

W (x) =
n(4n+ 1)(4n+ 3)(4n+ 4)

(x− a)4
+

∞∑
j=0

dj(x− a)j , n ∈ N,

где d4k−l = 0 при k = 1, . . . , n, l = 1, 2, 3 и d4r−1 = d4r−3 = 0 при r = n+1, . . . , g.
Более того, если ψ(x) – решение уравнения

(∂4
x +W (x))ψ(x) = zψ(x),
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то ψ(x) имеет в точке a ∈ C особенность типа xσ±r g(x), где g(x) – аналитическая
функция в точке a, r = 1, 2,

σ±1 =
1
2
(1− 4n±

√
1− 16n− 16n2 ),

σ±2 =
1
2
(5 + 4n±

√
1− 16n− 16n2 ).

В [25] также построен пример такого оператора, коммутирующего с L4g+2.

Пример 10 [25]. Оператор

L4 = ∂4
x + g(4g + 1)(4g + 3)(4g + 4)℘2(x),

где ℘(x) удовлетворяет уравнению

(℘′(x))2 = 4(℘(x))3 − g2℘(x),

коммутирует с оператором порядка 4g + 2.

3.3.3. Автоморфизмы первой алгебры Вейля. Предположим, что два опе-
ратора Ln, Lm ∈ A1 с полиномиальными коэффициентами коммутируют:
LnLm = LmLn. Предположим также, что A,B ∈ A1 удовлетворяют тожде-
ству [A,B] = 1. Так как [∂x, x] = 1, то, заменив в Ln, Lm переменную x на B
и ∂x на A, мы получим новые операторы из A1, которые также коммутируют.
Отметим, что отображение ϕ : A1 → A1, заданное формулами

ϕ(∂x) = A1, ϕ(x) = B,

определяет эндоморфизм алгебры A1. Ж. Диксмье доказал, что группа авто-
морфизмов Aut(A1) порождается следующими автоморфизмами:

ϕ1(x) = αx+ β∂x, ϕ1(∂x) = γx+ δ∂x, α, β, γ, δ ∈ C, αδ − βγ = 1,

ϕ2(x) = x+M1(∂x), ϕ2(∂x) = ∂x,

ϕ3(x) = x, ϕ3(∂x) = ∂x +M2(x),

где M1, M2 – произвольные полиномы (см. [50]), т. е. любой автоморфизм яв-
ляется композицией автоморфизмов вида ϕj .

О. И. Мохов [22], [23] применил автоморфизмы Aut(A1) к операторам ранга
два для нахождения примеров операторов ранга l > 1.

Пример 11 [22]. Применим автоморфизм

∂x 7→ −x+ ∂k
x , x 7→ ∂x

к операторам из примера 4 при α3 = 1, α1 = α2 = 0. Получим коммутирующие
операторы L

♯

4k, L
♯

4kg+2k порядков 4k, 4kg + 2k ранга l = 2k, k > 1, где

L
♯

4k = (∂2k
x − 2x∂k

x − k∂k−1
x + ∂3

x + x2 + α0)2 + g(g + 1)∂x.

Применим к тем же операторам автоморфизм

∂x 7→ −∂x, x 7→ −x+ ∂k
x .
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Получим операторы L
♯

6k, L
♯

6kg+3k ранга l = 3k, k > 1, порядков 6k, 6kg + 3k,
где

L
♯

6k = (∂3k
x − 3x∂2k

x − 3k∂2k−1
x + 3x2∂k

x + 3kx∂k−1
x

+ k(k − 1)∂k−2
x + ∂2

x − x3 + α0)2 − g(g + 1)x+ g(g + 1)∂k
x .

Пример 12 [23]. Рассмотрим оператор (29), коммутирующий с оператором
порядка 4g + 2. О. И. Мохов заметил, что если сделать замену переменной

x = ln
(
y +

√
y2 − 1

)l
, l = ±1,±2, . . . ,

то эти операторы будут иметь полиномиальные по y коэффициенты, при этом

L♮
4 =

(
(1− y2)∂2

y − 3y∂y + aTl(y) + b
)2 − ar2g(g + 1)Tl(y), a ̸= 0,

где Tl(y) – полином Чебышёва степени |l|. Напомним, что

T0(y) = 1, T1(y) = y, Tl(y) = 2yTl−1(y)− Tl−2(y), T−l(y) = Tl(y).

Если применить к этим операторам автоморфизм

∂y 7→ −y, y 7→ ∂y,

то мы получим операторы ранга l порядков 2l и (2g + 1)l.

Интересной задачей является задача описания орбит действия автоморфиз-
мов первой алгебры Вейля Aut(A1) на множестве коммутирующих операторов
с фиксированной спектральной кривой или, более общо, на множестве решений
уравнения

R(X,Y ) =
N∑

i,j=0

cijX
iY j , X, Y ∈ A1, cij ∈ C.

Если описать все орбиты, то это даст возможность сравнить множество эндо-
морфизмов End(A1) и Aut(A1). Напомним гипотезу Диксмье (см. работу [50]):
End(A1) = Aut(A1), или, другими словами, если имеется решение уравнения

[A,B] = 1, A,B ∈ A1,

то A, B получаются из ∂x и x с помощью композиций ϕj . Эта гипотеза имеет
отношение к гипотезе о якобиане. А именно, как показано в [54], общая гипоте-
за Диксмье для n-мерной алгебры Вейля An стабильно эквивалентна гипотезе
о якобиане.

Ю. Ю. Берест высказал следующую гипотезу: если род римановой поверх-
ности, отвечающей уравнению R = 0 с общими cij ∈ C, равен g = 1, то
множество орбит бесконечно, а если g > 1, то существует только конечное
число орбит.

Если множество орбит конечно хотя бы для одного уравнения, то отсюда
следует, что End(A1) = Aut(A1).
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В [29] доказана следующая теорема.

Теорема 10. Множество орбит действия группы Aut(A1) на множестве
решений произвольного уравнения

Y 2 = X3 + c2X
2 + c1X + c0, X, Y ∈ A1, cj ∈ C,

бесконечно.

Эта теорема вытекает из приводимых ниже теоремы 11 (вариант теоремы 6)
и леммы 4.

Теорема 11 [29]. Для произвольного целого m > 0 и произвольной спек-
тральной кривой Γ, заданной уравнением w2 = z3+c2z2+c1z+c0 , существуют
полиномы

Vm(x) = αm+2x
m+2 + · · ·+ α0, Wm(x) = βmx

m + · · ·+ β

с коэффициентами αm+2 ̸= 0, βm ̸= 0 такие, что оператор

L4,m = (∂2
x + Vm(x))2 +Wm(x)

коммутирует с оператором шестого порядка L6,m и спектральная кривая
операторов L4,m , L6,m совпадает с Γ.

Лемма 4 [29]. Рассмотрим семейство операторов четвертого порядка
с полиномиальными коэффициентами:

L(r) =
(
a(x)∂2

x + b(x)∂x + cr(x)
)2 + dr(x), r ∈ N,

где a(x), b(x) – полиномы фиксированной степени такие, что

deg a(x) > deg b(x), deg cr(x) = r, r > deg dr(x).

Если r > deg a(x) + 8, то
ϕ(L(r)) ̸= L(r1)

при r ̸= r1 для произвольного ϕ ∈ Aut(A1). Здесь мы предполагаем, что
deg b(x) = −∞, если b(x) = 0.

Таким образом, L4,n и L4,m при n ̸= m лежат в разных орбитах.
Пусть

w2 = z2g+1 + c♮2gz
2g + · · ·+ c♮1z + c♮0 (30)

– уравнение спектральной кривой для коммутирующих операторов L♮
4, L

♮

4g+2

из примера 5. Имеет место следующая теорема.

Теорема 12 [29]. Множество орбит действия группы Aut(A1) на множе-
стве решений уравнения

Y 2 = X2g+1 + c♮2gX
2g + · · ·+ c♮1X + c♮0, X, Y ∈ A1,

бесконечно.
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Как показано в примере 12, операторы L♮
4, L

♮
4g+2 коммутируют при всех l

и имеют одну и ту же спектральную кривую (30). Следовательно, по лемме 4,
эти пары операторов при различных l лежат в разных орбитах.

В случае общих гиперэллиптических кривых рода два множество орбит так-
же бесконечно.

Теорема 13 [55]. Оператор

L
♭

4 = ((α1x
2 + 1)∂2

x + (α2x+ α3)∂x + α4x+ α5)2 + α1α4g(g + 1)x+ α6

коммутирует с оператором L
♭

10 при g = 2 и всех αi ∈ C.
Пара L

♭

4 , L
♭

10 является решением уравнения

Y 2 = X5 + c4X
4 + c3X

3 + c2X
2 + c1X + c0, X, Y ∈ A1, ci ∈ C, (31)

где ci полиномиально зависят от αi . Множество орбит действия группы
Aut(A1) на множестве решений уравнения (31) с общими ci бесконечно.

Мы проверили, что оператор L
♭

4 коммутирует с L
♭

6 при g = 1 и с L
♭

14 при
g = 3. Было бы интересно доказать, что оператор L

♭

4 коммутирует с операто-
ром порядка 4g + 2. Для этого нужно развить методы работы [16] на случай
несамосопряженных операторов.

3.3.4. Оператор Шрёдингера с полиномиальными потенциалами. Как уже
отмечалось, в общем случае при l > 1 функция Бейкера–Ахиезера не най-
дена явно. В этом пункте мы указываем связь между собственными функ-
циями некоторых обыкновенных коммутирующих дифференциальных опера-
торов ранга два с полиномиальными коэффициентами и собственными функ-
циями одномерного оператора Шрёдингера с потенциалом третьей и четвер-
той степени. Отметим, что оператор Шрёдингера с полиномиальными потен-
циалами возникает во многих областях математической физики (см., напри-
мер, [56]–[58]).

Напомним, что оператор

L
♯

4 = (∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)2 + g(g + 1)α3x, α3 ̸= 0,

коммутирует с оператором порядка 4g + 2 (см. пример 4). В следующей тео-
реме указана связь между некоторыми собственными функциями ψ(x) этого
оператора,(

(∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)2 + g(g + 1)α3x

)
ψ(x) = zψ(x), (32)

и собственными функциями одномерного оператора Шрёдингера с кубическим
потенциалом.

Теорема 14 [28]. Пусть ϕ(x) – решение уравнения

(∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)ϕ(x) = 0.
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Тогда справедливы следующие утверждения:
1) при g = 2 функция ψ(x) = (6α3x + z + 4α2)ϕ(x) удовлетворяет (32), где

собственное число z – решение уравнения

z2 + 4α2z + 12α1α3 = 0; (33)

2) при g = 4 функция

ψ(x) = (280α2
3x

2 + 20α3(z + 16α2)x+ z2 + 20α2z + 64α2
2 + 168α1α3)ϕ(x)

удовлетворяет (32), где собственное число z – решение уравнения

z3 + 20α2z
2 + 16(4α2

2 + 13α1α3)z + 320α3(7α0α3 + 2α1α2) = 0. (34)

Теорема 14 означает, что оператор Шрёдингера

L2 = ∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0

коммутирует с некоторыми операторами ранга два по модулю L2.

Следствие 3 [28]. При g = 2, 4 операторы

p−1L
♯

4p, p−1L
♯

4g+2p, L2

образуют коммутативное кольцо по модулю L2 , т.е.

[p−1L
♯

4p, L2] = B1L2, [p−1L
♯

4g+2p, L2] = B2L2, (35)

где B1 , B2 – некоторые операторы. Здесь при g = 2

p(x) = 6α3x+ z + 4α2

и z удовлетворяет (33), а при g = 4

p(x) = 280α2
3x

2 + 20α3(z + 16α2)x+ z2 + 20α2z + 64α2
2 + 168α1α3

и z удовлетворяет (34).

Можно проверить, что оператор

L4 = (∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)2 + 2g(g + 1)x(α3 + 2α4x), (36)

где
α3

3 − 4α2α3α4 + 8α1α
2
4 = 0, (37)

коммутирует при малых g с оператором порядка 4g + 2. Было бы интерес-
но доказать коммутируемость при всех g. Оператор из примера 9 является
частным случаем оператора (36). В следующей теореме указана связь между
некоторыми собственными функциями ψ(x) оператора (36),

L4ψ(x) = zψ(x), (38)

и собственными функциями одномерного оператора Шрёдингера с потенциа-
лом четвертой степени.
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Теорема 15 [28]. Пусть ϕ(x) – решение уравнения

(∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)ϕ = 0,

где αj удовлетворяют (37). Тогда
1) при g = 1 функция

ψ(x) = (4α4x+ α3)ϕ(x)

удовлетворяет (38), где z = α2
3/α4 − 4α2 ;

2) при g = 2 функция

ψ(x) =
(
24α2

4x
2 + 12α3α4x− 3α2

3 + α4(z + 16α2)
)
ϕ(x)

удовлетворяет (38), где собственное число z – решение уравнения

z2 −
(

3α2
3

α4
− 16α2

)
z + 24α1α3 + 192α0α4 = 0.

Для теоремы 15 также верен аналог следствия 3.
В заключение этого пункта покажем, что некоторые собственные функции

операторов ранга два могут быть выражены через функцию Бесселя. В [18]
доказано, что оператор

L∨4 = (∂2
x + α1e

x + α0)2 + α1g(g + 1)ex

коммутирует с оператором порядка 4g + 2. Обозначим через ϕ(x) решение
уравнения (

∂2
x + α1e

x + α0 +
1
4
(g + ε)2

)
ϕ = 0.

Теорема 16 [28]. 1) При ε = 0 функция ψ(x) = egx/2ϕ(x) удовлетворяет
уравнению

L∨4ψ(x) = −1
4
g2(4α0 + g2)ψ(x).

2) При ε = 1 функция ψ(x) = e−(g+1)x/2ϕ(x) удовлетворяет уравнению

L∨4ψ(x) = −1
4
(g + 1)2(4α0 + (g + 1)2)ψ(x).

Замечание 2. Решения уравнения (∂2
x +α1e

x +α0)ϕ = 0 выражаются через
функцию Бесселя, а именно, замена переменной x = ln(y2/(4α1)) сводит это
уравнение к уравнению Бесселя (y2∂2

y + y∂y + (y2 + 4α0))ϕ = 0.

Связь между некоторыми собственными функциями операторов ранга два
и функциями Гойна отмечена в [26].



САМОСОПРЯЖЕННЫЕ КОММУТИРУЮЩИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 179

3.3.5. Эволюционные уравнения. Уравнение

[L4, ∂tn
−A2n+1] = 0, (39)

где L4 = (∂2
x + V (x, tn))2 +W (x, tn), а A2n+1 – кососимметричный оператор по-

рядка 2n+ 1, определяет систему эволюционных уравнений на V (x, tn), W (x, tn).
При n = 1 оператор A3 имеет вид

A3 = ∂3
x +

3
2
V (x, t1)∂x +

3
4
Vx(x, t1),

уравнение (39) принимает вид

Vt1 =
1
4
(6V Vx + 6Wx + Vxxx), Wt1 =

1
2
(−3VWx −Wxxx). (40)

При n = 2 имеем

A5 = ∂5
x +

5
2
V ∂3

x +
15
4
Vx∂

2
x +

5
8
(3V 2 + 2W + 5Vxx)∂x

+
5
16

(6V Vx + 2Wx + 3Wxxx),

Vt2 =
1
16

(
30V 2Vx + 20Vx(W + Vxx) + 10V (2Wx + Vxxx) + 10Wxxx + ∂5

xV
)
, (41)

Wt2 =
1
8
(
−5V 2Wx + 5Wx(2W − Vxx)− 10VxWxx − 10VWxxx − 2∂5

xW
)
. (42)

Следуя работе [9], будем называть решение V , W уравнения (39) решением
ранга два, если L4 коммутирует при всех tn с оператором L4g+2 и вместе они
образуют пару операторов ранга два. Решения ранга один (т. е. когда L4 ком-
мутирует с оператором нечетного порядка) были найдены В. Г. Дринфельдом
и В. В. Соколовым [59].

Согласно теореме 9, с оператором L4 связана функция

Q = zg + αg−1(x, tn)zg−1 + · · ·+ α0(x, tn).

В [20] доказано, что при n = 1, 2 функция Q удовлетворяет следующим эволю-
ционным уравнениям:

Qt1 =
1
2
(−3V Qx −Qxxx), (43)

Qt2 =
1
8
(
−4QWx + 2VxQxx +Qx(8z − 5V 2 + 2W − Vxx)− 2V Qxxx

)
. (44)

Эти уравнения задают симметрии уравнения (25).
Для уравнения Кортевега–де Фриза

ut =
1
4
(6uux + uxxx), u = u(x, t),

в случае конечнозонных решений имеется аналог уравнения (43) (см. [37]).
Уравнение Кортевега–де Фриза имеет следующее представление Лакса:[

∂2
x + u, ∂t −

(
∂3

x +
3
2
u∂x +

3
4
ux

)]
= 0.
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Конечнозонные решения выделяются условием

[∂2
x + u, L2g+1] = 0,

где L2g+1 – дифференциальный оператор порядка 2g + 1 с коэффициентами,
зависящими от t. Полином Q, ассоциированный с конечнозонным оператором
Шрёдингера (см. п. 2.2), удовлетворяет уравнению (см. [37])

Qt =
1
2
(2z + u)Qx −

1
2
Qux.

Это уравнение является аналогом уравнения (43), оно задает симметрию урав-
нения (2).

Пусть спектральная кривая задается уравнением

w2 = F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0.

Тогда, как отмечалось в п. 3.2.2, функция V (x, tn) выражается через W (x, tn)
по формуле

V (x, tn) =
−16F1((−c2 −W (x, tn))/2) +W 2

xx − 2WxWxxx

4W 2
x

.

При n = 1 система (40), а также уравнение (43) сводятся к уравнению Криче-
вера–Новикова

Wt1 =
48F1((−c2 −W )/2)− 3W 2

xx + 2WxWxxx

8Wx
.

Аналогично, при n = 2 система (41), (42), а также уравнение (44) сводятся ко
второму уравнению иерархии Кричевера–Новикова

Wt2 =
1

128W 3
x

(
−1280F 2

1 (γ)− 16(4c2 + 2W − F1xx(γ))W 4
x − 45W 4

xx

+ 100WxW
2
xxWxxx + 160F1(γ)(5W 2

xx − 2WxWxxx)

+ 20W 2
x (−W 2

xxx + 2Wxx(4F1x(γ)− ∂4
xW )) + 8W 3

x∂
5
xW

)
,

где γ = −(c2 +W )/2.
Автомодельные решения ранга два указанных уравнений имеют следующий

вид.

Теорема 17 [20]. Системы (40) и (41), (42) имеют решения

V (x, t1) = −10℘(at1 + x)− 2a
21
,

W (x, t1) = −40℘2(at1 + x)− 20
21

(8a− 7g1)℘(at1 + x)

и

V (x, t2) = −8℘(at2 + x) +
2g1
3
,

W (x, t2) = 24℘2(at2 + x)− 4g1℘(at2 + x) +
4a
5
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соответственно, где a – константа, а функция ℘(x) – эллиптическая функ-
ция Вейерштрасса, удовлетворяющая уравнению

(℘′(x))2 = 4℘3(x)− g1℘
2(x)− g2℘(x)− g3.

Было бы очень интересно получить аналог уравнения Кричевера–Новикова
из уравнения (43) при g > 2.

Решения V (x, t1), W (x, t1) из теоремы 17 и формула (22) дают явные реше-
ния ранга два уравнения Кадомцева–Петвиашвили.
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