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Хорошо известно, что система собственных функций формально самосопряженного дифферен­
циального оператора с произвольными самосопряженными краевыми условиями, обеспечивающими 
точечный спектр, образует ортонормированный базис в пространстве Ь^. Во многих работах (см., на­
пример, [1,2]) исследовался вопрос, сохраняется ли свойство базисности при слабом в некотором смысле 
возмущении исходного самосопряженного оператора, имеющего дискретный спектр. Для несамосопря­
женного оператора, система корневых функций которого образует базис Рисса в L-2, аналогичный 
вопрос изучался в [3]. В настоящей работе на отрезке [0,1] рассматривается задача 

и" + \и = 0, u(0) = u(l) , и'(0) = u '( l) + V(u), (1) 

где V(u) - ограниченный линейный функционал, заданный на множестве функций, непрерывных на 
отрезке [0,1]. Если V{u) = 0, то задача (1) является самосопряженной, а система собственных функ­
ций - обычной тригонометрической системой. Случай V(u) = £щ(0), где Ь - произвольное комплексное 
число, изучен в [4]. Указанная задача является самосопряженной тогда и только тогда, когда Ь — Ъ, 
однако при любом Ь система корневых функций образует базис Рисса в пространстве 1,2(0,1). 

Будем рассматривать задачу (1), если V(u) = р(х)и(х) dx, где комплексная функция р(х) Е 
Е Li(0,1). Из работы [5] следует, что система собственных и присоединенных функций {ип(х)} зада­
чи (1) полна и минимальна в 1/2(0,1). В работе [5] также установлено, что 

| Im/ i n | < М , (2) 

где р 2 — А п - собственные значения задачи (1), R e p n > 0, М - некоторая постоянная, и, кроме того, 
для любого R > 0 существует не более конечного числа собственных значений, по абсолютной вели­
чине не превосходящих R. Несложные вычисления показывают, что характеристический определитель 
Д(р) задачи (1) представляется в виде Д(р) = — 8грД(р), где 

1 1 
Д(р) = sin2 | + ^ ( l - е - * " ) jp(x)e^x dx - (1 - е*") jр{х)е~^х dx^j . 

о 0 

Пусть T(z,r) - окружность радиуса г с центром в точке z. Легко видеть, что в правой полуплоскости 
вне окружностей Г(27гп, 1/2) (п = 0,1, . . . ) | sin 2(/i/2)| > с\ > 0. Так как все корни уравнения 

A M = 0 (3) 

удовлетворяют условию (2), то стандартными рассуждениями, связанными с применением теоремы 
Руше, находим, что все достаточно большие по абсолютной величине корни уравнения (3) расположены 
внутри окружностей Г(27гп, 1/2) и внутри каждой из этих окружностей функции A(/i) и sin2(/x/2) 
имеют равное число корней. Заменой /л = 2тгп + р, где \р\ < 1/2, уравнение (3) приводим к виду 

s i n 2 | + A 1 ( p ) = 0 , (4) 

1 1 
Д!(р) = — - - - ((1 - е~гр) [р{х)ег{2пп+^х dx-(l- е1р) [р(х)е~г^п+^х dx] . 

8г(2тгп + р) \ J J J 
о о 

Отсюда следует, что sin 2(p/2) = 0 ( n _ 1 ) , стало быть, р = 0 ( п - 1 / 2 ) , а значит, при всех достаточно 
больших п все корни уравнения (4) удовлетворяют неравенству 

|р| < С 2 П - 1 / 2 (с 2 > 0). (5) 
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Очевидно, что при всех достаточно больших п для любого р, удовлетворяющего неравенству (5), 
справедливо неравенство | sin 2(р/2)| > с 3 | р | 2 (с 3 > 0). Из леммы Римана и разложения по формуле 
Маклорена функций егр и е~гр следует, что при всех достаточно больших п для любого р, удовлетво­
ряющего неравенству (5), имеет место неравенство |Ai(p) | < сз |р | / (2п) . Из двух последних неравенств 
вытекает, что при всех достаточно больших п уравнение (4) не имеет корней, если |р| > 1 /п , следова­
тельно, все достаточно большие по абсолютной величине корни уравнения (3) имеют вид р'п = 27гп+р ' п , 
р!п = 2ттп + р"п, где \р'п\ < 1 / п , |р£| < 1 /п . 

Обозначим через Р множество функций р(х) таких, что система собственных и присоединенных 
функций задачи (1) образует базис Рисса в 1/2(0,1), Р = 1а (0,1) \ Р. 

Теорема. Множества Р и Р всюду плотны в Li(0 ,1). 
Доказательство. Обозначим ао = / 0 p(x)dx, ап = р(х) cos(27rnx) dx, bn = JQ

X p(x) sin(27rnx) dx 
(n — 1 , 2 , . . . ) , Sn - двумерное подпространство, образованное корневыми функциями, отвечающими 
собственным значениям Х'п = (р'п)2 и = (р!п)2 {н — no,no + 1 , . . . ) , где по - некоторое доста­
точно большое число, и Sn - корневое подпространство, отвечающее собственному значению А п , где 
п — 0 , 1 , . . . , п о — 1. Всюду в дальнейшем запись | | / | | будет означать норму | | / | | L 2 ( O , I ) - Рассмотрим 
ряд случаев. 

1) Очевидно, что при ап = Ъп — 0 (п > по) и любых С\ и С2 (|Ci| + |С21 > 0) функция 
ип(х) — С\ sin(27rna;) + С2 cos(27rnx) является собственной функцией задачи (1), отвечающей собствен­
ному значению А п = А'п — \'п = (27гп) 2 . Подпространство Sn образовано двумя собственными функ­
циями, отвечающими собственному значению А п . 

2) Легко проверить, что в случае \ап\ + |ЬП| > 0 (п > по) функция ип(х) — bncos(27rnx) — 
— апsin(27rnx) является собственной функцией, отвечающей собственному значению А^ = (27гп) 2 . 

Пусть ап = 0, Ьп ф 0. Тогда ип(х) — bncos(2/Knx) - собственная функция, отвечающая собствен­
ному значению А'п. Непосредственно проверяется, что функция ип{х) — (47гп ) - 1 (Ь п ж -I- jn) sin(27rnx), 

где 7 П = 27гп — j Q р(х)х s'm(27rnx) dx, является присоединенной функцией, отвечающей собственному 

значению А^ и собственной функции ип(х). Подпространство Sn образовано корневыми функциями 

ип(х) и ип(х). 
Пусть ап ф 0. Ранее было получено, что А'п = (27гп) 2 . Докажем, что А^ ф \ п . Если предпо­

ложить противное, то собственному значению (27гп) 2 отвечает двумерное собственное подпростран­
ство Sn, содержащее, в частности, собственную функцию ип(х). Если Sn образовано двумя линейно 
независимыми собственными функциями, то оно содержит собственную функцию йп(х) = cos(27rnx). 

Отсюда следует, что ап = 0, т.е. приходим к противоречию. Если Sn содержит присоединенную функ­
цию ип(х), то, решая уравнение и'^(х) + (2ттп)2ип(х) = ип(х), легко проверить, что она имеет вид 
ип(х) = х(ап cos(27rnx) -f /Зп s in(27mx)) + сп cos(27rnx) -f dn sin(27rn:r), где an = —ап/(4тгп). Так как 
ип(0) = ип(1), то ап = 0, что является противоречием. Следовательно, = (2irn + рп)2, где р'^ ф 0. 

Вычислим асимптотику собственной функции йп(х), отвечающей собственному значению \'^. Со­
гласно [6, с. 54], функция йп(х) (с точностью до линейного множителя) имеет вид 

йп(х) - (1 - e*(*™+P"))e-W™+Pn)* - (1 _ e-i(2nn+p';)y(2nn+p';)x = _2ipl^ c o s ( 2 7 m + р^)Х + 0 ( (р^ ) 2 ) , 

следовательно, можно считать, что йп(х) = у/2 cos(27rn-f р'^)х + О(р^), и, стало быть, подпространство 
Sn образовано двумя собственными функциями, функцией йп(х) — V2(bn cos(27rnx) — ansm(2nnx)), 
где (in - fln(|an|2 + | Ь П | 2 ) " 1 / 2 , К = 6 n ( | a n | 2 + | 6 n | 2 ) - 1 / 2 , и функцией йп{х). Легко видеть, что 

IKO'OII = 1 + oin-'), \\йп(х)\\ = 1 + о(п~1). 
Пусть Ьп ф 0 для всех достаточно больших п и lim an/bn = 0. Тогда lim ап — 0, lim bn = 1, 

П—>00 П—¥00 П—УОО 

следовательно, йп(х) = йп(х) + о(1). Обозначив через vn(x) функцию из биортогонально сопряженной 
системы, стоящую в паре с йп(х), и повторив далее рассуждения из работы [7], находим, что 

lim | | й п | | | | й п | | = оо, 
п—>оо 

откуда следует, что система корневых функций задачи (1) не образует базис в 1/2(0,1). 
В работе [5] доказано, что подпространства Sn образуют базис Рисса в 1/2(0,1)- Если ап = 0 для 

всех достаточно больших п, то, выбирая в каждом из подпространств Sn ортонормированный базис, 
получаем [8, с. 414-415], что система собственных и присоединенных функций задачи (1) является 
базисом Рисса в 1/2(0,1). 
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Пусть f(x) - произвольная функция из класса 1/2(0,1), a on(x,f) - п-я частичная сумма ее 
разложения в тригонометрический ряд. Очевидно, что для любого е > 0 существует такой номер N 
(N > п 0 ) , что \\f(x) - <7jv0e,/ ) | | < е/2- Положим р(х) = отДж,/), тогда ап — Ьп = 0 при п> N. Из 
наших рассуждений вытекает, что в этом случае система корневых функций задачи (1) образует базис 
Рисса в 1/2(0,1), следовательно, множество Р всюду плотно в 1,2(0,1), а значит, и в Li(0,1). 

где ап = е/(2пп), Ьп — е/2п. Тогда \\f(x) — р(х)\\ < £, а система корневых функций задачи (1) не 
является базисом в L 2 (0 ,1) . Отсюда следует, что множество Р всюду плотно в L 2 (0,1) и Li(0,1). 
Теорема доказана. 

Задачи на собственные значения с нелокальными краевыми условиями исследовались многими 
авторами. Обширная библиография приведена в работах [9, 10]. 
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Пусть 
оо 

n=N+l 
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