
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2002, том 38, № 1, с. 126-128 

= К Р А Т К И Е С О О Б Щ Е Н И Я =================== 

УДК 517.929 

КРИТЕРИИ ОСЦИЛЛЯЦИОННОСТИ 
Д Л Я ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО 

ПОРЯДКА НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА СО СМЕШАННЫМИ 
АРГУМЕНТАМИ 

(с) 2002 г. Й. Джурина, Я . Буша, Э. А . Айрян 

Введение. В настоящей работе устанавливаются некоторые новые критерии осцилляционности 
для дифференциальных уравнений второго порядка нейтрального типа вида 

(x(t) +Plx(t - n ) + p2x(t + т 2 ))" = qi{t)x(t - аг) + q2(t)x(t + <J2), (1) 

причем предполагаются выполненными следующие условия: i) pi, т*, сг̂ , г = 1,2, - положительные 
постоянные; И) qi Е C([to, оо), i ? + ) , г — 1,2. 

Под решением уравнения (1) будем подразумевать непрерывную вещественную функцию x(t), 
определенную на [Тж,оо) для некоторого Тх > to, такую, что выражение x(t) +pix(t — Ti) +p2x(t + r2) 
является дважды непрерывно дифференцируемым и уравнение (1) справедливо при t>Tx. 

Будем говорить, что нетривиальное решение уравнения (1) является колеблющимся, если для лю­
бого t* > О на (£*, оо) существует его нуль, в противном случае будем называть его неколеблющимся. 
Уравнение (1) будем называть осцилляционным, если все его решения колеблющиеся. 

В последние годы (см., например, работы [1-3]) получены достаточные условия того, чтобы все 
ограниченные (неограниченные) решения уравнений нейтрального типа вида 

(x(t)+px(t±T))" =q(t)x(a(t)) (2) 

были колеблющиеся. Мы рассматриваем более общее дифференциальное уравнение нейтрального типа 
(1) и приводим критерии осцилляционности для (1), применимые также для уравнения (2). 

Целью настоящей работы является обоснование некоторых легко проверяемых условий, достаточ­
ных для осцилляционности (1) и обобщающих некоторые известные критерии. 

Все функциональные неравенства, которые используются в дальнейшем, предполагаются выпол­
ненными для всех достаточно больших значений t. 

Основные результаты. Достаточные условия, при которых все решения уравнения (1) являются 
колеблющимися, устанавливает следующая 

Теорема 1. Предположим, что а2 > т2 и о\ > т\. Пусть выполнены соотношения 

t+(T2-T2 

lim sup / (t + сг2 - r2 - s)?2 (s) ds > 1 + pi + p2, (3) 
*->oo J 

t 

lim sup / (s - t + o\ - Ti)q{(s)ds > 1 + pi + p 2 , (4) 
t->oo J 

t — Vi+Ti 

где ql(t) — mm{qi(t — T\),qi(t),qi(t + r 2 )} , г = 1,2. Тогда уравнение (1) осцилляционное. 
Доказательство. Допуская противное, предположим, что уравнение (1) имеет положительное 

решение x(t). Это означает существование to >0 такого, что x(t) > 0 при t > to- Положим 

z(t) = x(t) +pix(t - n ) +p2x(t + r 2), ( 5 ) 

y(t) = z(t) + piz(t - n ) + p2z(t + r2). (6) 

Тогда z(t) > 0, y(t) > 0, а также z"(t) = qi(t)x(t - &i) + q2(t)x(t -f a2) > 0, t > t\ > t0. Поэтому 
z'(t) сохраняет знак на [t2,oo). Тогда 

y"{t) = qi(t)x(t - (Ti) + q2(t)x(t + cr2) + piqi(t - n)x(t - o\ - тг) + piq2{t - Ti)x(t + a2 - n ) + 

126 



КРИТЕРИИ ОСЦИЛЛЯЦИОННОСТИ 127 

+P2?i(* + r2)x(t -<п + r2)+p2q2(t + r2)x(t + a2 + r 2) > - <7i) + g£(t)z(t + <72) > 0. (7) 
Далее рассмотрим два следующих случая. 

Случай 1. Пусть z'(t) > 0 при t > £2. Тогда */'(£) > 0 и на основании (7) y"{t + т2) > 
> q2{t+T2)z(t+a2+T2). Используя монотонность z, получим, что y(t+cr2) = z(t-\-a2)+piz(t+a2-Ti) + 
+ p2z(t + a2 + т 2) < z(t + a2 + т2)(1 -f pi -Ьр2). Комбинируя последние два неравенства, приходим к нера­
венству y"(t + r2) > {q%(t-\-T2)/(l+pi+p2))y(t + a2), т.е. y(t) является положительным возрастающим 
решением дифференциального неравенства 

y"(t)>(q№/(l+Pi+P2))y(t + <T2-T2). (8) 

С другой стороны, согласно результату работы [4] (см. также [5]), условие (3) противоречит существо­
ванию положительного возрастающего решения неравенства (8). 

Случай 2. Если z'(t) < 0, то y'(t) < 0 и (7) влечет за собой y"(t - п) > q{(t - n)x(t - а\ - тх). 
Тогда y(t-ai) = z(t-a\) + piz(t-ai - n ) + p2z(t-ai + т 2) < z(t - o\ - r i ) ( l + p i + Рг)> причем мы 
использовали убывание z(t). Следовательно, y"(t — r\) > (q{(t — т\)/(1 4-p\ + p2))y(t — о\) и y(t) -
положительное убывающее решение дифференциального неравенства 

»"(*) > (ЯШ0-+Р1 +P2))y(t-<r1+n). (9) 

С другой стороны, как показано в [4] (или см. [5]), условие (4) обеспечивает отсутствие положительных 
убывающих решений у неравенства (9). Получили противоречие. Теорема доказана. 

Следующий критерий осцилляционности дополняет предыдущий результат. 
Теорема 2. Пусть ft = (&{ — п)/2 > 0, г = 1,2. Предположим, что при г — 1,2 существуют 

такие функции 
(H(t) е C^faboo), di(t) > 0, (-1)1а'г\1) < 0, (10*) 

что 
Qi(t) > (1 +Pi +P2)oi(t)ai(t + (-1)%). (Hi) 

Если дифференциальное неравенство первого порядка 

v'(t) + (-l)i+1

ai(t + (-l)%)v(t + (-1УРг) > 0 (120 

не имеет при г — 1 отрицательного решения (при достаточно больших t), а при г = 2 положи­
тельного решения, то уравнение (1) осцилляционное. 

Доказательство. Предположим, что x(t) > 0 - решение уравнения (1). Пусть z(t) и y(t) опреде­
лены согласно (5) и (6) соответственно. Тогда, поступая, как и при доказательстве теоремы 1, приходим 
к равенству (7). 

С л у ч а й 1. Пусть z'(t) > 0. Тогда так же, как и в случае 1 теоремы 1, находим, что y(t) -
положительное возрастающее решение неравенства (8). Возьмем b2(t) = y'(t) + a2(t)y(t + /? 2). Тогда 
b2(t) > 0 и, используя (102), (Н 2 ) , получим, что 

b'2(t) - (a2(t)/a2(t))b2(t) - a2(t)b2(t + ft) = y"(t) - (a'2(t)/a2(t))y'(t) - a2(t)a2(t + p2)y(t + 2ft) > 

> y"(t) - a2(t)a2(t + p2)y(t + 2ft) > y"(t) - (g2*(*)/(l + P l + p2))y(t + a2 - r 2), 
откуда вместе с (8) вытекает неравенство b'2(t) — (a'2(t)/a2(t))b2(t) - a2(t)b2(t + ft) > 0. Положив 
b2(t) = a2(t)v(t), заключаем, что v(t) ~ положительное решение неравенства (122), а это вызывает 
противоречие. 

С л у ч а й 2. Допустим, что z'(t) < 0. Тогда y'(t) < 0. Следуя рассмотрению случая 2 теоремы 1, 
находим, что y(t) - положительное убывающее решение неравенства (9). Возьмем b\(t) — y'(t) — 
-ai(t)y(t — ft). Тогда b\(t) < 0 и неравенство (9) вместе с (10i), (Hi) влекут за собой 

b[(t) - (ai(*)/ai(*))bi(«) + ai(*)6i(* - ft) - y"(t) - (a '^/ax (*))</'(*) - ai(t)ai(t - fo)y(t - 2ft) > 

> y"(t) - ai(t)ai(t - fc)y{t - 2px) > y"(t) - (q{(t)/(l +Pi +P2))y(t ~ vi + ri) > 0. 
Положив bi(t) — a\(t)v(t), видим, что v(t) - отрицательное решение неравенства (12i). Это проти­
воречие и завершает доказательство теоремы. 

Следствие 1. Пусть ft = (oi — Т{)/2 > 0, г — 1,2, и выполнены условия (10{), (11г), г = 1,2. 
Если имеют место соотношения 

t 

lim inf / a i ( s - f t ) d s > - , (13) 
t-+oo J e 
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lim inf / a2(s + ft) ds > - , (14) 
^->оо у e 

t 
rao все решения уравнения (1) являются колеблющимися. 

Доказательство. Известно (см., например, [6]), что условие (13) является достаточным для того, 
чтобы (12i) не имело отрицательного (при достаточно больших t) решения. С другой стороны, условие 
(14) достаточно для того, чтобы (122) не имело положительного решения. 

Следствия, замечания и расширения. Мы получили различные критерии осцилляционности 
уравнения (1). Далее приведем некоторые следствия предыдущих результатов. 

Следствие 2. Пусть Oi > п и q*(t) > [(2 + е)/(е(ъ - п))]2(1 + рг + р2) для некоторого е > О, 
г — 1,2. Тогда все решения уравнения (1) являются колеблющимися. 

Доказательство. В следствии 1 достаточно положить ai(t) = (2 + е)/(оч — т г ) 2 , г = 1,2. 
Следствие 3. Пусть 0{> и qi > [2/(е(<т* - т;))]2(1 +pi +р 2 ) , i = 1,2. Тогда уравнение 

(x(t) +p!x(t - n)+p2x(t + т 2 ))" - qix(t - cri) - q2x(t + a2) = 0 (15) 

осцилляционное. 
Доказательство. Легко видеть, что q*(t) — qi. Пусть значение е > 0 такое, что ^ > 

> [(2 + e)/(e(ai — Т{))]2(1 + Pi + р2)- Для доказательства следствия достаточно положить ai(t) = 
= (2 + e)/(e(ai — г*)), г = 1,2, в следствии 1. 

Замечание. Для уравнения (15) мы установили тот же результат, что и в работе [7]. Наш подход, 
отличающийся от техники Грейса, может быть использован также в случае уравнения (1), которое 
является уравнением с непостоянными коэффициентами. 

Совмещая результаты теоремы 1 и следствия 1, получаем следующие три критерия осцилляцион­
ности уравнения (1). 

Теорема 4. Предположим, что &{> г — 1,2, справедливо условие (4) (условие (3)) и имеют 
место условия (102), (И2)- Если выполнено условие (Ц) (условие (13)), то уравнение (1) осцилля­
ционное. 

Таким образом, в настоящей работе мы получили некоторые новые критерии осцилляционности 
уравнения (1) с использованием новых условий и подходов осцилляционной теории. Наши результа­
ты применимы также для дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, причем 
известные критерии обоснованы новым способом. 

Если либо условие (3) теоремы 1 нарушается, либо условия (102), (112) теоремы 2 не выполняют­
ся, то тогда эти теоремы представляют критерии ограниченной осцилляционности уравнения (1), когда 
каждое его ограниченное решение является колеблющимся. С другой стороны, если нарушается усло­
вие (4) теоремы 1 или не выполняются условия (10i), (Hi) теоремы 2, то эти теоремы обеспечивают 
неограниченную осцилляционность уравнения (1), при которой каждое его неограниченное решение 
является колеблющимся. Такой же вывод правомерен для остальных теорем и следствий. 

Работа поддержана СГА (грант 1/4378/97) и Российским фондом фундаментальных исследований 
(грант 99-01-01101). 
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