
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 5, № 6 И9*9), 697—703 

У Д К 513.8 

ОБ УСЛОВИЯХ САМОСОПРЯЖЕННОСТИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ВЫСШЕГО 
ПОРЯДКА С ОПЕРАТОРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

М. Г. Гимадисламов 
Найдены некоторые достаточные условия самосопряженно­

сти дифференциального оператора, порождаемого выражением 
I (у) = (—Dn Ут + Q (х)у, —со < х <оо , 

где Q (х) — при каждом фиксированном значении х ограничен­
ный самосопряженный оператор, действующий из гильбертова 
пространства Я в Я, у (х) — вектор-функция из Ht для которой 
лоо 
\ II У 11я dx < оо. Библ. 3 назв. 
*—ОО 

Пусть Н — абстрактное сепарабельное гильбертово 
пространство, Нг — гильбертово пространство, элемента­
ми которого являются вектор-функции у(х), —оо <^ х<^ сю, 
со значениями из Я, для которых 

SCO 

|| У {х) \\Hdx < оо . 
—оо 

Скалярное произведение в Нх определяется равенством 
рОО 

(У, z)Ih = \___оо (У, z)Hdx, у, £ е Нг. 

Рассмотрим дифференциальное выражение 
1(У) = ( - 1 ) V2П) + Q (Х)У, - - < X < сю , (1) 

где у (х) ЕЕ # i и дифференцирование понимается в сильном 
смысле, Q (х) при каждом фиксированном значении х есть 
самосопряженный ограниченный оператор, действующий 
из Я в Я, слабо непрерывный по х. Обозначим через L 

4 Матем. заметки, т. 5, № 6 69/ 



минимальный оператор, порождаемый выражением (1) 
в Нг. 

В данной статье, используя метод работы [1] Р. С. Ис-
магилова, установим достаточные условия самосопряжен­
ности оператора L. Обозначим через Ад (i) область значе­
ний оператора L — XI (i — мнимая единица, / — еди­
ничный оператор в # х ) , Nt — ортогональное дополнение 
Ал (0 в Я х . 

ЛЕММА 1. Любая вектор-функция и (х) ЕЕ Nt сла­
бо дифференцируема до 2п порядка включительно и удов­
летворяет уравнению 

I (и) + iu = О, (2) 
где дифференцирование понижается в слабом смысле. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой финитной бес­
конечно дифференцируемой вектор-функции у(х) и 
и ЕЕ Nf выполняется равенство 

(I (ф) — кр, и)Нх = 0. (3) 
Пусть {eh} — базис в Я, тогда 

Vl°° Vl°° 
Ф 0*0 = 2jk==1^k (x) ek, и = lik=1

uk (x) ek, 
где ah (x) — бесконечно дифференцируемые финитные 
функции. В частности, если ф (х) = q>k (x) = ak (x)eh, то 
(3) также выполняется, поэтому 

(1 (ф/0 — *фй, u)Hl = 

= \ К - 1 ) " afcn) + ak (Qeh, ek) - iak] udx = 0. 

Здесь интегрирование ведется по конечному промежутку, 
так как ak (x) — финитная функция. Имеем 

С (_1)паГ)М^ = 
«J-oo 

= — \ lak {Qek> ek) + iak] ukdx = \ akuk dx. 
«''—CO «- —CO 

Отсюда по основной лемме вариационного исчисления по­
лучаем, что uk(x) имеет производные до 2п-то порядка вклю­
чительно и и\ = ( — 1)п и^п\ Итак, вектор-функция и (х) ЕЕ 
ЕЕ Nt покоординатно дифференцируема, что эквивалентно 
слабой дифференцируемости. Равенство (3) теперь можно 
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переписать в виде 
(ф, I (и) + iu)Ht = О, 

где ф (х) пробегает всюду плотное в Нг множество. Тогда 
I (и) + ш = 0. Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. Любое слабо дифференцируемое решение 
(2) имеет производные в сильном смысле до (2п— 1)-го 
порядка включительно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (2) перепишем в 
виде 

^ « > = ( _ l ) " + 1 [<?(*) + Ц]у. 

Обозначим через Р (х) = Q (х) + И; тогда вектор-функ­
ция у (х) удовлетворяет следующему интегральному урав­
нению: 

У <*) = 7ir=Tj! £ (* ~ ^п~'р W У W dt + V-i (*)• (4) 

где q2n (х) — вектор-многочлен степени 2п — 1 относи­
тельно х. Так как д2 (х) дифференцируем в сильном смыс­
ле любое число раз, то достаточно доказать сильную диф-
ференцируемость первого слагаемого в (4), которое для 
удобства обозначим через z (x). Имеем 
z (х -f- h) — z (х) 

h 
( л\П+1 rpx+h 

Г (x-t)2nlP(t)y(t)di\ 
Х0 J 

и 
z (х -\- К) — z (х) 

•z'(x) 

I Л\П+1 Г*Х+П л . 

= *кпЬ>г$, (*~tr-,P(t)y(t)dt + 
( л\П+1 лХ+h ляп п 

+ W^2)fS (*-tr*P(tW)dt+... 
X 

-+^WhtMl nt)y(t)dt. 
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Так как Р (t) и у (t) слабо непрерывны, то || Р (t) \\H <^ С^ 
У ( 0 1 Й ^ С 2 для любого конечного промежутка изменения t. 

Далее, при x<^t^x + hnx + h^t<^x, \x — £| <; 
<^ \h\. Поэтому 

z(x+h) — z{x) _//rJ| <* 
h Z (X) \\н ^ 

<-^=1)Г|$ \\P(t)h\\y(t)\\Hdt 
I ^ .2П-2 , ax+h I 

+ ж Ь ^ г S iP(t)hh(t)\\Hdt\+ ... 
i L i2ft-2 . ax0+h , 

••• +i£hw\) №(*)УЫ*)[вм\<с\н\, 
x0 

где постоянная С определяется с помощью С1 и С2. Таким 
образом, существование производной первого порядка в 
сильном смысле вектор-функции у (х) доказано. Аналогич­
но доказываем, что у (х) имеет производные в сильном смыс­
ле 2, ..., (2п — 1)-го порядков. 

ЛЕММА 3. Пусть Ак = (а*, Ък) (к = ± 1 , + 2 , ...) — 
такая последовательность непересекающихся интервалов, 
что Дь уходит в -f- °° при к —> + <х> ив —оо при к —> — оо и 
дк = Ък — ак. Если для любой вектор-функции и (х) ЕЕ Nt 

2 " = 61 2 п + 2 ^ д | | ^> |1я^->0 при к ~>оо, (5) 

то оператор L самосопряжен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем равенство 

(Z (U), ^ ) H l = (^, I (u))Hl 

для любой вектор-функции и (х) Ei Nt. Для каждого 
/с=±1, ±2, ± ... построим такую гладкую функцию (fk(x), 
что 0 < cpfe (х) < 1, ф̂  (я) = 0 вне отрезка (а^к, Ък), 
цк(х) = 1 в отрезке (k_ft, afe) и |ф!?)| < С б ^ для всех я и 
О < у ^ тг. Положим tyk (х) = 1 — ф& (х). Пусть w e JVj. 
Оценим разность 
R = (I (и), и)Hi — (и, I (и))щ = 

По лемме 1 (вектор-функция и {х) дифференцируема в 
слабом смысле 2п раз, поэтому 

(I (шрл), и) = (ифл, I (u))Rl 
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и 

= ш (и), u)Ht + 2 * ^ L , (~1)Пс*п (u(2n~j)**}' ")я^- (6) 

Тогда 
Я = — % (w, Z (и))Я1 + (I (u%), u)Ht, 

% (и, I (u))Ht -> 0, % (I (и), и) -» 0 при | А| -> оо. 
По лемме 2 вектор-функция и (х) дифференцируема в 
сильном смысле до (2п — 1)-го порядка, поэтому 

(Ч#> и ^ \ и)н = ( ы ^ Л ^>и) н - ( и ^ » , ( Ч # Ч ) я 
7' = (1, 2, . . . ,2в - 1 ) . 

Тогда 

Применяя этот метод интегрирования по частям к каждо­
му слагаемому в сумме (6) определенное число раз, мы по­
лучаем 

R - y n \ [Ajfy*^*» (u0\ и<% + 

+ В^*1*-^» (и0\ u«-V)H] dx, 

где Aj, Bj — некоторые постоянные. Но 
U^Kddl*, (*а\ *<*% = №%, 

(»<» «(i-i))H|< II ̂  |гг II»«-«||я < \ (&t | и(й ||я + Ьк I и(Ь1) | |н). 
Поэтому 

Полученная оценка вместе с (5) дает, что (I (и), u)Hl — 
= (и, I (и))нг По доказанному (I (и), u)Hl — вещественное 
число, но, с другой стороны, в силу (2) (I (и), и) = —i (и, 
и) — мнимое число. Следовательно, и = 0. Таким образом, 
Nt состоит только из нулевого вектора. Аналогично убеж-
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даемся, что Nt также состоит только из нулевого вектора. 
Таким образом, оператор L самосопряжен. Лемма доказана. 

Для дальнейшего фиксируем отрезок А = (а, Ь) дли­
ны h = Ъ —а. Возьмем функцию 

ok(x) = {x-af^k(b—xf^k.. 
Обозначим через D множество вектор-функций и (х) ЕЕ Н 
таких, что и (х) имеет непрерывные производные в сильном 
смысле до (2/г — 1)-го порядка включительно и производ­
ную 2/г-го порядка в слабом смысле. Обозначим через 

В} (и) = h2n~* $л а*.,- (х)«u{i) (х) ||2н dx, 
где ! ( ( i ) 6 f l . 

ЛЕММА 4. Если р > 0, то 
В, (и) > р Вы (и) - СоРЩ (и). (7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем тождество 
По 

dx — [ {х _ а)т (Ъ - x)mz" + 1 /Л* (х - а)т-\Ъ ~ x)mS 

= 5д (x-a)*m(b-x)*m\z'$Idx + 

+ р№Ъе ] (х— а)2т~2 (z", z)Hdx + 

Но 
Re 5л (х - а?т-2 (Ъ - я)2™"2 (z", z)H dx = 

= - $д (* - « Г ' 2 (Ь - ^)2т~21И2н dx + 

+ 5д (х - а)2т-4 (6 - * Г " 4 J z ||2Н Ф (х) dx, 

где Ф (.г) —многочлен второй степени и |Ф2 (х)\ <^ch2. 
Поэтому из предыдущего тождества следует, что 
5д (х - afm (b ~ x)2m \\z"fH dx > 

- 6>2/i4 5д (х - a)2m~4 (6 - x)2m-41 z fH dx. 

Полагая z (x) = u(m~2\ получаем неравенство (7). 
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ЛЕММА 5. Пусть на отрезке А = (а, Ь) длины h = 
— b — а справедливо неравенство 

(Q (х), и, и)н > — Су (и, и)н, 
где С ^> О, у ^> 1. Отрезок (а + /г/3, Ь — /г/3) обозначим 
через Ах. Тогда для любой вектор-функции и (х) ЕЕ D 

< С0 ^ [г«/ (и) «2
Н+ (г + у + ^2 П)«и If, dx. (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т (ж) = а0 (x)/yhin, где 
о'о (я) — функция, введенная выше. Для любого и (х) ЕЕ 
6Е 25 имеем тождество 

$ | / (и) — та Ц̂ Ас = 5 1 / (и) Щ а̂: + J т* | и Щ а̂: — 

— 2Re 5д т (ж) (— l)n (W2n), и)я rfa: — 2 $ т (0ц, и)н<&. 

Интегрируя по частям, получаем 

Re 5Д (—1)" (т (х) uiin\ u)Hdx = Re $ ((ти)(п), u(n))Hdx. 

Поэтому из предыдущего тождества следует 

2Re$A ((ти)(п), u ( n ))HAc< 

< L [\\l{u)fH + x*\\ufH-2x(Qu, u)]dx. (9) 

Левую часть (9) преобразуем, интегрируя по частям, 
что возможно, так как и (х) ЕЕ D, п получаем 

2Rejj ((ruf\ u(n))Hdx = 

= ^r\ M*)H">fH<fe + 5 r 4 cA2n-2i)\\ua%dx. 

Дифференцированием легко показать, что 

сТ~2Нх) = a^j(x)Pj(x), 

где Pj (x) —многочлен степени 2n—2j, причем 

| Р} (х) | < BJT*-
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Поэтому 
2Ве$д ((tu)<»\ u^)Hdx>-^.^ [ o0\\uw(H-

-c* XT, h^2i an- •'•{x) fl u<i) Цd3j= 

= ф- [Яп (и) - С* ̂  Bj («)] . (10) 

Положим в неравенстве (7) / = n, p = c2 + 1 и получен­
ную таким образом оценку для Вп(и) подставим в (10). 
Получаем 

2Re ^ ((ти)(п\ u ( n ) ) d x > - ± z \в^г(и) - С,^В} (и)] . 

Точно так же с помощью неравенства (7) при j = п — 1, 
р = С3 + 1 исключим из правой части последнего не­
равенства член Bn-i(u) и т. д. В результате получим цепоч­
ку неравенств вида 

2Rejj ((xu){n\u(n))Hdx> 

> ^ К ( Ц Ь ^ ^Bjiu)] (Л = 1,2, . . . , л). 

Из этих неравенств получаем последовательно 

^ г [ ^ ( " ) - Л Я о ( и ) ] < 

< 2 R e J ((тк)(п), u(n))Hcte (/ = 1, 2, . . . , n). (11) 

Но 

J5j («) = hin~2i [ ап_} I u(i) ||2H cte > /i2n-2i С a„_j 1 u(i) & dz > 
JA " A I 

>C0/i2n+2i(J ||u( i ) | |da; для / = 1,2, . . . , n , 

B0(u) = fts4 | |ufHdz. 

Поэтому из (11) находим 

» J A I T^ J A 

< 2 R e ^ ((то)(п), u)rfx ( / = 1,2, . . . ,n) . 
T 
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Сложив эти неравенства, получаем 

<2Rejj ((tu){n\ u{n))dx. 

Используя неравенство (9) и условие 
(Qw,u)H> —Су (и, и)н, 

из предыдущего неравенства получаем (8). Лемма доказа­
на. 

ТЕОРЕМА. Если Q(x) слабо непрерывна на оси 
(— оо, оо) и: 

1) существует такая последовательность отрезков A k 
с длиной 8k и такая последовательность чисел y k ^> 1 
(к = ± 1, ± 2 , . . . ) , что Afe уходит в + оо и р и к ->• оо и 
— оо при к - > — оо, 

2) /г/?1г х ЕЕ A/t 
((fe, 1^)я > — CYft ( u , u ) H 

(С не зависит от к), 
3) ряды 

со 1 V ° ° 1 

т ,+ б,2п ^*-*тл + в, k 

расходятся, то оператор L самосопряжен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ah=(k—± 1, ± 2 , ...) 

отрезки, указанные в условии теоремы. Из лемм 3 и 
5 следует, что оператор L самосопряжен, если 

Km ^ ^Ци)\\Ъгп + (^ + Ги + Ь-Гу\иЦс1х = 

= Ит ^ [| / ( и ) ^ + ^ + Tft + б*"2")||и Ц dx = 0. 

Рассмотрим, например, случай Л-> + °о- Так как ук~^>\, 
то llyk < 1 <Yft, поэтому 

5д [|| ̂  ЫНяГ* + ( ^ + Г, + 6*2П) 1 иЦ dx < 

<с(т* + а*8п) *\ (|/(и)Гн + | | и&)^ . 
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Если предположить, что 

ЛДь 

для всех к ^> к0, то получим 
е0 Т<\ l\\l(u)\\H + \\u\\2

H]dx. 
yk + h~k'n JAft 

Ho it £E Я, Z (u) GE Я, поэтому ряд У — схо-

дится, что противоречит условию теоремы. Теорема 
доказана. 

С л е д с т в и е 1. Если 
{Qu,u)H > —Cq{\x\) (и, и)н, 

где q(t) неубывающая положительная функция, причем 
9(0) > 0 и 

§[q(l)]-1+v»ldt=oo, 

то L самосопряжен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего покажем, что 

доказанная теорема верна, если условие 3) заменить 
(при сохранении других условий) следующим: 

3 ' )6V)t n>eo (A = ± l , ± 2 , ± . . . ) , 

£,^"" = 2 ^ ^ -i+li2n — сю 
k 

Разделим каждый отрезок Afe на ^ЬкГр1] Равных ча­
стей и к полученным таким образом отрезкам А*; при­
меним доказанную теорему, при этом условие 3) для 
Ak перейдет в условие 3') для Дй. Если теперь выбрать 
8k = (к — 1, к) и взять yk = q(tk), то получаем доказа­
тельство следствия 1. 

Для п = 1 близкий результат к следствию 1 содер­
жится в работе [31. 

С л е д с т в и е 2. Если 
(Qu, и)н > — С {и, и)н 

на последовательности отрезков Д& с длиной 6h причем Aft 
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уходит в -f- оо при к - > + оо и в — оо га/ж А —>- — оо и 
^-л°° Х - 2 П v - 1 1

 Х2П 
> . о^ = \ : Ok = сю, 

mo L самосопряжен. 
В заключение приношу благодарность Р . С. Исмаги-

лову за полезное обсуждение работы. 
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