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Введение 

Для ограниченной выпуклой области D функция 
Н [г) = max Re (kz) 

называется опорной функцией. Опорная функция является однородной 
субгармонической функцией на плоскости. Настоящая статья посвящена 
вопросу о существовании целых функций L, модуль которых асимптоти­
чески близок к функции ехр Н. Такие целые функции играют важную 
роль в теории рядов экспонент. В теоремах А. Ф. Леонтьева о представ­
лении рядами экспонент функций, голоморфных в выпуклой области,, 
были использованы целые функции, обладающие свойствами: 

1) при любом е > 0 выполняется неравенство 
\n\L/(ak)\>H(ak)-z\ah\-Cs, Л=1, 2, 3 

где ак—нули функции L; 
2) имеет место оценка сверху 

l n | L ( z ) | < # ( z ) , 26С. 

Для исследования рядов экспонент, представляющих голоморфные функ­
ции с учетом их роста вблизи границы, потребовались целые функции с 
более тонкими асимптотическими свойствами [2], [3]. В работе [4] по­
казано существование целых функций, удовлетворяющих оценкам 

\n\L(z)\<cH(z), zGC, (l) 
l n | L ' ( a ) | > # ( a ) — 0 1 п ( | а | + 1 ) — С, если L(a)=0. (2) 

В то же время в некоторых частных случаях известны точные значения 
для постоянной а в соотношении (1). 

Т е о р е м а А (см. [1]). Пусть Н(г)—опорная функция ограничен­
ного выпуклого многоугольника. Тогда существует целая функция L, 
удовлетворяющая соотношениям (1), (2), причем о = 0. 

Т е о р е м а Б (см. [5]). Пусть Н — опорная функция ограниченной 
выпуклой области с дважды гладкой границей, кривизна которой огра­
ничена снизу положительной постоянной. Тогда существует целая функ­
ция, удовлетворяющая (1) и (2), причем о=1/2. 

Следующая лемма показывает, что в теоремах А, Б постоянную о 
нельзя уменьшить. 

Для однородной меры \х определим функцию рДг) из соотношения 
\i({w: |о;—з|<р|Д(2г)}) = 1. 

Положим 
[i(z9t)=ii({w: \w—z\<t}). 
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Л е м м а 1. Пусть и — положительно однородная субгармоническая 
функция, JUL — ассоциированная мера. Если целая функция L удовлетво­
ряет условию 

\L(z) | ^ e x p u ( z ) , 26C, 

и для a, L(a) = 0, круг D(a, рДа)) не содержит точку 0, то имеет место 
оценка 

\L'(a) |^ехр(и(а)—1прц(а)+1п2е). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Через Н обозначим функцию, гар­
моническую в круге D(ay р»(а)) и равную и на границе этого круга. 
Пусть g(z) —голоморфная функция в D(a, рй(а)), реальная часть кото­
рой совпадает с Я. Рассмотрим функцию 

F{z) = L(z)e-m. 
г —а 

Она голоморфна в круге D(a, рц(а)) и на границе этого круга удовлетво­
ряет оценке 

| ^ ( z ) l < -

По принципу максимума отсюда получим, что имеет место оценка 

\F{a)\ = \L'(a)\-\er«°)\^-L-. 
Рд \а) 

Для доказательства леммы остается показать, что выполнено неравен­
ство 

Н(а)—и (а) ^1п2е. 

По формуле Привалова имеем равенство 
Рц(*) 

•0 л/ Н(а)-и{а)= f ^ 

Так как по определению функции рй мера \i(a, t) при ^<p,x(a) не пре­
восходит 1, то 

Рц(д) 

2 

Отсюда вытекает неравенство 

Я (а) — и ( а ) < 1 п 2 + j ! i y ^ d / . (3) 
0 

Не уменьшая общности будем считать, что l m a = 0 . По условию 
D (а, рй(а))^0, поэтому криволинейный четырехугольник, ограниченный 
лучами {te±i(p<>,t > 0 } , где sintp0=—;—р^ (а), окружностями | |г ' | = | а | ± 

2\а\ I 
••± — рц(я)| и содержащий точку г, лежит в круге D(a, рй(а)). Следова­

тельно, [г-мера этого четырехугольника не превосходит 1. 
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Если мера JLI имеет вид ds(cp)aY, то 
Фо 

Рл(а) J Л ( Ф ) < 1 . 
- Ф о 

Отсюда получим 
Фо 

-Фо 

ds (ф) <; 
Рц(а) 

Круг Z3(a, /) при £<— рц(а) лежит в четырехугольнике, ограниченном 

лучами {f exp(±wp-(f)), tf>0}, где зшф(/) = f/|a|, и окружностями 
{|г| = \а\ ±t}. Поэтому имеет место оценка 

| i ( a , 0<2 f f ds(q>)< 2/ 

Pa (в) 

Подставляя эту оценку в неравенство (3) получим утверждение 
леммы 1. 

Заметим, что в случае, рассмотренном в теореме А, функция рДг) 
удовлетворяет асимптотической оценке 

рй (2)>С>0, 

и, соответственно, в теореме Б 
рЛг)>сУЩ. 

Поэтому в этих теоремах постоянная а не может быть уменьшена. 
В теоремах А, Б функция рц обладает одним общим свойством. 

А именно, при некоторых постоянных а, Ь>0 имеет место соотношение 
p.. (z) 

О < а < — — -< Ъ < оо, ш, г 6 supp [х, 
Р^И W < т - <R> 

Анализ этого условия будет дан в конце статьи. Основным содержанием 
данной статьи является доказательство следующей теоремы. 

Т е о р е м а 1. Пусть и — положительно однородная субгармоническая 
функция, |i — ее ассоциированная мера и функция р=рц обладает свой­
ством (R). Тогда существует целая функция L, удовлетворяющая уело-
виям 

1) все нули {an)Z=i функции L простые и круги D (an, ер (an) In 5 p (ап)) 
при некотором е > 0 попарно не пересекаются; 

1 

2) вне множества Е= U D (ап, р (ап) In 5 p(an)) выполняется соотно­
шение 

| и (z) - In| L(z) 11 = О (1пЧ>0 (г) In InPo (г)), 
где 

p0(z) = max|p(^): 1 — < у . ^ 6 s u p p ^ | . 

Из этих свойств следует, что имеют место неравенства 

\ L' (ап) \> ехр (и (ап) — In р0 (ап) + О (In5 р0 Ы In In p0 (an))). 
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Согласно лемме 1 первый член асимптотики в этом соотношении нельзя 
уменьшить. 

Для доказательства теоремы потребуются некоторые подготовитель­
ные утверждения. 

1°. Приведем некоторые простые следствия из условия (R). 
а) Пусть для меры |ы, имеющей вид ds(q)dr, где s — непрерывна 

справа и ограничена, функция р = р й удовлетворяет условию (R) и огра­
ничена на supp \л. Тогда s — функция конечного числа скачков. Обратно, 
если функция s имеет хотя бы один скачок и р удовлетворяет условию 
(R), то р ограничена на supp \x. 

Действительно, пусть z0 = ei(p6supp JI и p (z )^p 0 , zGsupp |х. Поскольку 
криволинейный четырехугольник, ограниченный окружностями {г: \z\ = 
= 7?±р0} и лучами {teH*±e\ />0} , где sin6 = -^-, Я>р0 , 0<8<я /2 , вме-

R 
сте с точкой D{Reu^i p0) содержит круг D(Rei(p, p0), то jx-мера этого четы­
рехугольника не меньше единицы. Поэтому 

Ф+е 

2р0 J &(ф)<1. 
Ф-9 

Отсюда получим неравенство 
5(ф + е ) - 5 ( Ф - е ) > * 

2р0 

При R-^oo величина Q=Q(R) стремится к нулю и последнее неравенство 
означает, что функция s имеет скачок в точке ф, причем величина скач-

1 ка не меньше . 
2р0 

б) Для меры \хфО, имеющей вид ds(q>)dr, где s— ограничена, при 
условии (R) имеет место асимптотическое неравенство 

Pn(z)^consty |z | , zGsuppjj,. 

Для доказательства зафиксируем достаточно большое R. Рассмотрим 
совокупность кругов D(z, рДг)), z€suppjLi, R<\z\<2R. По лемме Хей-
мана (см. [6]) из этой совокупности можно выбрать систему кругов 
D(zu pn(Zi)), покрывающую supp jx в кольце {z: R<\z\<2R}, причем 
так, что каждая точка плоскости попадает не более чем в 6 кругов. 
Пусть 

p=min{pn(2), zGsuppji, | z | > # } 

и N — число кругов в выбранной системе. Площадь каждого кружка не 
меньше — блр2 и вся система покрывает площадь не менее чем — А/яр2. 

6 6 
С другой стороны, эта площадь не превосходит площади круга D (О, 3R), 
т. е. 

6 г 

Отсюда получим оценку 

tf^-^ 

Таким образом, р,-мера кольца {z: R<\z\<2R} не превосходит 54R2/p2. 
Поскольку \х — однородная мера, то при некоторой постоянной б>0 
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ji-мера этого кольца не меньше, чем 6R. Следовательно, 8R^54R2/p2 или 

Р<-Й-/*. 
в) Пусть ц— мера вида ds((p)dr, где s — ограничена. Положим 

2 = U Я(г,Р»(2)). 

Если рм удовлетворяет условию (R), то лебегова мера пересечения S с 
кольцом {R<\z\<2R} не превосходит constRpR

2, где 
р й =тах{р(г ) : |z|G (Я, 2i?), zGsupp jx} 

и const не зависит от i?. 
Рассмотрим покрытие кругами D(zu рДг*)), введенное в п. 1 б). Чис­

ло кругов Af в силу однородности меры р, удовлетворяет оценке 
iV ĉ: const R. С другой стороны, площадь пересечения S с кольцом 
{R<\z\<2R} не превосходит NnpR

2. Таким образом, 

К (S П {z: | г | б (/?, 2/?)» < const Rp%. 

Г) Пусть р,— однородная мера. Функцию рДг) определим из условия: 
для любого /<рй(2) р,-мера криволинейного четырехугольника, ограни­
ченного окружностями {w: |aj | = | z | } , {w: \w| = \z\ -\-i), лучами 
{/ег(ф±е), />0} , где 29 | z |=£ , и содержащего точку г, не превосходит 1. 

Если функция р̂  удовлетворяет условию (R), то для некоторых 
#1, fri>0 имеет место неравенство 

7>ч (г) 0 < a 1 < ^ T < f c 2 < o o . 
Рц(2) 

Тем самым, функция р̂  также удовлетворяет условию (R). 
В самом деле, если \z\ достаточно велико, то четырехугольник между 

лучами {/ег(ф±е), ^>0}, 28|z| =рц(г), и окружностями {w: \w\ = \z\}y 

{w: \w\ = \z\ + _рД,г)} содержится в круге D(z, рДг)). Следовательно, 
р Д 2 ) ^ — рД2)- С другой стороны, рассмотрим четырехугольник, ограни­
ченный касательными лучами к окружности {ш: \w—z\=pii(z)}, про­
веденными из начала координат, и окружностями {w\ \w\ = \z\—рДг)}, 
[w\ \w\ = \z\ +рДг)}. Очевидно, р,-мера этого четырехугольника не 
меньше 1. Пусть угол между касательными равен а. Тогда а/2 ̂  sin а/2 = 
= рДг)/2. Поэтому р,-мера четырехугольника, ограниченного касатель­
ными и окружностями {w: |ш| = |<г|}, {w: \w| = \z\ +a (z )} не мень­
ше 1. Следовательно, при достаточно больших |,г| выполняются нера­
венства 

p u ( z ) < a l z l < 4 s i n y - | 2 K 4 P ^ ( 2 ) -

д) Рассмотрим множество 

3 = U 0(г,р»(г)). 

Если функция рц удовлетворяет условию (R), то имеет место соотно­
шение 

0 < а < - ^ ^ < Ь < о с , z,w£S, 
Рц W W <т- (R) 
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По утверждению п. 1 г) в этом случае условию (R) удовлетворяет так­
же функция рц. 

Действительно, если z£S, то z£D(z\ рДг')) для некоторого 2/6:supp \i. 
Поэтому верно неравенство 

рй(г) ^ \г—z'\ + р Л ^ ) <2рД20. 

С другой стороны, если через z" обозначим точку из supp pi, ближайшую 
к точке z, то, очевидно, выполняется неравенство рДг") ^2р„(2:). Таким 
образом, для любых двух точек z, wdS имеем 

4Рц («О Рц И Рц W 

причем, z\ z", w', o;"€supp \L. 
2°. Пусть |LI — однородная мера вида ds(q)dr и |in—сужение меры 

[i на кольцо Kn={2n<\z\ ^ 2 n + 1 } , / i = l , 2, . . . , \х0— сужение \i на круг 
Z)(0, 2). Если функция рм удовлетворяет условию (R), то существуют 
числа 0 ^ Ф 1

( п ) < Ф 2
( п ) < Ф 3

( п ) < . . . < Ф ^ < 2 я и положительные числа 
т^п\ . . . , mfn\ обладающие свойствами: 

а) если через vn обозначим сужение меры 
Рп 
2т ( / я )б(ф —Ф^)^г 
/ = i 

на кольцо Д"п, п=1, 2, . . . , v0 = {Xo, то имеет место оценка 
оо 4 

2 1я((ля,г) — я^,2)1<соп511п7"рУ((г), г б С, 

где я ([г, г) —логарифмический потенциал меры (ы; 
б) для каждого / г=1 , 2, . . . , и / = 1 , . . . , рп выполняется неравен­

ство 

const рп 2~п > | Фр> — Ф& | > const рЛ 2~"ln~ "*>„, 

где pn=max{pfA(z), г6/Сп}. Здесь ф|^+1 полагаем равным Ф/п) + 2я; 
в) при любом п=1, 2, . . . выполняется равенство 

Рп 

2^Г=|л(Ф), 
и для любого / ' = 1, 2, . . . , рп справедливы неравенства 

Const . (я* х 1 1 ™ Т " 
>т) > const In 5 р я , 

Р* Рп 
где const не зависит от п. 

Эти утверждения очевидны, если 5 (ср) — функция скачков. Поэтому 
предположим, что 5 не имеет скачков. Представим внутренность пере-

1 

сечения множества S, введенного в п. 1 д), с окружностью dD(09 2nln5 prt) 
в виде объединения попарно не пересекающихся круговых интервалов. 

1- JL 
Пусть (2"1пб pneia

t 2"ln5 ряе'р)—один из таких интервалов. Рассмотрим 
ячейки 

Р (а, а + Л2-Я1п"ря, 2*1п~р„, гЧп^р* + А), 
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образованные пересечением угла между направлениями а, а + 

+ h{2~n In" б prt) и кольца 

D (0,2*ln~p„ + h)\D (О,2п\птрп) 
(и пересекающейся с рассматриваемым интервалом). Выберем /ii 
таким, чтобы ji-мера ячейки Phx была равна 1. Поскольку функ­
ция s не имеет скачков, то такой выбор возможен. Через oci обо­
значим число a+/ i i и выберем число h2 таким, чтобы [i-мера ячейки 

Р (аъ а, + h22~n\n ТРя> 2*ln~p„, 2rtln~prt + Л2) 
была равна 1. Положим a 2=ai+/ i 2 . Этот процесс продолжим до тех пор, 
пока а т ^ р . Если a m + i > p и а т ^ р , то переопределим а т , положив его 
равным р и перейдем к другому интервалу связности. В результате мно­
жество /Cnflsupp \x будет покрыто объединением попарно не пересекаю­
щихся ячеек 

Pf = Р (а<Д pf, 2\ 2п+1\ О < af < pf > < 2я, 

таким образом, что если число Я/п ) определить из условия 

то выполняется соотношение 
1 

Н^ In 5 р 
О < const < —'- — < const <оо . (4) 2n(fy«>-af) 

Так как функция min (рД^), | г | ^ / ? } не убывает с возрастанием R, то 
из утверждений п. 1 г), д) следует, что имеет место.оценка 

Hf > constpn, n= 1,2,.. . , / = 1, . . .9рп. (5) 
Пусть 

aAl = min2 r t(Pf )-af )) . 
/ 

Тогда из (4) и (5) вытекает, что справедлива оценка 
1 

ап > const prt In 5 prt. 

Определим числа Ф/п) из соотношений 

if 
j Ф^(Ф)=фГ(5(РГ)-5(аГ)) 

af> 
и положим т / п ) = 5(р/п))— s(a / n ) ) . Искомые наборы Ф=(Ф/П )) и т = 
= (т / п ) ) определим следующим образом. Если для некоторого / выпол­
нены неравенства 

то число Ф/п) включим в набор Ф, а в набор m включим соответствующее 
т / п ) . Заметим, что поскольку Ф/п)6(«/п), Р/п))> то не выполняться может 
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только одно из последних двух неравенств. Если не выполнено, например, 
неравенство 

то вместо чисел Ф/п), фЗД в набор Ф включим число Ф/п), определяемое 
из соотношения 

(т; +/П/+1;Ф/ = /и/ Ф/ +m/+ifl>/+i, 
или, что то же самое, из соотношения 

p /+i 
J Ф&(Ф) = ф}я)(*(Р&)-5(аГ))-

В набор т соответственно включим число 

mf = s (Р&) - s (af) --= mf> + mfl 
Таким образом, после соответствующих переобозначений и перенумера­
ций получим следующее. 

Множество /Cnflsupp JLI покрыто системой ячеек P/ n ) = P(a/n ) , |3/п) , 
2n, 2n+1) таких, что выполнено (4) и (5). Причем 

\jpfcs. 
Если положим m, ( n )=s(p/B ))—s(a/n >) , и 

Ф ' " > = ^ 1 Ф " 5 ( Ф ) ' 
то имеет место неравенство 

1 

const ря > 2 | Ф)>! — ФГI > const pn In 5 ря. 
Тем самым выполнено утверждение 26). Из построения легко заметить, 
что 

2Л|РГ) — «Г I ^ constp„. 
Отсюда и из (4) получим 

1 

Hf < const рл In 5р„. 
По определению га/п) = 1/#/п), поэтому 

/и/л) > const рдМп 5 ря. 

Согласно (5) имеем оценку сверху /й/п) ̂ const pn
_1. Следовательно, ут­

верждение 2 в) также справедливо. Осталось получить оценки потен­
циалов. 

Зафиксируем точку z = rei(p и положим 
Tz = min(r+pn92n+i)9Ti = max(r—pn, 2я). 

Через Л обозначим угол между направлениями <р—рп2_п, ф+рп2_п, содер­
жащий точку г. Пусть П — объединение ячеек Р(а}

(п\ |3/п), Ти Т2) по 
всем /, для которых ячейка Р/п ) пересекается с углом Л. Если Т^Т2, 
то множество П естественно считать пустым. Через vn обозначим сужение 
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Рп 

меры у\ т/п)б(ф—Oj{n))dr на кольцо Кп и при фиксированном z функ-

цию ln|z—te'e | обозначим через L(t, 9). Тогда имеет место равенство 

Г In | z — w \ d (\in {w) — vn (w)) = 
n 
/ ^2 

где / — множество индексов /, для которых Р/п)Р\Аф0. Введем в рас­
смотрение функцию 

„(„_(.(«П.»<«Г. 
Ь»Г).Ф>ФГ-

Тогда, очевидно, имеет место неравенство 

| 8 ( ф ) - 8 , ( ф ) | < т Г , Ф €(а ( ДрГ). 

Поэтому интегрированием по частям получим оценку 

J l n | z —oy|d((ift(«;) —v„(ay)) |<2 J J |s(6) — 
и / € / У1 а(л) 

/ 

П 

— s/ (9) I -1 Le (*, 9) | d9d£< max mf > j | Li (f, 9) I dfd9. 

По определению 

т Г ) = 8 ( Р ? | ) ) - 5 ( а Г ) y^h — J L < cons t 

Hf ^ Prt 

и имеет место включение IIc:D(z, const pn). Отсюда, используя элемен­
тарные оценки U (t, 9), получим 

f In | г — w \ d (\in {w) — vn (w)) < ^ - f 
П I D(z,c 

dl(w) 

Таким образом, имеем оценку 

jj In | z — w 1 d {\in (w) — v„ (w)) 

D(z,cpn) 

-< const. 
П 

(6) 

Пусть ячейка P/ n ) не пересекается с множеством Л. Дважды интегри­
руя по частям, получим равенство 

о(л) 

(j.(n) 

2n+i Р) 

j ln \z — шId(|хя(о;) — vrt(ay)). 

$ J M/,9)| J (s(9)-s, (Ф))^ф|йвЛ. 
2" a W J") 
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Отсюда и из (4) вытекает оценка 

2«+i P) (") 
j \n\z-w\d(nn(w)-vn(w))\^ 5 С j |L"(^,e)|d0^mf ( P f ' - а Г ) 

2 Л
 а ( " ) 

ort+1 3 (Я) 

< const In 5p„2~rt J j |1"(^,е)|Ш9. 

< 

(7) 
2» a<*> 

В дальнейшем будем пользоваться следующими оценками функции 
L"(t,B): 

, если — 6 ( —, 2 , 

\L'(t,Q)\ 

Ite" 
4/ 

^ L , если — > 2 . 
I ' И ' 

t , 1 если —*<•— 
HI 2 

(8) 

Пусть z£KN- Тогда для n = N, N±l из (7) и (8) получим неравенство 

Г ln\z—w]d(iin(w) — vn(w)) 
Р(п) 

1 

< const In 5 рп 

pip) 

dX (w) 
| z - w |a (9) 

Аналогично оцениваются интегралы по ячейкам Р(сс/П), [3/п), Г2, 2n+1) в 
том случае, когда Р/п ) пересекается с множеством П. 

Из утверждения п. 1 в) следует, что лебегова мера множества 3[}Кп 
равна Хп2пр„2, причем последовательность %п ограничена. Через П обозна­
чим пересечение кольца Кп с углом между направлениями ф±—Хп2~прп

2
у 

о 
содержащим точку z=reiq>. Лебегова мера множества П равна Хпрп

22п-
Поэтому из соотношения (9) следует оценка 

< const In 5 prt \ 
п \п 

Простой подсчет показывает, что справедливо неравенство 

Г ln\z — w\d(\in(w) — vn(w)) 

кп\п 

dl(w) 
| z — w |2 

I dX(w) 
J \z — w\2 

й \ п 
< const In pn. 

Следовательно, справедливо соотношение 

^ In | z — w \ d (\kn (w) — vn (w)) < const In5 pn. 

^ ln\z — w\d(\in(w) — vn(w)) 

Отсюда и из (6) вытекает неравенство 

^ const In5 ря, п = N ± 1. 

Если /z>7V+l, то из неравенств (8), (7) получим оценку 
ая+1 

Г In | г — w | d fan (w) — vn (w)) I ^ const 2~n Г ^ dt (р)я) - af). 

(10) 

p(n) 
I 
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Суммируя эти неравенства по j и по n>Af+l , получим соотношение 
оо 

2 1 зх (|хл, z) — п (v„, z) \ < const. 

Аналогично получается оценка для n<.N—1: 
ЛГ-2 

2 ] я (vn, z) — n ([хл, z) I < const. 

Последние два неравенства вместо (10) дают утверждение пункта 2 а). 
3°. Пусть d\i = ds(<p)dr— однородная мера, \in — сужение меры на 

кольцо Кп= {|<z|G(2n, 2n+1)}, |i0 — сужение \х на круг Z)(0, 2), Если функ­
ция рц удовлетворяет условию (R), то существуют числа 0^Oi ( n ) . < 

2л и положительные числа М™, . . . , Mj£, обла­
дающие свойствами: 

а) если через уп обозначим сужение меры ^М5
{п) 8(ф—($>i{n))dr на 

/ 
кольцо Дп, |x0 = Yo, то имеет место соотношение 

оо 4 

2 1 я (7/i, 2) — я (|Хд, z) | < const ln^po (г); 

б) для каждого п= 1, 2, . . . , / = 1, . . . , рп выполняется неравенство 
1 

const p„2"rt > | Ф?0 — <DJ& 1 > const ря2"я1п" 5 p„; 

в) при любом п выполняется равенство 

2Mf> = jds(cp) 
/ = 1 0 

и для любого / = 1, 2, . . . , рп величина 2nMj
(n) — целое четное число, при­

чем 

const > M ( - ) > c o n s t _ L l n - T p A I . 
Рд Pi 7I 

За Ф/п) возьмем числа, существование которых утверждается в п. 2°. 
Пусть 2пт/п ) = 2£/п )+#/п ) , где &/п) — целое положительное число и 
| х / п ) | < 2 . Это представление неоднозначно. Выбор одного из двух ва­
риантов такого представления подчиним условию 

т 

1=1 

< 2 , т = 1 , 2 , . . . , р „ . (11) 

Не уменьшая общности можно считать, что 
231 

$ & ( Ф ) = 1 . 
О 

Положим Mf)=21'4lkf\ Тогда согласно утверждению 2в) имеем равен­
ство 

Рп т 

2мГ, = 5^(Ф)=1. 
/ = i о 
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Тем самым, для Ф/п), М/п) справедливы утверждения 36), Зв). Получим 
оценки потенциалов. 

Рассмотрим функции 

sn (Ф) = 2 < \ ФГ < Ф < Ф&\, ~sn(Ф) = 2 М^> Ф'"' < <*>< ф ' « -
1=1 /=1 

В силу соотношений (11) имеем оценку 
|Sn(<p)-?n((p)|<2UB, фб(0,2я). 

При фиксированном z функцию In \z—teiQ\ обозначим через L(t, Q). Ин­
тегрируя по частям и учитывая, что 

sn (0) —Sn (0) = sn (2я) — sn (2я) = 0, 
получим равенство 

2п+1 2JT 

л К , г) - я (Тя, г) = { J L'B (t, 9) (s„ (6) - s„ (9)) d9 dt, 
*n о 

из которого вытекает неравенство 
2^+1 2Я 

| я (v„, г) - я (Тя, г) | < г1"'1 J J | Li (f, 9) ] dQ dt. (12) 
а я о 

В дальнейшем будем пользоваться следующими оценками функции 
L'(t, 9), которые получаются непосредственным подсчетом: 

, если 6 I — - 2 1 , 

| i / ( * , e ) | < | _ 2 L е с л и _ ^ _ < 1 
1 М 1*1 2 

—L—L , если > 2 . 

Пусть z£KN- Тогда для n = N—\, N, АЧ-1, используя первое из оценок Z/, 
получим 

l " ( v „ , z ) - n ( v „ , Z ) [ < Г - ^ 2 1 - " . 
J \z—w\ 

Отсюда, заменой переменных w = 2% получим неравенство 

| я К , г ) - я ( 7 л , г ) | < 2 т а х Г - ^ - , п = = ^ ± 1 , ^ 

Для жСЛ/"—1 воспользуемся вторым неравенством: 

|tt(v„, г) — я ( 7 д , 2 ) | < ^ у - , 

поэтому верна оценка 

2 | я (v„, г) — я (7м, г) | < const. 
n<N-i 

Аналогично с использованием третьего неравенства в оценке Z/(/, 9) 
получим соотношение 

2 | л (v„, г) — я (v,i, г) \ < const. 
«>Лг+1 

Тем самым, доказано утверждение За). 
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4°. Закончим доказательство теоремы 1. По утверждению Зв) &/п) = 
==2П-1М/П) — целое положительное число. Отрезок {£ехр*'Ф/п), 2n<t<C 
<2П+1} разделим на &/п) равных отрезков точками г*Д i = 0, 1, . . . , &/п). 
Тогда Yn-Mepa отрезка между точками zfj и г№.+1 равна 2. 

Пусть 

Положим 

«$ = 4-1 + *i ($« - $), i = о, 1,..., kf - 1 , 
К"* — 7(Л> ! / / J») J*)\ 

Точки о//)!, Ш, л = 1 , 2 / = 1 , 2 pn, * = 1, . . . , й /">-1, и ^ о ^ - 1 , 
So°,o=l будут служить нулями искомой функции L. Перечислим 
свойства этих точек, необходимые для доказательства теоремы, 

а) имеют место равенства 

Mf 'f x&HB^I + ltfJl, n=l,2, . . . f 
hi 

\zW\ 
hi 

Эти равенства вытекают из определения точек tiy t2, поскольку 
1 1 

J 2 * 2 2 J 2 2 

б) положим 
*<л> * (&) I (п) ч 1 / O i ) , * (n)v 

Тогда существует постоянная е > 0 такая, что круги 
_ _1 _— _ Л 

D (wf}, ер„ In 5 р„), D (#}, ер„ In" 6 p»), D {if}, ер„ In 5 р„), 
п = 1 , . . . . / = 1 , . . . . р„, i = l, . . . . 

попарно не пересекаются. Кроме того, 
п — 

I zi i+1 _ z?:! | = 4 т = Л г < c o n s t р*ln 5 р-
Эти утверждения вытекают из 36) и Зв). 

Через \injti обозначим сужение меры Л4/П)6(ср—Ф/П))^г на отрезок 
{^ехр/Ф/п), ^ ( l ^ l , ! ^ . ^ ! ) } . Требуется оценить разность потенциалов 
мер \xn>J!i и 6(w—wf}) + б (w — if}). Пусть 

Е = (U D (о#!, ер. In"5 ря)) U (U ^ (Ш, *Р* In"5
 Ря)). 

Зафиксируем точку z$E. Пусть z£KN. Рассмотрим множество / индек­
сов п, /, £, для которых отрезок, соединяющий точки zW и zW+1 пересе-

кается с кругом £(г , рИп5 pw). Заменой переменных w = w(t)= zf} + 
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~Ь (̂2/*i+i — гл1) П0ЛУчим равенство 

я (Pn.f.t, г) - In | г - vffl | - In | z - # } | = 
1 

= 2 j l n | 4 — * |Л — In 14 — / i | — ln |4 — f,|, (13> 
0 

где ̂ 2 определяется из равенства 
2 = гМ+4(г^+1-г^.). 

По предположению z$E и отрезок между точками zf]+v гФ\ пересекается 

с кругом D (zf pN In5 р#). Поэтому для tz справедливы оценки 

| U — U | > const In piv, / = 1, 2, | tz К const In5 рлг. 

Таким образом, для рассматриваемых индексов /г, /, i из (13) следует 
неравенство 

I я (fV/V, г) — In J г — а#5 | — In | г — £(/|111 < const In In pN. 

Пусть k — число отрезков [^+1, zffi], пересекающихся с кругом 
i_ 

D(z, pN In5 pyv). В силу свойства 46) найдется постоянная С такая, что* 

все круги D (lf}9 epNln б PN) лежат в круге D(z, CpN In5 Piv). Поэтому 
имеет место оценка 

2_ _2_ 

£е2рлЛп 5 PiV < const p% In5 р^. 
Следовательно, 

& < const In5 руу. 

Таким образом, имеет место неравенство 
4 

2 ' h K / ^ 2 ) — 1 п | 2 —Ш)?Л — l n | 2 - ^ ) | | < C O n s t l n 5 Pivlnlnpyv, ( И ) 

где 2 означает суммирование по тем я, /, /, для которых отрезок между-
д _ 

точками г$, z(p>+1 пересекается с кругом D (г, р^ In5 р#), 
Введем функцию 

о, t<tlt 

h{t). •J, tl<t<t2, 

[I, t,<t. 
По определению чисел tiy t2 справедливы равенства 

А(0) = Л ( 1 ) — 1 = 0 , J(A(/) — t)dt = 0f 

i ( t 
U \{h(s) — s)ds \dt=0. 
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Поэтому, если отрезок между г(?|., z(^.+1 не пересекается с кругом 

D(z, pN In5 ры), TO В силу (13) верно равенство 

J i ( (x„ . / . t - , z ) - ln lz -a ;}? / | - ln | z -y? / l = 
t X \ 

dt. = 2 J V"{z, t) J J(/i(s) —s) dsdx |, 
0 ^ 0 0 / 

где l(z, t) обозначает функцию In \tz—1\. Для рассматриваемых индек­
сов справедливо неравенство 

| Z - W | > COnst | Z - Ш I, 01 б [2$f Z$+J. 

Отсюда элементарными оценками функции V" (z, t) получим соотноше­
ние 

Из свойства 46) и из субгармоничности функции |г—йу|-3 в круге 

D(tflh Pnln 5 Pn) вытекает оценка 

*< const ря In рп \ — 
\ Z — W | 3 

(15) 

Я(^>,Р„1П 5р л ) 

Для рассматриваемых индексов /г, /, i, круги D (g)j, prt In prt) не пересе 

каются с кругом D(zy pN In р^) и попарно не пересекаются. Суммируя 
последние неравенства и учитывая соотношение (14) получим оценку 

N+1 
р-(я> I 2 "(?n,2)-S( l n l 2 -^l+ l n l 2 -^D 

Ы 

< const In pjv In In PN. 

Из неравенства (15), учитывая, что при n<C.N—1 по утверждению п. 16) 
> 2 верно неравенство p n ^ const 2 , получим 

N-2 
Ап)\ я(Тп,г)-2(1п1г-о;У31 + 1 п | 2 - Ш 1 ) < 

< const N2 2 f ^ W < const N2 2 < const. 
D(o>-l) lZ-^l3 

Аналогично оценивается сумма по n>N-\-l: 
оо 

S n(Y„,z ) -2( ln |z -o>y: l l + l n l z -

3 

<< const \ — — dt < const. 
o^V+2 

- # ! | ) < 
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Таким образом, для любого z$E имеет место соотношение 

n(yn,z)-%(ln\Z-w?}\ + ln\z-&}\) < const In p0 (z) In In p0 (г). 
hi 

Пусть и — положительно однородная субгармоническая функция и 
in — ее ассоциированная мера. По утверждениям п. 2°—4° существует 
система точек (ak)kLi такая, что если \лп — сужение меры р, на кольцо 

# n = { 2 n < | 2 | < 2 n + 1 } , то вне множества E=\JD(ak9 ерм(аА)1п 5 рй(Д*)> 

выполняется оценка 

< const In5 р0(г)1п1пр0. 2U(jurt, z)— 2 in i z—a*i 
Представим функцию г/(г) в виде 

a(z) = ^ l n | z ~ ш|ф(ш) + Яя(г). 
D(0,2") 

Тогда # п гармонична в круге Z)(0, 2n) и из равенства 

ln |M*) |= S \n\z-ak\+Hn(z) 

можно определить функцию /п, голоморфную в круге D(0, 2n). Нетрудно 
показать, что последовательность fn равномерно ограничена на компак­
тах и, тем самым, существует целая функция L, являющаяся равномер­
ным пределом некоторой подпоследовательности fnk. Функция L удов­
летворяет требованиям теоремы 1. 

Теорема 1 доказана. 
5°. Анализ условия (R). Как известно, любая ограниченная монотон­

ная функция может быть представлена в виде суммы функции скачков, 
сингулярной функции и абсолютно непрерывной функции. 

Если для меры dii = ds(cp)dr функция р„ удовлетворяет условию (R), 
то возможны следующие три взаимоисключающих случая. 

1) Функция s является функцией конечного числа скачков. В этож 
случае функция рц ограничена на supp JLI. 

2) Функция 5 сингулярна. В этом случае функция р^ не ограничена и 
Рм (Z) 

lim ^ = 0 , z £ supp \i. 
И->оо]/~|2| 

3) Функция 5 абсолютно непрерывана, причем функция 5 удовлетво­
ряет условию 

0 < б г < *(Ф + е ) - * ( ф - £ ) < 6 2 < о о , е-*0, е^в supp ц. 
8 

Функция p»(z) в этом случае сравнима с У\г\ : 
р., (г) 

0 < ^ i < < £ 2 < °°, г б supp fx. 
V\z\ 

В п. la) доказано, что если рц ограничена, то s — функция конечного 
числа скачков. Наоборот, если функция s имеет хотя бы один скачок, то 
рд ограничена. 
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В п. 16) доказано, что если рц удовлетворяет условию (R), то имеет 
место неравенство 

рДг) ^ c o n s t y | z | , zGsuppji. 

Допустим, что на некоторой последовательности i?n->oo 

По утверждению п. 1в) лебегова мера пересечения supp \x с кольцом 
{Rn<C \z\ <.2Rn} не превосходит const Rnpn\ где pn = max {•pIi(z), | z | > -
>Rn}. Поэтому 

mes (supp ds (cp)) R\ < const /?„p„, 
где mes Л означает линейную меру множества ,4czR. Отсюда вытекает, 
что при нашем предположении имеет место оценка 

mes (supp ds (ф)) -< const > 0, n—*oo. 

Таким образом, mes (supp ds(<p)) =0 и функция s(^) сингулярна. 
Допустим, что 

р., (г) 
0 < ^ 1 < _ < ^ 2 < °°> ^gSUppfl. 

Тогда по утверждению 1г) имеем соотношение 
~ jr. (z) ~ 

0 < с 1 < ^ = г < с 2 < оо. 
\Z\z\ 

Заметим, что функция s(<p) в этом случае не имеет скачков. Поэтому 
функция Pn(Rei4>) при фиксированном ф непрерывна по R. Следовательно, 
для любого малого 8 можно найти R = R(e) так, что pll(Rei(?)/2R = e. Тогда 
по определению функции рц имеем 

s(<P + e) — ^(Ф— е) = - — 

или 
s (ф + в) — s (ф — в) R 

28 _ (Рй ( Л 2 ' 
Отметим, что случай дискретной меры по сути рассмотрен в теореме А. 
В теореме Б в несколько более жестких условиях рассматривается случай 
регулярной меры. Эти случаи однозначны в смысле асимптотики функ­
ции рц. В первом случае функция р„ сравнима с постоянной, во втором 
случае р^ сравнима с У|г| . В заключение параграфа приведем примеры, 
показывающие, что в смысле асимптотики рц большое разнообразие дает 
случай сингулярной меры. 

6°. Для любого аб(0, 1/2) существует сингулярная функция s(q>) та­
кая, что для меры d\i = ds(q))dr функция рц удовлетворяет условию (R), 
причем 

0<Ci<p,i(z) | ^ | ~ a ^ c 2 < ° o , zGsuppjx. 
Воспользуемся схемой Кантора. Возьмем произвольное (36(0, 1/2) и 

рассмотрим последовательность интервалов Iix ?-я, /j=0, 1, построен­
ную следующим образом: / 0=(0, р), / , = (1—р, 1). Если Icu...,in опреде-
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лен, то Iit in,f имеет длину равную pn+1, причем левый конец интервала 
Iiu...,in,o совпадает с левым концом интервала Ль...,*„, правый конец ин­
тервала Ux tntl совпадает с правым концом Ux in. 

Функцию sn положим равной 2~п (ii2n~i+i22n~2+ . . . +in-y2+in) в интер­
вале Iit,...,in, доопределим на интервал (0, 2я) по формуле 

5„(ф) = тах{5„(9), 9 < Ф, 06 U 4,..,fJ. 

Тогда 5П — монотонно неубывающая, непрерывная справа функция. Оче­
видно, последовательность 5П не возрастает при увеличении п. Предель­
ную функцию обозначим через 5. Тогда 5(0) =0, 5(1) = 1 и Й5-мера ин­
тервала Iiu...,tn равна 2~п. 

Оценим функцию ри для меры d\i = ds(y)dr. Пусть z = Rei<f£supp \i и 
2 

n = lnR/ln~-—ху где п — целое число и #6(0, 1). Если ФбД-j i , то 

^5-мера интервала (ф—рп, ф+рп) не меньше, чем 2~п: 

5(Ф + П - 5 ( Ф - П > - ^ . 

Рассмотрим ячейку Р, лежащую в пересечении угла между направления­
ми ф±рп с кольцом D(0, R+2finR)\D(0, R) и содержащую точку Reiq>. 
Тогда 

fx (Р) = (5 (Ф + рЛ) - 5 (Ф - р*)) 2$nRn > 2R ( | у П > 2. 

Отсюда, по определению р̂  имеем оценку 
1П2 

Рп (Re**) < 2/?prt < const #ln2~lnp. 

Рассмотрим ячейку Ри лежащую в пересечении угла между направления­
ми ф±рп + 3 с кольцом Z)(0, R+2f>n+3R)\D(0, R). С интервалом (ф—рп+3, 
Ф+Рп+3) может пересекаться не более двух интервалов вида Ль...,^+3-
Поэтому 

5(Ф + Г 3 ) - 5 ( Ф - Р Л + 3 ) < ^ - . 

Следовательно, имеем оценку 

И (pi) < —— 2РЛ+3^ = 2*-1р3-* < 1. 

Отсюда имеем нижнюю оценку 
1П2 

Ри (2) > 2P"+3i? > const Rlm~m. 

Если р положим равным 2 а , то функция рй будет удовлетворять усло­
вию 

Ы ^ — И Л И - > ° о , z£supp\i. 

В заключение автор выражает глубокую признательность В. В. На­
палкову за внимание к работе. 
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