
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 27, № 3 (1980) 
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МНОГОМЕРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
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В работе [1] доказано, что всякая невырожденная 
дг-мерная поверхность (п (п + 3)/2 + 1)-мерного евкли­
дова пространства является нежесткой в этом пространст­
ве. С другой стороны, в работах [2] — [6] установлен ряд 
признаков жесткости гиперповерхностей в евклидовом и 
римановом пространствах. В настоящей заметке мы пока­
жем, что случаи жесткости возможны и для тг-мерных по­
верхностей и т-мерном плоском (евклидовом или псевдо­
евклидовом) пространстве при п -\- 1 <С т <i n (п -\-
-f 3)/2 -f- 1. При этом мы ограничимся рассмотрением по­
верхностей, представимых в виде риманова произведения 
конечного числа гиперповерхностей плоских пространств. 

§ 1. Формулировка результата. 1. Рассмотрим в пло­
ском m-мерном пространстве Sm тг-мерную поверхность 
Fn (1 <^ п < т) класса С3, заданную уравнением г =• 
= г (х1,. . .,хи). Будем считать, что дискриминант метри­
ческой формы ds2 = gijdxrdx3 (i, j = 1, . . ., n) этой поверх­
ности отличен от нуля. Предположим, что начиная с 
некоторого момента времени t = 0 поверхность Fn деформи­
руется, переходя при t !> 0 в поверхность Fni задавае­
мую уравнением г1 = rf (х1,. . ., х7) (r° = г). Каждая ве­
личина А на Fn перейдет при этом в некоторую величину 
А1 на Fn. Величину 8А = (dA4dt)t==Q называют вариацией 
величины А. Мы будем рассматривать только такие де­
формации, при которых вариация длины каждой дуги на 
Fn равна нулю. В этом случае поле бг называется изги-

© Издательство «Наука». 469 
Главная редакция 
физико-математической литературы. 
«Математические заметки», 1980 



бающим полем поверхности Fn. Пб изгибающему полвЗ 
деформация поверхности Fn определяется с точностью 
до членов второго порядка относительно t формулой 
т1 = г + t&r + t2z. 

Будем называть две деформации поверхности Fn экви­
валентными, если изгибающие поля, соответствующие 
этим деформациям, совпадают. Класс эквивалентных де­
формаций называется бесконечно малым (б. м.) изгиба­
нием поверхности Fn в пространстве Sm. Б. м. изгибание 
Fn в Sm называется тривиальным, если соответствующее 
изгибающее поле имеет вид дг = Qr + о>, где fi — про­
извольный постоянный бивектор в Sm, о> — произволь­
ный постоянный вектор, a fir— внутреннее произведение 
бивектора fi на вектор г [7, стр. 15]. Аналогичное опреде­
ление тривиального б. м. изгибания приведено в [1]. 
Поверхность Fn называют жесткой в Sm, если каждое 
ее б. м. изгибание тривиально. 

2. Пусть Sni+i и Sn2+i — плоские пространства размер­
ностей 72i + 1 и тг2 + 1 соответственно. В прямом произве­
дении *Sn,+i X $пг+1 введем ортонормированную систему 
координат Оу1. . . у^+ъ+ъ так, чтобы оси Оу^ (ах = 1, 2, . . . 
. . . , п\ + 1) принадлежали пространству S^+i, а оси ОуП1+1+а* 
(а2 = 1, 2, . . . , п2 -\- 1) — пространству S^+1. Рассмотрим 
в S^i+i и S^+i гиперповерхности F^ и Fn], заданные соот­
ветственно уравнениями 

yat = уъ (Х\ . . . , хп^ <Xi = 1, 2, . . ., Wl + 1, (1) 

а 2 = 1 , 2 , . . . , и 2 + 1. (2) 

Римановым произведением поверхностей F^l и F$ назы­
вается (fti + тг2)-мерная поверхность Fn] X Fn] простран­
ства SnM X S^+ъ заданная в этом пространстве уравне­
ниями (1), (2). 

Если Sn^+г (т = 1,2,. . . , р) — плоские пространства раз­
мерностей пх + 1 и Fn] — гиперповерхность в S^+ъ т о Ри-
маново произведение поверхностей Fn], Fn2* • • • »^ nl опре­
деляется формулой 

F™ X *£> X . . . X ^ = ( < X **£> X ... X f ^ ) X F<£. 
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Относительно каждой из поверхностей F^] (т = 1, 
2, . . .,/?) всюду будем предполагать, что в каждой ее точке 
существует хотя бы одно двумерное направление, опреде­
ляемое линиями кривизны, по которому внутренняя кри­
визна поверхности отлична от нуля. 

Обозначим 2J T = I^T = vp и рассмотрим Vp-мерную поверх­
н о с т ь ^ = F$ х . . . X F%£ в пространстве SVp+p=S(^+1 X . . . 
. . . X о П р + 1 . 

ТЕОРЕМА А. Если каждая из поверхностей F^ жест­
ка в Sn^+i(f — 1, 2 , . . ., р), то поверхность Fv жестка в 

С л е д с т в и е 1. Для любого целого числа р > 1 мож­
но указать плоское пространство, в котором существует 
жесткая поверхность коразмерности р. 

§ 2. Основная система уравнений. 1. Доказательство 
теоремы, сформулированной в предыдущем параграфе, 
оцирается на исследование связи решений линеаризован­
ной системы уравнений Гаусса — Кодацци — Риччи с из­
гибающими полями поверхности. Изучению этой связи 
посвящен данный параграф. 

2. Рассмотрим произвольную поверхность Fn в Sm. 
Пусть п1у п2,. . ., п р (р = т — п) — система неизотроп­
ных попарно ортогональных нормалей класса С2 этой по­
верхности (существование таких нормалей вытекает из 
рассуждений книги [8, стр. 176]). Разложение ковариант-
ных производных гjj, naj,i по векторам г д , г,2,. . ., г,п, 
пъ п 2 , . . ., пр приводит к формулам Гаусса и Вейнгар-
тена: 

Т ij= ^j e0bG\ijti0, 
(3) 

l ^ a | , i = — g bolurti + 2 j T = = 1 ^ t a | i ^ t , 

где еа = п1 = + 1; i, /, k, I = 1, 2 , . . . , n; a = 1, 2 , . . . , p; 
ba\%;.i Prop — коэффициенты, удовлетворяющие условиям 

Варьируя равенства g^ = r^ rt$ и учитывая, что 
8gij = 0, получим следующую систему уравнений для 
рзгибающего поля: 

г}фг]5 + to |Г j = 0, i, ]= 1? 2 , . . . , тг? (4) 
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3. Основной системой будем называть систему уравне­
ний 

2 J J = = 1 £ G (to\ikbo\;i — to\ib0\jk + b0\ikto\jl — ^a|it^a|j/c) = 0 , 

£<j|i;', к — t0\ik,j = ^ J p = 1 ('^p|iiM'pa|ft: — tplikV>po\j + 

J + ^p|ij8pa|/c — bplU-epCTij), (5) 

I eP<J I i, j 8pc I.?, i = 

= 8 (tp\ikbo\jl — tp\jkb0\il + bp|ifr£a|.?Z — bpi j^aj i?) + 

I V ^ 
( + ^1=1 ^ 8 x p 1 ^ x a I i 8 ^ p Ii^"*01 { ~Ь И-XP l гг%о | j — ИчСРI ;85CO | i ) , 

где t0\ij = ta\ji и ePa|i = — eap|i — неизвестные тензо­
ры; p, or = 1, . . ., p; i, 7, A:, Z = 1, . . ., п. Система (5) 
может быть получена варьированием уравнений Гаус­
са — Кодацци — Риччи (см. [8, стр. 228]). Следователь­
но, этой системе всегда удовлетворяют тензоры 6fo0|jj, 
6[Лто|*» т а к ч т о каждому изгибающему полю поверх­
ности Fn соответствует единственное решение системы (5). 
Имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Если поверхность Fn од несвязна, то каж­
дому решению основной системы соответствует единст­
венное (с точностью до тривиального) изгибающее поле по­
верхности Fn. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть tG\u, ерсг|г — про­
извольное решение системы (5). Рассмотрим на Fn поля 
бивекторов 

+ (V2) Ж, а=Л^8™I ^ т Л П<У- (6) 

Путем несложных вычислений с использованием формул 
(3) и системы (5) нетрудно показать, что V\^ = Vjti. 
Следовательно, на Fn существует поле бивекторов V та­
кое, что Vл = V{. Поле V определяется полями F ^ c точ­
ностью до произвольного постоянного бивектора Q. Поло­
жим V i = V-rj. Из (6) получаем: щ^ — Ujti = 
— Vjr,i — Vti Tj = 0. Следовательно, на Fn существует 
поле векторов бг такое, что Ьг\\ = щ. Полебг удовлетво­
ряет системе (4) и, значит, является изгибающим. Поле 
бг определяется полем бивектора V с точностью до про­
извольного постоянного вектора со. Теорема доказана, 
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4. Система (5) всегда допускает решения вида 

*о | ij = 2л t= i ^тфта^т | ij > 

^Та(г = фта1,г + 2 j p = 1
 eP (фртНфст|г — фра^рх|{)» (7) 

где {фта}£ а = 1 — семейство произвольных скалярных функ­
ций на Fn, таких, что <pt(J = — фат» 

ТЕОРЕМА 2. Если каждое решение основной системы 
имеет вид (7), wo поверхность Fn является жесткой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства этой 
теоремы покажем, что в рассматриваемом случае всякое 
изгибающее поле поверхности Fn тривиально в каждой 
односвязной окрестности Фп. Действительно, в условиях 
теоремы 2 равенства (.6) принимают вид 

^ , г = Ж, a=ietMPtag% J ̂ r, I Л п° + 
1 \^p 

+ -яг > . &rea£p (фр*И-ра|г — фра^рт:|г) M.* Д п 0 + 
* 4eJt, a, p=i 

1 X^p 

+ T / , ^ а ф т а | , гП% Д Па . 

С помощью (З) отсюда находим 

Vti= — (V2) S t , 0=1 е^а(^хоПх Д n a ) f r 

Следовательно, на Фп имеем 

V = Q — (V2) S t , а ^ ^ ^ а ф т о ^ г Д w a-

Отсюда, учитывая, что (пТ Д wa) Гд = 0, для полей и 
получаем: п\ = Qr^. Отсюда вытекает, что изгибающее* 
поле 8г имеет вид бг = &г + о. Теорема доказана. 

§ 3. Доказательство утверждений, сформулированных, 
в § 1, 1. Поверхность Fv в Sv +р можно задать уравне­
ниями 

У 4-i+^t+^-l=^t-i+^t+T-l^t+l+l? ^vt-l+2? e # # > r c v T ^ 

где т = 1,2, . . . ,р;Ат==1,2,. . . ,и*+1; vt = bf=1Wj; v0 = 0, 
При фиксированном значении индекса т эти уравнения 
представляют поверхность F^ в £^+1- Отсюда для метри­
ческого тензора g^i (х1,* . .,хХр) (k, I = 1, 2,. . ., vp) 
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поверхности Fv получаем: 

_ f gff (^'T-1+1, • • • , / T ) , k, t £= tvT_! + 1, Vtl, 
g f c i _ l0 , fte[vi+l, vti, ^ [ v ^ + l , vt],

 (8) 

где gji? — метрический тензор поверхности F(n], т = 
= 1,2,. . . , p. 

Покажем, что аналогичные равенства имеют место и 
- для контравариантного метрического тензора gkl (ж1,.. * 

. . ., ОЛР). Действительно, тензор gkl определяется систе­
мой уравнений 

g % ; = dj, /, ft, / = l , 2 , . . . , v p . (9) 
При /, ft, Z ЕЕ [vt-i + 1, vT] эта система однозначно оп­
ределяет контравариантный метрический тензор 
gf t ) (^ V t - 1 + 1 »^- i + 2 , . . . , ^ ) поверхности F™. Пусть / Е 
е [vt_! + l,vT], к ф [vt_x + 1, vT]. Тогда система (9) имеет 
видgngij\= 0(т == 1, . . .,/?). При каждом фиксированном 
индексе к имеем систему пх однородных линейных урав­
нений относительно пх неизвестных gkl. Отсюда получаем: 
g

kl = 0 (ft ф [vt-j + 1, vT], I e [ v ^ + 1, vj). Таким 
образом, равенства (8) будут справедливы, если в них тен­
зор gin заменить на тензор gkl. 

Для символов Кристоффеля Т% (ц /У ft, Z = 1, 2,. . . 
. . ., vp) теперь получаем 

(Т) 

Г ^ - 1 + 1 , ^ - 1 + 2 , . . . , xv% i, /, к е [vT-i + 1, vT], 
О, ft e [vt-i + 1, v t], i ^ [vt-i + 1, vT] или 

к ф [vt-i + 1, VT], i e [VT~i + 1, VT], 

г д е jp̂ . __ символы Кристоффеля поверхности F%1 (t '== 
^ 1 , 2 , . . . ^ ) . 

Следовательно, если через V& обозначить оператор ко-
вариантного дифференцирования по хк относительно мет­
рического тензора gi? (i, /, ft e [vT-i + 1, vT], x = 1, 2,. . „ 
. . ., p) а через (•),&: — ковариатную производную по хк 

относительно тензора g^ на FVp, то для любого тензора 
T)i на FVp при г, /, I e K - i + 1, vT] будем иметь 
; y}^ = v № . (10) 

Г*- — 
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2. Пусть n^-^+t-1(xv^+1,xv^+i,...,x^)(kT=l,2,.-. 
. . . , пх -Ь 1) — компоненты нормали поверхности F ^ в 5 ^ + 1 
(т = 1, 2 , . . . , р); положим 

пх = { О ^ ^ О , ^ - i + T , ^ - i + T + 1 , . . . , ,Л+Т, ( ^ Д ) } 
v ^ + t - i v p -v t - t+p 

(т = 1, 2,. . ., /?). Получим /> попарно ортогональных не­
изотропных векторов в SVp+p класса С2, ортогональных век­
торам г д , r j2, . . ., rv . Примем векторы п т (т = 1, 2 , . . . 
. . ., р) в качестве нормалей поверхности Fv в £ г +р. От­
носительно этих нормалей получаем 

[b%> (^-i+ 1 , ^ « « . . . , ^ ) , *, / е [vt-x + 1, vT], 
I ИЛИ / ^ K - l + l , VT], (11) 

где fcjp — коэффициенты, фигурирующие в (3) для по­
верхности F ^ в S$+1; т, сг = 1, 2, . . . ,р ;ч , / = 1, 2 , . . . , vp. 

3. Рассмотрим основную систему для поверхности Fv . 
В силу формул (10) и (И) при £, /, к, I ЕЕ hx-i + 1, v j 
из первых двух равенств этой системы получаем 

{ tx\ikbjl — tx\ilbjh + Ьис tx\jl — ЪЦ tX\jk= 0, 

v!tt)/T|«-v^T, i fc = o 
(т = 1,'2, . . . , / ? , по т не суммировать). При каждом фик­
сированном значении индекса т имеем основную систему 
для поверхности Fn] в S^+1. Так как поверхность F%1 
односвязна и жестка в Snx+i, т о в силу теорем 1 и 2 эта 
система имеет только нулевое решение. Следовательно, по­
лучаем 

tx\ij = 0, i, 7 е [vt_x + 1, vt] (т = 1, 2 , . . . , р). (12) 
4. Дальнейшие рассуждения носят локальный харак­

тер. На каждой из поверхностей F^] рассмотрим произ­
вольную окрестность Ф%\ (т' = 1, 2, . . ., р). Этим окрест­
ностям соответствует окрестность Ov ; = Щ = 1 ф ^ на 
Fv . Докажем, что при условии (12) Фг жестка в Sv +p. 
Пусть tx\ij, Вхо\% -~ произвольное решение системы (5) 
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на Ov . Положим 

t% | ij = tx | i j — Zl a = = 1 ̂ афат^а | г.? ? 

&ra | г — 8та [ i — фта |, i 

(T, cr = 1, 2, . . . , p, i, j = 1, 2,. . .,vp). Для любых ска­
лярных функций фта = — фот тензоры txlij, eTa|i удов­
летворяют системе (5). При этом в силу (И) и (12) имеем 

?*|ij = 0, i, /elvt-i-f- 1, vT], т = 1 , 2, . . . ,p . 
Выберем функции фта следующим образом. В каждой 

из окрестностей Ф ^ (т = 1, 2, . . .,/?) зафиксируем пара­
метризацию xVr~1+1, . . .,.r4, сопряженную относительно 
второй основной формы этой окрестности в Sn^+x- В этой 
параметризации имеем Ъх\ц = 0 при i Ф j . Так как в 
каждой точке на F^l существует двумерное направление, 
определяемое линиями кривизны, по которому внутрен­
няя кривизна отлична от нуля, то можно считать, что 
^tjvt_1+i, л'т-1+i ^ 0, т = 1, 2 , . . .,/?. В параметризации 
хг (i = 1, 2, . . ., vp) положим 

*a|vT_1+i, vT_!+i 
фта = — фот = ех -г , фаа — О, 

" T J V ^ + I , \х_г+1 

т, С = 1, 2, . . .,/?, т < С. Значения функций 
Фта (Ж1, £2, • • ., #Vp) припишем точкам окрестности Ov . 
Получим р (р — 1)/2 скалярных функций на Фх .Покажем, 
что ?o|vT_1+i, v^+i = 0 при t < a (т, a = 1 , 2 , . . м р) . Дей­
ствительно, из определения тензоров fCT|i;-, учитывая, что 
foojvt_1+i, vT_!+i = 0 при о* ф т, находим 

^ojv^j+l , v t - 1 +i = 1о\\\_г+1, vT_1+i ^ т ф т а Л : ^ . - ^ ! , v ^ + i = 

= *. 
^CF| V T _ 1 + l , V T _ 1 + 1 

a|vT_1 + i , v t _ 1 + i j — 
yx|vT_ 1 + i , v t _ 1 + i 

• b T|v t _ 1 + i , v ^ i + i — 0 . 

Положим в первом равенстве системы (5) / = I = 
= vt_x + 1. Учитывая только отличные от нуля слагае­
мые, будем иметь 

e^Tlv^x+i, v ^ + r ^ l i * + Sfc i^ t | i f c?a |v T t r l +i , v t ^ i + i = 0 (13) 
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(j, k= 1, 2, . . . , vp, T = 1, 2 , . . . , p). При т = 1 имеем 
&i|ir?i|i/c = 0, откуда следует, что ?i|ife = 0(i, & = 1, . . . , vp). 
Далее, по индукции предположим, что tx\iu= 0 и докажем, 
что ?T+1|i7f = 0 (т = 1, 2, . . . , р — 1, i, &= 1, 2, . . . , vp). 
Действительно, при сделанном предположении из (13) полу­
чаем bt+1|vT+i, Vx+i-f%+i\ik = 0- Отсюда следует, что ?t+i|ifc=0. 

Таким образом, мы доказали, что ?t|ifc = 0 при 
т = 1, 2, . . . , р, i , / с—1, 2, . . . , vp. Полагая теперь во 
втором равенстве системы (5) i*= j = vx_% + 1 и учитывая 
только отличные от нуля слагаемые, будем иметь 
bT|vt_1+i.vT_1+i-eTo|fc = 0, k^vx_1+i, fc==l, . . . , Vp, 
т, а = 1 , . . . , p. Отсюда следует, что 8tai/с = 0 при кфчх-\-\-\-
Так как eta|ft = 0 при т = сг, то при &=v t _ 1 - | - l можно 
считать, что fc^va-i+l и, следовательно, 

Таким образом, имеем.: ?a|i;7- = 0, ёта|г = 0 (т, а = 1, . . • 
. . . , р, г, / = 1,. . . , vp). Отсюда в силу определения тензо­
ров ?ajij, Scaii вытекает, что всякое решение £0|#, 8taji 
системы (5) для поверхности Fv имеет вид (7). По теореме 2 
это означает жесткость поверхности Fv . 

5. Сформулированное в § 1 следствие вытекает из дока­
занной теоремы в силу произвола в выборе числа р и 
из наличия в каждом Sn+1 жесткой гиперповерхности 
(см. ниже теорему Б). 

§ 4. О жесткости гиперповерхностей. 1. Известно, что 
всякая гиперповерхность Fn пространства Sn+1 неизги-
баема при условии, что в каждой ее точке существует хотя 
бы два двумерных направления, определяемых линиями 
кривизны, по которым внутренняя кривизна поверхности 
отлична от нуля [8]. В данном параграфе мы докажем ана­
логичное утверждение для б. м. изгибаний. 

2. О п р е д е л е н и е . Поверхность Fn называется 
локально жесткой в пространстве Sm, если всякая окрест­
ность каждой точки на Fn является жесткой поверхностью 
в Sm. 

ТЕОРЕМА Б. Если в каждой точке гиперповерхности 
Fn (n > 3) пространства Sn+1 существует хотя бы два 
двумерных направления, определяемых линиями кривизны, 
по которым внутренняя кривизна поверхности отлична от 
цуля, то поверхность Fn локально жестка в Sn^ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В рассматриваемом слу­
чае система (5) принимает вид 

(biktjl ~ btltjk + bjitik — bfttii = 0, 
I Hj, к Ч/с, j == U, 

где b{li — коэффициенты второй основной формы поверх­
ности Fn, причем rang || bik || > 3. Пусть М — произволь­
ная точка на Fn. Систему координат хг можно считать та­
кой, что в точке МЬ1г =?ь 0, Ъ22 ф 0, Ь33 ф 0, Ь12 = Ь13 = 
= Ь23 = 0. В этом случае из первого уравнения системы 
(14) получаем 

\ ^11^22 + ^22^11 = 0 , 

^22^33 + ^33^22 = 0 , 

^ Ьц^зЗ' 4~ ̂ 33̂ 11 = 0. 

Определитель этой системы 2bnb22b33 ф0, следователь­
но, 1ц = t22

 == 3̂3 == "? 
Полагая в первом равенстве системы (14) i = к = 1, 

/ = 2, I = 3, затем i = к = 2, 7 = 3, I = 1, наконец, 
i = /с = 3, 7 = 1» 1 = 2, получим, что t^ = 0 при 
i, 7 = 1, 2, 3. Полагая в том же равенстве i = к = 1 , 7 = 2, 
будем иметь, что t2l = 0, Z = 1, . . ,,п. Положим теперь 
i = k = 2, будем иметь b22tji = 0. Отсюда вытекает, что 
tji = 0 (/,7 •= 1 , . . ., я). По теореме 2 это означает жест­
кость поверхности Fn. Теорема доказана. 

3. Из доказательства теорем А и Б вытекает 
С л е д с т в и е 2. Если каждая из поверхностей 

Fn] (т = 1, . . .,р) имеет размерность пх > 3, ив каждой 
ее точке существует два двумерных направления ненуле­
вой внутренней кривизны, определенных линиями кривиз-
ни, то поверхность Fv локально жестка в Sv+p. 
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