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О мере конформного различия
пространств Евклида и Лобачевского

Известно, что пространства Евклида Rn и Лобачевского Hn не эквива-
лентны не только конформно, но и квазиконформно. В работе дана точная
асимптотика критического роста коэффициента квазиконформности диф-
феоморфизма f : Rn → Hn на бесконечности, при которой такое отображе-
ние f становится возможным. Рассмотрен также общий случай погруже-
ний f : Mn → Nn римановых многообразий конформно-параболического
типа.
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Одним из ярких и широко известных результатов Н. В. Ефимова является
его обобщение теоремы Гильберта о нереализуемости в трехмерном евклидовом
пространстве плоскости Лобачевского.1 В теореме Ефимова кривизна поверх-
ности уже может быть переменной, но отделенной от нуля отрицательной вели-
чиной. Определенная скорость стремления к нулю при уходе на бесконечность
здесь тоже допустима (см. [1]–[3]).

При рассмотрении соотношений, инвариантных относительно локального
выбора масштаба (т.е. выбора местной единицы измерения длин, что встре-
чается в физике в качестве калибровочных преобразований), мы, говоря ма-
тематическим языком, имеем дело с конформными изменениями римановой
метрики: g̃ = λ2(x)g или ds̃ = λ(x) ds.

При конформных преобразованиях метрики стандартные кривизны, конеч-
но, не инвариантны. Не инвариантна и стандартная классификация точек по-
верхности и самих поверхностей по знаку кривизны. Достаточно вспомнить
наличие конформно-евклидовой модели Пуанкаре геометрии Лобачевского или
наличие стереографической проекции евклидова пространства на сферу.

Вместе с тем хорошо известно, что, например, евклидова плоскость и плос-
кость Лобачевского различны даже в смысле их конформной структуры (тео-
рема Лиувилля, если ссылаться на комплексный анализ и модель Пуанкаре),
хотя локально, точнее, в пределах любой компактной части, это заметить невоз-
можно (в силу теоремы Римана о конформном отображении области плоскости
на круг). Кстати, в высших размерностях, в отличие от двумерного случая,
области обычно конформно жестки и ничего подобного упомянутой теореме
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Римана там нет (это другая теорема Лиувилля, доказанная им в 1850 г., т.е. за
три года до появления знаменитой диссертации Римана).

Там, где нет конформной эквивалентности областей или иных объектов (на-
пример, конформных структур в теории Тайхмюллера пространства римано-
вых поверхностей), рассматривают отображения, наименее неконформные в
том или ином смысле. Стандартный объект здесь – так называемые квазикон-
формные отображения, которые допускают ограниченные искажения в следу-
ющем смысле. Напомню определение. Для простоты будем говорить о гладких
отображениях. Линейное невырожденное отображение L : Rn → Rn преобра-
зует шар в эллипсоид. Отображение L конформно лишь тогда, когда этот
эллипсоид – шар. Значит, отношение kL > 1 наибольшей полуоси эллипсоида
к наименьшей (или log kL) может служить мерой отклонения линейного отоб-
ражения от конформности. Это – коэффициент квазиконформности отобра-
жения L. В случае общего диффеоморфизма f мы в каждой точке отобража-
емой области находим коэффициент квазиконформности касательного отобра-
жения f ′ и берем верхнюю грань этих величин по всем точкам области. Ее
обычно обозначают через kf и называют коэффициентом квазиконформности
отображения в рассматриваемой области. Если kf = 1, то отображение кон-
формно, a если kf < ∞, то отображение называется квазиконформным (точнее,
kf -квазиконформным) или отображением с ограниченным искажением.

Ясно, что в пределах любой компактной части отображаемой области про-
странства любой диффеоморфизм является отображением с ограниченным ис-
кажением. Но коэффициент квазиконформности (вместе с искажениями) мо-
жет расти при расширении рассматриваемой компактной части, причем может
расти неограниченно, так что в целой области отображение не обязано быть
квазиконформным.

Можно показать, что плоскость Евклида нельзя отобразить на (или даже в)
плоскость Лобачевского не только конформно, но и с ограниченным откло-
нением от конформности, т.е. упомянутая выше теорема Лиувилля устойчива
в смысле возможности отклонения коэффициента квазиконформности от по-
стоянной единицы (подобно тому, как теорема Гильберта в соответствии с тео-
ремой Ефимова устойчива относительно вариации постоянной отрицательной
кривизны регулярной поверхности).

Но можно поставить вопрос о количественном описании степени конформно-
го различия плоскостей и пространств Евклида Rn и Лобачевского Hn. Пусть
f : Rn → Hn – диффеоморфизм или даже гладкое погружение. Обозначим че-
рез kf (r) коэффициент квазиконформности отображения f в пределах шара
B(r) = {x ∈ Rn | |x| 6 r} радиуса r. При r → +∞ величина kf (r), вообще
говоря, растет. Если она ограничена, то, как уже было сказано, такое отоб-
ражение Rn в Hn невозможно. Какова же точная асимптотика допустимого
роста функции kf (r), при которой эти пространства в указанном смысле все
еще различимы?

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 1. Если f : Rn → Hn – погружение евклидова пространства раз-
мерности n > 2 в пространство Лобачевского той же размерности, а kf (r) –
коэффициент квазиконформности отображения f в шаре радиуса r с центром

в начале координат пространства Rn , то интеграл
∫ ∞ dr

rkf (r)
сходится.
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Указанная асимптотика точна в том смысле, что если для неубывающей
функции k(r) этот интеграл сходится, то между пространствами Rn и Hn

существует такой диффеоморфизм f : Rn → Hn , что kf (r) 6 k(r).

Таким образом, с точки зрения тех, кто считает логарифмическую функцию
почти постоянной при движении аргумента к бесконечности (а порой это допу-
щение вполне оправдано), конформное или, лучше сказать, квазиконформное
различие пространств Евклида и Лобачевского может казаться не слишком
сильным.

Приведенная теорема является геометрической интерпретацией результа-
та работы [4], связанной с исследованием условий глобальной обратимости
локально обратимых квазиконформных отображений евклидова пространства
в себя. Вскользь (одним абзацем в [5]) мы уже обратили на это внимание, но
приведенная развернутая формулировка теоремы здесь появляется впервые.
Более того, теперь сам исходный вопрос можно трактовать шире и понимать
глубже в следующем отношении.

Понятие квазиконформного и, в частности, конформного отображения име-
ет смысл и для отображений римановых многообразий (а после некоторых
простых видоизменений даже и для метрических пространств). Коэффици-
ент квазиконформности, очевидно, не меняется при конформном изменении
метрики риманова многообразия. По этой причине, рассматривая квазикон-
формные отображения (вложения или погружения) римановых многообразий,
мы вправе рассматривать целый класс метрик, конформных исходной метрике
многообразия.

Напомним теперь некоторые известные факты, полезные для нас.

Утверждение 1. Локально обратимое квазиконформное отображение f :
Rn → Rn при n > 2 обратимо глобально.

Это утверждение было сформулировано М. А. Лаврентьевым в [6] для n = 3
и позднее доказано в работе [7]. Затем оно было развито в нескольких направ-
лениях (см. обзоры [8], [9]) и, в частности, в [4] была указана в определенном
смысле точная асимптотика допустимого роста коэффициента квазиконформ-
ности на бесконечности, при которой еще можно гарантировать глобальную
обратимость произвольного погружения f : Rn → Rn.

Переход от погружений евклидова пространства к общему случаю погруже-
ний римановых многообразий (см. [10], [11]) и анализ доказательства в [7] сти-
мулировали появление следующей конформно-инвариантной формы исходной
теоремы, связанной с асимптотической геометрией и конформной классифика-
цией римановых многообразий (см. [12]).

Утверждение 2. Для глобальной инъективности квазиконформного по-
гружения f : Mn → Nn риманова многообразия Mn в односвязное римано-
во многообразие Nn при n > 2 достаточно, чтобы многообразие Mn имело
конформно-параболический тип.

Заметим, что некомпактные римановы многообразия можно конформно ин-
вариантно разбить на два класса: многообразия конформно-параболического
типа и многообразия конформно-гиперболического типа. Пространства Евкли-
да и Лобачевского являются представителями этих классов соответственно.
О конформном типе многообразия см., например, в [9], [12], [13].
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Достаточным признаком конформной параболичности полного риманова не-
компактного многообразия Mn является, например, расходимость интеграла∫ ∞

S1/(1−n)(r) dr, где S = S(r) – площадь ((n− 1)-мера) геодезической сферы

радиуса r с фиксированным центром o ∈ Mn.
Имеет место следующая теорема (см. [14] и развернутое изложение в [15]).

Теорема 2. Пусть Mn и Nn – римановы многообразия размерности n > 2,
причем Mn – полное и имеет конформно-параболический тип. Если погруже-
ние f : Mn → Nn таково, что∫ ∞ dr

(kfS1/(n−1))(r)
= ∞,

то хаусдорфова размерность множества Nn\f(Mn) равна нулю, а если к то-
му же n > 2 и Nn односвязно, то f – вложение.

В частности, если Mn = Rn, то S(r) ≍ rn−1, и мы получаем уже фигуриро-

вавший выше интеграл
∫ ∞ dr

rkf (r)
.

Заметим, что из последней теоремы можно заключить (см. [15]), что при
ее условиях многообразие Nn, куда идет отображение, само оказывается кон-
формно-параболического типа, а указанная асимптотика допустимого роста ко-
эффициента квазиконформности отвечает именно за сохранение конформного
типа отображаемого многообразия. Таким образом, вопрос о степени конформ-
ного различия пространств Евклида и Лобачевского, будучи интересным сам
по себе, естественно расширяется до вопроса об условиях на отображение, при
которых сохраняется конформный тип отображаемого многообразия.

В этой связи отметим еще, что такие классические факты теории аналити-
ческих функций, как теорема об устранении изолированной особенности, тео-
рема Лиувилля о постоянстве функции, голоморфной и ограниченной во всей
плоскости, или даже, казалось бы, такой совсем специфически и тонко свя-
занный с голоморфностью факт, как теорема Пикара, – все это справедливо
и для квазиконформных отображений, и вообще для отображений, сохраня-
ющих параболический конформный тип исходных областей задания функций
или отображений (см. [9], [12].)

Подобно тому, как пространство Евклида ни конформно, ни даже квазикон-
формно не погружаемо в пространство Лобачевского (хотя обратное конформ-
ное вложение, конечно, имеется – модель Пуанкаре), так никакое многообразие
конформно-параболического типа ни конформно, ни квазиконформно не погру-
жается в многообразие конформно-гиперболического типа. Это – общий факт,
лежащий в основе многих (в том числе перечисленных выше) теорем геомет-
рической теории функций.

Проблема конформного типа, известная в теории аналитических функций со
времен теорем униформизации, как видим, появляется и в многомерном случае
в теории квазиконформных отображений. Возникают вопросы описания при-
знаков конформного типа риманова многообразия в терминах его асимптотиче-
ской геометрии. Один такой признак конформной параболичности риманова
многообразия мы даже уже упомянули выше (перед формулировкой второй
теоремы). Важную роль в этих вопросах играет также изопериметрическое
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неравенство и связанная с ним изопериметрическая функция риманова много-
образия. Последняя меняется при конформном изменении римановой метрики.
Интересно, что на любом некомпактном римановом многообразии изоперимет-
рическое неравенство конформной заменой метрики приводится либо к виду,
который оно имеет в пространстве Евклида соответствующей размерности, ли-
бо к виду, который оно имеет в пространстве Лобачевского, в полном соответ-
ствии с конформным типом исходного многообразия (см. [13], [16], [17] и статью
В. М. Кесельмана в сборнике трудов конференции, посвященной 100-летию со
дня рождения Н. В. Ефимова, проведенной в Москве в августе 2010 г.).
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Math., 152, Birkhäuser, Boston, MA, 1999.

[12] В.А. Зорич, “Квазиконформные погружения римановых многообразий и теорема
пикаровского типа”, Функц. анализ и его прил., 34:3 (2000), 37–48; англ. пер.:

http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0171.41804
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0171.41804
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0171.41804
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0171.41804
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0171.41804
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://mi.mathnet.ru/rus/rm5913
http://mi.mathnet.ru/rus/rm5913
http://dx.doi.org/10.1070/RM1966v021n05ABEH004173
http://dx.doi.org/10.1070/RM1966v021n05ABEH004173
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0184.10802
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0184.10802
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0135.40001
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0019.40306
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0019.40306
http://mi.mathnet.ru/rus/sm4170
http://mi.mathnet.ru/rus/sm4170
http://dx.doi.org/10.1070/SM1967v003n03ABEH002751
http://dx.doi.org/10.1070/SM1967v003n03ABEH002751
http://dx.doi.org/10.1070/SM1967v003n03ABEH002751
http://dx.doi.org/10.1007/BFb0094243
http://dx.doi.org/10.1007/BFb0094243
http://dx.doi.org/10.1007/BFb0094243
http://mi.mathnet.ru/rus/rm510
http://mi.mathnet.ru/rus/rm510
http://dx.doi.org/10.1070/RM2002v057n03ABEH000510
http://dx.doi.org/10.1070/RM2002v057n03ABEH000510
http://dx.doi.org/10.1070/RM2002v057n03ABEH000510
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0467.53035
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0467.53035
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0467.53035
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0953.53002
http://www.zentralblatt-math.org/zmath/search/?an=Zbl 0953.53002
http://mi.mathnet.ru/rus/faa310
http://mi.mathnet.ru/rus/faa310
http://dx.doi.org/10.1007/BF02482408
http://dx.doi.org/10.1007/BF02482408


112 В.А. ЗОРИЧ

V.A. Zorich, “Quasiconformal immersions of Riemannian manifolds and a Picard type
theorem”, Funct. Anal. Appl., 34:3 (2000), 188–196.

[13] В. А. Зорич, В.М. Кесельман, “О конформном типе риманова многообразия”,
Функц. анализ и его прил., 30:2 (1996), 40–55; англ. пер.: V.A. Zorich,
V.M. Kesel’man, “On the conformal type of a Riemannian manifold”, Funct. Anal.
Appl., 30:2 (1996), 106–117.

[14] В. А. Зорич, “Асимптотика допустимого роста коэффициента квазиконформно-
сти в бесконечности и инъективность погружений римановых многообразий”,
УМН, 58:3 (2003), 191–192; англ. пер.: V.A. Zorich, “Asymptotics of the attainable
growth of the quasiconformity coefficient at infinity and the injectivity of immersions
of Riemannian manifolds”, Russian Math. Surveys, 58:3 (2003), 624–626.

[15] V.A. Zorich, “Asymptotics of the admissible growth of the coefficient of quasiconfor-
mality at infinity and injectivity of immersions of Riemannian manifolds”, Publ. Inst.
Math. (Beograd) (N.S.), 75(89) (2004), 53–57.

[16] В. М. Кесельман, “Изопериметрическое неравенство на конформно-гипербо-
лических многообразиях”, Матем. сб., 194:4 (2003), 29–48; англ. пер.:
V.M. Kesel’man, “An isoperimetric inequality on conformally hyperbolic manifolds”,
Sb. Math., 194:4 (2003), 495–513.

[17] В. М. Кесельман, “Изопериметрическое неравенство на конформно-параболиче-
ских многообразиях”, Матем. сб., 200:1 (2009), 3–36; англ. пер.: V.M. Kesel’man,
“The isoperimetric inequality on conformally parabolic manifolds”, Sb. Math., 200:1
(2009), 1–33.

В.А. Зорич (V.A. Zorich)
Механико-математический факультет
Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова
E-mail : vzor@mccme.ru

Поступила в редакцию
25.10.2010

http://dx.doi.org/10.1007/BF02482408
http://dx.doi.org/10.1007/BF02482408
http://dx.doi.org/10.1007/BF02482408
http://mi.mathnet.ru/rus/faa520
http://mi.mathnet.ru/rus/faa520
http://dx.doi.org/10.1007/BF02509450
http://dx.doi.org/10.1007/BF02509450
http://dx.doi.org/10.1007/BF02509450
http://mi.mathnet.ru/rus/rm634
http://mi.mathnet.ru/rus/rm634
http://mi.mathnet.ru/rus/rm634
http://dx.doi.org/10.1070/RM2003v058n03ABEH000634
http://dx.doi.org/10.1070/RM2003v058n03ABEH000634
http://dx.doi.org/10.1070/RM2003v058n03ABEH000634
http://dx.doi.org/10.2298/PIM0475053Z
http://dx.doi.org/10.2298/PIM0475053Z
http://dx.doi.org/10.2298/PIM0475053Z
http://mi.mathnet.ru/rus/sm726
http://mi.mathnet.ru/rus/sm726
http://dx.doi.org/10.1070/SM2003v194n04ABEH000726
http://dx.doi.org/10.1070/SM2003v194n04ABEH000726
http://dx.doi.org/10.1070/SM2003v194n04ABEH000726
http://mi.mathnet.ru/rus/sm6379
http://mi.mathnet.ru/rus/sm6379
http://dx.doi.org/10.1070/SM2009v200n01ABEH003985
http://dx.doi.org/10.1070/SM2009v200n01ABEH003985
http://dx.doi.org/10.1070/SM2009v200n01ABEH003985
mailto:vzor@mccme.ru

	Список литературы

